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Durante veinticinco años hemos impartido el curso introductorio de dos 
semestres de ingeniería mecánica. Durante ese tiempo, los estudiantes nos 
han manifestado con frecuencia que pueden entender la exposición de la 
materia en clase, pero que tienen dificultad para comprender el libro de 
texto. Este comentario nos indujo a examinar lo que hace el profesor en 
el aula que difiere de la presentación tradicional de los libros de texto, 
y la conclusión obtenida fue la redacción de este libro. Nuestro procedi- 
miento es presentar el material como lo hacemos en clase, utilizando más 
figuras y haciendo énfasis en la importancia del análisis visual minucioso 
y la comprensión de los conceptos. A lo largo del libro consideramos que 
los estudiantes son nuestro auditorio. 


Objetivos y temas 


Resolución de problemas Aquí destacamos la importancia crítica 
F de adquirir destreza en la resolución de problemas. En los ejemplos resuel- 
tos enseñamos a los estudiantes a pensar sobre los problemas antes de que 
empiecen a resolverlos. ¿Qué principios son aplicables? ¿Qué se debe de- 
terminar y en qué orden? Las secciones llamadas Estrategia que preceden 
a casi todos los ejemplos son para ilustrar este análisis preliminar. Luego 
damos una descripción cuidadosa y completa de la solución, mostrando 
(a) a menudo métodos alternativos. Finalmente, muchos ejemplos concluyen 
con una sección de Comentarios que señalan características de la solución, 
/ analizan o comparan métodos alternativos de solución, o bien muestran 
maneras de verificar las respuestas (véase el Ej. 5.8, pág. 244). Nuestro 
/ 


0 
. 


objetivo es enseñar a los estudiantes cómo abordar los problemas y evaluar 
críticamente los resultados. Además, para aquellos estudiantes que nos 

/ dicen que entienden el material de clase pero que no saben cómo empezar 
a resolver los problemas de tarea, les proporcionamos también breves sec- 
ciones de Estrategia en algunos problemas seleccionados. 


/ Visualización Uno de los elementos esenciales para tener éxito en la 
(b) resolución de problemas es la visualización, en especial el uso de diagramas 
de cuerpo libre. En el aula, el profesor puede dibujar un diagrama paso 

/ a paso, describiendo cada uno de éstos y desarrollando la solución en para- 
lelo con el diagrama. Hemos hecho lo mismo en este libro, es decir, hemos 

mostrado la misma secuencia de diagramas que usamos en clase, indicando 

E con claridad las relaciones entre ellos. Por ejemplo, en vez de simplemente 

/ mostrar un diagrama de cuerpo libre, repetimos la figura inicial con la 
parte aislada resaltada y lo demás con una imagen menos intensa (véase 

y el Ej. 3.1, pág. 88). De esta manera mostramos al estudiante exactamente 
NS cómo aislar la parte que se convertirá en el diagrama de cuerpo libre, 
Utilizamos colores para ayudar a los estudiantes a distinguir y entender 
los diversos elementos de las figuras. Usando de manera consistente los 
mismos colores para elementos particulares, como el azul para los vectores 
de fuerza y el rojo para los pares, hemos tratado de hacer que el libro 
(a) La fuerza F y el punto O. sea más fácil de leer y entender por parte de los estudiantes (véase p. ej., 
(b) Un vector r del punto O al punto en la Fig. 4.7, pág. 134). Además, el mayor realismo de las ilustraciones en 
la línea de acción de F. color ayuda a motivar a los estudiantes (véase las Figs. 4.16 y 4.17 de la 


(c) El ángulo 6 y la distancia pág. 148 y las ilustraciones de los problemas a lo largo del libro). 
perpendicular D. 


Figura 4.7 
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Enfasis en los principios básicos Nuestro objetivo principal en este 
libro es enseñar a los estudiantes los conceptos y métodos fundamentales 
de la estática. Para entenderlos, los estudiantes deben tener antes que nada 
un sólido conocimiento de cómo se trabaja con vectores. Ofrecemos un 
tratamiento completo del análisis vectorial elemental que el profesor puede 
cubrir total o parcialmente, dependiendo de la preparación de los estudian- 
tes. Inmediatamente después presentamos los conceptos de equilibrio y 
de diagrama de cuerpo libre, de manera que los estudiantes puedan empe- 
zar en seguida a usarlos y adquieran confianza a través de aplicaciones 
relativamente sencillas. Luego presentamos los conceptos de momento, 
par y sistemas equivalentes de fuerzas y momentos. El resto del libro se 
ocupa de las aplicaciones de estos conceptos. Al analizar cada aplicación 
destacamos de manera consistente el papel central que desempeñan los 
conceptos de equilibrio y de diagrama de cuerpo libre. Para ayudar a 
los estudiantes a identificar resultados importantes, se hace énfasis en las 
ecuaciones clave (p. ej., véase la pág. 24), y los conceptos analizados en 
cada capitulo se refuerzan volviéndolos a presentar en un resumen al final 
de cada capítulo. 


Pensando como ingenieros La ingeniería es una disciplina apasio- 
nante que requiere creatividad e imaginación, así como conocimientos y 
una manera de pensar sistemática. En este libro tratamos de mostrar el 
papel que desempeña la mecánica dentro del contexto más amplio de la 
práctica de la ingeniería. Los ingenieros de la industria y la Junta para 
la Acreditación de la Ingeniería y la Tecnología (ABET, Acerediting Board 
for Engineering and Technology) fomentan en los profesores la inclusión 
del diseño en las primeras etapas del currículo de ingeniería. En muchos 
de los ejemplos y problemas incluimos ideas sencillas sobre diseño y seguri- 
dad sin sacrificar el énfasis en la mecánica fundamental. Muchos proble- 
mas se plantean en función de consideraciones de diseño y seguridad (p. 
ej., véase los Problemas 6.24-6.26, pág. 288); en algunos casos se pide 
alos estudiantes que escojan un parámetro de diseño de entre un conjunto 
de valores posibles con base en un criterio especificado (p. ej., véase los 
Problemas 5.69 y 5.70, pág. 237). Nuestros estudiantes han respondido 
positivamente a estos elementos motivantes y han desarrollado una con- 
ciencia de cómo se aplican esas ideas esenciales en la ingeniería. 


Caracteristicas pedagógicas 


Con base en nuestra experiencia docente y en consejos de muchos colegas, 
hemos incluido varios aspectos pedagógicos para ayudar a los estudiantes 
a aprender y a ampliar su perspectiva de la mecánica. 


Estrategia para la resolución de problemas  —Losejemplos resuel- 
tos y los problemas de tarea constituyen la piedra angular de uy curso 
de mecánica. A lo largo del libro proporcionamos descripciones de los 
métodos usados en los ejemplos, que los estudiantes encontrarán de utili- 
dad al plantear y resolver los problemas. No damos recetas para que los 
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estudiantes las sigan rigidamente; más bien, describimos lineas generales 
de análisis aplicables a una amplia gama de problemas, damos consejos 
útiles y avisos sobre dificultades comunes, que equivalen a la información 
dada a nuestros estudiantes durante las horas de consulta (p. ej., véase 
las págs. 87, 279 y 355). 


Aplicaciones Muchos de nuestros ejemplos y problemas son tomados 
de la práctica de la ingeniería y comprenden desde artículos caseros fami- 
liares hasta aplicaciones bastante exóticas de la ingeniería. Además, los 
ejemplos titulados “Aplicaciones a la ingenieria” proporcionan estudios 
de casos más detallados de diferentes ramas de la ingeniería. Estos ejem- 
plos muestran cómo los principios aprendidos en el texto son directamente 
aplicables a problemas actuales y futuros de la ingeniería. Nuestra meta 
es ayudar a los estudiantes a ver la importancia de la mecánica en esas 
aplicaciones y motivarlos para que la aprendan (véase, p. ej., págs. 92, 
282 y 408). 


Problemas con computador Las encuestas indican que la mayor 
parte de los profesores hace algún uso de los computadores, pero no hay 
consenso sobre la manera en que deberían hacerlo. Nosotros damos al 
profesor la oportunidad de iniciar a los estudiantes en las aplicaciones de 
la mecánica en ingeniería sin imponer una metodología particular. Las 
secciones llamadas “Ejemplos con computador” contienen ejemplos y 
problemas adecuados al uso de una calculadora programable o de un 
computador (véase, p. ej., págs. 110 y 264). El profesor puede escoger 
cómo deben resolver los estudiantes esos problemas: usando un lenguaje de 
programación, una hoja de cálculo o un ambiente de alto nivel para la re- 
solución de problemas. Esas secciones son independienies y autocontenidas. 


Principio de capitulos Comenzamos cada capítulo con una ilustra- 
ción que muestra una aplicación de las ideas estudiadas en el capítulo, 
a menudo escogiendo objetos familiares a los estudiantes. Al mostrar a 
los estudiantes cómo los conceptos de este curso se relacionan con el diseño 
y funcionamiento de objetos familiares, ellos pueden empezar a apreciar 
la importancia y lo atractivo de la ingeniería como carrera (véase págs. 
1, 272 y 438). 


Compromiso con los estudiantes y profesores 


Hemos tomado precauciones para asegurar la exactitud de este libro. Los 
revisores examinaron cada parte del manuscrito tratando de detectar posi- 
bles errores. Cada uno de nosotros resolvió los problemas para asegurar- 
nos de que sus respuestas fuesen correctas y que los problemas tuvieran 
un nivel apropiado de dificultad. James Whitenton examinó el texto com- 
pleto en busca de errores que se pudieran haber introducido durante el 
proceso tipográfico. 

Cualesquiera errores son responsabilidad de los autores. Damos la bien- 
venida a los comunicados de estudiantes y profesores respecto a errores 
o partes que puedan ser mejoradas. Nuestra dirección es Department 
of Aerospace Engineering and Engineering Mechanics, University of 
Texas at Austin, Austin, Texas 78712. Nuestra dirección electrónica es 
bedfordPaw.com. 


Suplementos de software 


1 

Edición para estudiantes de Working Model” El software Wor- 
king Model® (Knowledge Revolution, Inc.) es un programa de modelado 
y simulación que permite al estudiante visualizar problemas de ingeniería. 
El programa calcula la interacción de fuerzas sobre un cuerpo (u objetos), 
anima los resultados y proporciona datos de salida como fuerza, momen- 
to, velocidad, aceleración, etc. en forma digital o gráfica. La edición estu- 
diantil de este potente programa lo hace accesible a estudiantes de los pri- 
meros semestres. Está disponible tanto para Windows como para 
Macintosh. Contacte al representante de Addison-Wesley de su ciudad pa- 
ra mayor información (véase pág. ii). 


Simulaciones con Working Model? Existe un disquete con aproxi- 
madamente 100 problemas y ejemplos del texto listos para trabajar con 
ellos en Working Model®. Estas simulaciones se han elaborado para per- 
mitir al estudiante cambiar variables y ver los resultados. El estudiante 
explora diferentes situaciones físicas motivado por la duda de **qué pasa- 
ría si...” y, así, desarrolla una agudeza conceptual más profunda que la 
adquirida con la sola resolución cuantitativa de los problemas. Para obte- 
ner una copia gratuita de este disquete, escriba a Addison-Wesley Iberoa- 
mericana (véase pág. ii). 
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ha os de los edificios más altos del mundo son parte del perfil del 
DA de Chicago: el John Hancock Center, terminado en 
1968, tiene 343 metros (1127 pies) de altura, y la Torre Sears, 
terminada en 1974, tiene 443 metros (1454 pies) de altura. La estructu- 


ra de la Torre Sears consiste en 9 tubos de acero interconectados, cada 
uno de sección cuadrada con 75 pies por lado, que se levantan a dife- 
rente altura y dan al edificio su forma distintiva. La estructura del 
Hancock Center está reforzada con vigas de acero diagonales sobre la 
fachada del edificio; cada viga abarca 18 niveles. 
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Introducción 


L AS innovadoras estructuras del John Hancock Cen- 
ter y de la Torre Sears, ambas concebidas por el inge- 
niero Fazlur Kahn (1929-1982), son dos soluciones al 
problema de resistir las cargas de viento y de gravedad 
sobre un gran edificio. Durante cada etapa del diseño de 
esas estructuras, los ingenieros se basaron en los princi- 
pios de la estática. Esta ciencia constituye el sustento del 
arte del diseño estructural. 
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INTRODUCCIÓN 


1.1 Ingenieria y mecánica 


¿Cómo se diseñan los sistemas para predecir sus caracteristicas antes de 
construirlos? Los ingenieros confían en su conocimiento y experiencia, 
en experimentos, el ingenio y la creatividad para producir nuevos diseños. 
Los ingenieros modernos cuentan con una poderosa técnica: desarrollan 
ecuaciones matemáticas basadas en las características físicas de los obje- 
tos que diseñan. Con estos modelos matemáticos, predicen el comporta- 
miento de sus diseños, los modifican y los prueban antes de construirlos. 
Los ingenieros civiles usaron modelos matemáticos para analizar la 
respuestas a cargas de la estructura de acero de la Torre Sears. Y los inge- 
nieros aeroespaciales usan modelos matemáticos para predecir las trayec- 
torias que los transbordadores espaciales seguirán en su vuelo. 

Los ingenieros son responsables de diseñar, construir y probar los ob- 
jetos que usamos, desde sillas y afiladores de lápices hasta presas, auto- 
móviles y aeronaves. Deben tener un profundo conocimiento de la física 
que sustenta tales sistemas y deben poder usar modelos matemáticos para 
predecir el comportamiento de estos sistemas. Los estudiantes de ingenie- 
ría aprenden a analizar y predecir el comportamiento de los sistemas 
físicos mediante el estudio de la mecánica. 

En su nivel más elemental, la mecánica es el estudio de las fuerzas y 
sus efectos. La mecánica elemental se divide en estática, que es el estudio 
de los objetos en equilibrio, y dinámica, que estudia los objetos en movi- 
miento. Los resultados obtenidos en la mecánica elemental se aplican di- 
rectamente a muchos campos de la ingeniería. Los ingenieros civiles y 
mecánicos que diseñan estructuras usan ecuaciones de equilibrio obteni- 
das por medio de la estática. Los ingenieros civiles que analizan las res- 
puestas de edificios frente a sismos y los ingenieros aeroespaciales que 
determinan las trayectorias de satélites, usan las ecuaciones de movi- 
miento contenidas en la dinámica. 

La mecánica fue la primera ciencia analítica; por ello los conceptos 
fundamentales, los métodos analíticos y las analogías de la mecánica se 
encuentran virtualmente en todas las ramas de la ingeniería. Por ejem- 
plo, los estudiantes de ingeniería química y eléctrica comprenden mejor 
los conceptos básicos de temas como el equilibrio, la energía y la estabili- 
dad aprendiéndolos en sus contextos mecánicos originales; al estudiar 
mecánica vuelven a trazar el desarrolio histórico de esas ideas. 


1.2 Aprendizaje de la mecánica 


La mecánica consiste en principios amplios que rigen el comportamiento 
de los cuerpos. En este libro describimos esos principios y damos ejem- 
plos que muestran algunas de sus aplicaciones, Aunque es esencial que 
se resuelvan problemas similares a esos ejemplos, nuestro objetivo es 
ayudar a entender estos principios suficientemente bien para aplicarlos 
a las nuevas situaciones que se presenten. Cada generación de ingenieros 
se enfrenta a nuevos problemas. 


Resolución de problemas 


En el estudio de la mecánica se aprenden procedimientos para resolver 
problemas que se usarán en cursos posteriores y a lo largo de la carrera. 
Aunque diferentes tipos de problemas requieren distintos métodos, los 
siguientes pasos se aplican a muchos de ellos: 


* [Identifique la información dada y la información, o respuesta, que 
se debe determinar. Suele ser útil que usted reformule el problema 
en sus propias palabras. Cuando sea apropiado, asegúrese de que 
entiende el sistema físico o el modelo implícito. 


e Desarrolle una estrategia para el problema. Esto es, identifique los 
principios y ecuaciones aplicables y diga cómo los usará. Si es posi- 
ble, dibuje diagramas para visualizar el problema. 


e Siempre que pueda, trate de predecir la respuesta. Esto desarrollará 
su intuición y lo ayudará a reconocer una respuesta incorrecta. 


e Resuelva las ecuaciones y, cuando sea posible, interprete sus resulta- 
dos y compárelos con su predicción. El último paso se llama verifi- 
cación realista. ¿Es razonable su respuesta? 


Calculadoras y computadores 


En este libro la mayoría de los problemas se diseñaron para que conduz- 
can a una expresión algebraica con la cual se calcule la respuesta en fun- 
ción de cantidades dadas. Una calculadora con funciones trigonométri- 
cas y logarítmicas es suficiente para determinar el valor numérico de tales 
respuestas. Es conveniente contar con una calculadora programable o un 
computador con programas para resolver problemas, como el Mathcad 
o el TK! Solver, pero no confie demasiado en herramientas de las que 
no dispondrá en los exámenes. 

En las secciones Ejemplos con computador hay ejemplos y problemas 
adecuados para resolverse con calculadora programable o computador. 


Aplicaciones a la ingeniería 


Si bien los problemas están diseñados principalmente para apoyar el 
aprendizaje de la mecánica, muchos de ellos ilustran el uso de esta ciencia 
en la ingeniería. Las secciones llamadas Aplicación a la ingeniería descri- 
ben cómo se aplica la mecánica en varios campos de la ingeniería. 
Algunos problemas destacan dos aspectos esenciales de la ingeniería: 


* Diseño. En algunos problemas se pide escoger valores de paráme- 
tros que satisfagan criterios específicos de diseño. 


e Seguridad. En algunos problemas se pide evaluar la seguridad de 
dispositivos y escoger valores de parámetros que satisfagan requisi- 
tos especificos de seguridad. 
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1.3 Conceptos fundamentales 


LEX I 


Corpus omne perseverare in statu suo 
quiescendi vel movendi uniformiter in 
directum, nisi quatenus illud a viribus 
impressis cogitur statum suum mutare. 


LEX 1 


Mutationem motis proportionalem esse vi 
motrici impressae et fieri secondum 
lineam rectam qua vis illa imprimitur. 


LEX MI 


Actioni contrariam semper et aequalem 
esse reactionem: sive corporum duorum 
actiones in se mutuo semper E886 

aequales et in partes contrarias dirigi. 


Algunos temas de la mecánica le serán familiares debido a la experiencia 
diaria o por haberlos estudiado en cursos previos de fisica. En esta sec- 
ción repasamos brevemente los fundamentos de la mecánica elemental. 


Espacio y tiempo 


El espacio se refiere simplemente al universo tridimensional en que vivi- 
mos. Nuestras experiencias diarias nos dan una noción intuitiva del espa- 
cio y de las posiciones de los puntos en él. La distancia entre dos puntos 
en el espacio es la longitud de la línea recta que los une. 

Para medir la distancia entre puntos en el espacio se requiere una uni- 
dad de longitud. Usaremos tanto el Sistema Internacional de Unidades (S1) 
como el sistema inglés. En unidades Sl, la unidad de longitud es el metro 
(m); en el sistema inglés es el pie. 

El tiempo nos es muy familiar, pues nuestra vida se mide por él. Los 
ciclos diarios de luz y oscuridad y las horas, minutos y segundos medidos 
por un reloj nos dan una noción intuitiva del tiempo. Éste se mide por 
los intervalos entre eventos repetidos, como las oscilaciones del péndulo 
de un reloj o las vibraciones en un reloj de cristal de cuarzo. En los dos 
sistemas que usaremos la unidad de tiempo es el segundo (5). Los minutes 
(min), las horas (h) y los días también son de uso común. 

5i la posición de un punto en el espacio en relación con algún punto 
de referencia cambia con el tiempo, la razón del cambio de su posición 
se llama velocidad, y la razón del cambio de su velocidad se denomina 
aceleración. En unidades Sl, la velocidad se expresa en metros por segun- 
do (m/s) y la aceleración en metros por segundo cuadrado (m/s). En 
las unidades del sistema inglés, la velocidad se expresa en pies por segun- 
do (pie/s) y la aceleración en pies por segundo cuadrado (pie/s?). 


Leyes de Newton 


La mecánica elemental se estableció sobre una base sólida con la publica- 
ción, en 1687, de Philosophiae naturalis principia mathematica de Isaac 
Newton. Aunque sumamente original, este trabajo se basó en conceptos 
fundamentales desarrollados durante una larga y dificil lucha por enten- 
der la naturaleza. Newton estableció tres “leyes”? del movimiento que, 
expresadas en términos modernos, son: 


l. Cuando la suma de las fuerzas que actúan sobre una partícula es 
igual a cero, su velocidad es constante. En particular, si inicialmen- 
te la partícula se halla en reposo, permanecerá en reposo. 


2. Cuando la suma de las fuerzas que actúan sobre una partícula no 
es igual a cero, la suma de las fuerzas es igual a la razón de cambio 
de la cantidad de movimiento de la partícula. Si la masa es constan- 
te, la suma de las fuerzas es igual al producto de la masa de la parti- 
cula y su aceleración. 


3. Las fuerzas ejercidas por dos partículas entre sí son iguales en mag- 
nitud y opuestas en dirección. 


Observe que no definimos fuerza ni masa antes de enunciar las leyes 
de Newton. La concepción moderna es que estos términos se definen con 


la segunda ley. Para demostrarlo, supongamos que escogemos un cuerpo 
arbitrario y especificamos que tiene masa unitaria. Luego definimos 
una unidad de fuerza como la fuerza que imparte a esta masa unitaria una 
aceleración de magnitud unitaria. En principio, podemos determinar la 
masa de cualquier cuerpo: le aplicamos una fuerza unitaria, medimos 
la aceleración resultante y usamos la segunda ley para determinar la ma- 
sa. Podemos también determinar la magnitud de cualquier fuerza: la 
aplicamos a la masa unitaria, medimos la aceleración resultante y usa- 
mos la segunda ley para determinar la fuerza. 

De esta manera, la segunda ley de Newton proporciona significados 
precisos a los términos masa y fuerza. En unidades SI, la unidad de masa 
es el kilogramo (kg). La unidad de fuerza es el newton (N), que es la fuer- 
za requerida para impartir a una masa de un kilogramo una aceleración 
de un metro por segundo cada segundo (m/s?). En las unidades del sis- 
tema inglés, la unidad de fuerza es la libra (Ib). La unidad de masa es 
el slug, que es la cantidad de masa acelerada a un pie por segundo 
cuadrado por una fuerza de una libra. 

Aunque los resultados que analizamos en este libro son aplicables a 
muchos de los problemas que surgen en la práctica de la ingeniería, hay 
límites para la validez de las leyes de Newton. Por ejemplo, éstas no dan 
resultados precisos si un problema implica velocidades que no son peque- 
ñas comparadas con la velocidad de la luz (3 x 10% m/s). La teoría de 
la relatividad especial de Einstein se aplica a tales problemas. La mecáni- 
ca elemental también falla en problemas que implican dimensiones que 
no son grandes comparadas con las dimensiones atómicas. Para describir 
tos fenómenos en la escala atómica se debe usar la mecánica cuántica. 


Gravitación de Newton 


Otra de las contribuciones fundamentales de Newton a la mecánica es su 
postulado sobre la fuerza gravitatoria entre dos partículas en función de 
sus masas mm, y m, y de la distancia r entre ellas (Fig. 1.1). Su expresión 
para la magnitud de la fuerza es 


Gmymno a 
= ——, (1,1) 


p2 
donde G es la constante de la gravitación universal, 

Newton calculó la fuerza gravitatoria entre una particula de masa m, 
y una esfera homogénea de masa m, y encontró que también está dada 
por la ecuación (1.1), en la que + denota la distancia de la partícula al 
centro de la esfera. Aunque la Tierra no es una esfera homogénea, pode- 


mos usar este resultado para obtener el peso aproximado de un cuerpo 
de masa m debido a la atracción gravitatoria de la Tierra, 


Gmm 
pasee (1.2) 


ri 


donde mp es la masa de la Tierra y r es la distancia del centro de la 
Tierra al objeto. Observe que el peso de un cuerpo depende de su posi- 
ción con respecto al centro de la Tierra, mientras que la masa del cuerpo 
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nd -e ) 


Figura 1.1 

Las fuerzas gravitatorias entre dos 
particulas son iguales en magnitud y 
dirigidas a lo largo de la linea entre ellas. 
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INTRODUCCIÓN 


es una medida de la cantidad de materia que contiene y que no depende 
de su posición. 

Cuando el peso de un cuerpo es la única fuerza que actúa sobre él, la 
aceleración resultante se denomina aceleración debida a la gravedad. En 
este caso la segunda ley de Newton establece que W = ma, y de la ecua- 
ción (1.2) vemos que la aceleración debida a la gravedad es 


(1.3) 


La aceleración debida a la gravedad al nivel del mar se denota con la letra 
g. Si denotamos con Rg el radio de la Tierra, vemos de la ecuación (1.3) 
que Gme = gR}. Sustituyendo este resultado en la ecuación (1.3), obte- 
nemos una expresión para la aceleración debida a la gravedad a una dis- 
tancia r del centro de la Tierra en función de la aceleración debida a la 
gravedad al nivel del mar: 

a= E. (1.4) 


Como el peso del cuerpo es W = ma, el peso de un cuerpo a una distan- 
cia r del centro de la Tierra será 


W =mg -—. (1.5) 


Al nivel del mar, el peso de un cuerpo está dado en función de su masa 
por la simple relación 


W= mg. (1.6) 


El valor de g varía de lugar en lugar sobre la superficie de la Tierra, 
Los valores que usaremos en los ejemplos y problemas son g = 9.81 m/s? 
en unidades Si y £ = 32.2 pie/s? en unidades del sistema inglés. 


Números 


En ingenieria las mediciones, cálculos y resultados se expresan en núme- 
ros. Es necesario que sepa cómo expresamos los números en los ejemplos y 
problemas, y cómo deberá expresar los resultados de sus propios cálculos. 


Cifras significativas Este término se refiere al número de dígitos sig- 
nificativos (o sea, exactos) en un número, contando hacia la derecha a 
partir del primer digito no nulo. Los números 7.630 y 0.007630 están ex- 
presados con cuatro cifras significativas. Si se sabe que sólo los primeros 
cuatro digitos del número 7 630 000 son exactos, esto se puede indicar 
escribiendo el número en notación científica como 7.630 x 10%. 

Si un número es el resultado de una medición, los dígitos significativos 
que contiene están limitados por la exactitud de la medición. Si el resulta- 
do de una medición es 2.43, esto significa que el valor real estará más 
cercano a 2,43 que a 2,42 o a 2,44. 

Los números se pueden redondear a cierta cantidad de digitos signifi- 
cativos, Por ejemplo, el valor de v se puede expresar con tres dígitos sig- 
nificativos, 3.14, o con seis digitos significativos, 3.14159. En una calcu- 
ladora o un computador, el número de dígitos significativos está limitado 
según el diseño de la máquina. 


El uso de números en este libro Los números dados en los proble- 
mas deben trátarse como valores exactos sin preocuparse de cuántas ci- 
fras significativas contienen. Si un problema especifica que una cantidad 
es igual a 32.2, se puede suponer que su valor es 32.200... Se utilizarán 
por lo menos tres cifras significativas para expresar los resultados inter- 
medios y las respuestas en los ejemplos, así como las respuestas a los 
problemas. Si usa calculadora, sus resultados deben tener esa exactitud. 
Asegúrese de evitar los errores de redondeo que ocurren si redondea re- 
sultados intermedios, En vez de esto, efectúe sus cálculos con la exactitud 
posible, conservando los valores en su calculadora. 


1.4 Unidades 


LA UNIDADES 
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El sistema SI de unidades se ha estandarizado casi en todo el mundo 
(aunque en algunos países también se usa el sistema inglés). En esta sec- 
ción resumiremos estos dos sistemas de unidades y explicaremos cómo 
convertir unidades de un sistema a otro. 


Sistema internacional de unidades 


En unidades SI, la longitud se mide en metros (m) y la masa en kilogra- 
mos (kg). El tiempo se mide en segundos (s), aunque también se usan el 
minuto (min), la hora (h), y el día. Los metros, kilogramos y segundos 
se denominan unidades básicas del SI. La fuerza se mide en newtons (N). 
Recuerde que esas unidades están relacionadas por la segunda ley de 
Newton: un newton es la fuerza requerida para imprimir a un cuerpo de 
un kilogramo masa una aceleración de un metro por segundo cuadrado, 


1 N = (1 kgXi m/s?) = 1 kg-m/s?, 


Como el newton se puede expresar en función de las unidades básicas, 
se le llama unidad derivada. 

Para expresar cantidades por medio de números de tamaño convenien- 
te, los múltiplos de unidades se indican por medio de prefijos. En la tabla 
1,1 se muestran los prefijos más comunes, sus abreviaturas y los múlti- 
plos que representan. Por ejemplo, 1 km es 1 kilómetro, o sea 1000 m, 
y 1 Mg es 1 megagramo, que son 10% g o 1000 kg. Con frecuencia usa- 
mos kilonewtons (kN). 


Tabla 1.1 Prefijos comunes usados en las 
unidades SI y los múltiplos que representan 


Prefijo Abreviatura Múltiplo 
nano- n 10? 
micro- E 107 
mili- m 197 
kilo- k 10 
mega- M 106 
giga- G 10° 
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INTRODUCCIÓN 


Definición de un ángulo en radianes. 


Sistema inglés de unidacies 


En las unidades del sistema inglés la longitud se mide en pies, la fuerza 
en libras (1b) y el tiempo en segundos (s). Éstas son las unidades básicas 
de este sistema. En este sistema de unidades la masa es una unidad deri- 
vada. La unidad de masa es el slug, que es la masa de material acelerado 
a un pie por segundo cuadrado por una fuerza de una libra. La segunda 
ley de Newton establece que 


1 lb = (1 slugdd pies”). 
De esta expresión obtenemos 
l] siug = 1 lb-s*/pie. 


Usaremos también otras unidades como la milla (1 mi = 5280 pies) y 
la pulgada (1 pie = 12 pulg), así como la kilolibra (1 klb = 1000 lb). 

En algunas aplicaciones de ingeniería se usa una unidad alternativa de 
masa llamada libra masa (bm), que es la masa de un material cuyo peso 
es de una libra al nivel del mar. El peso al nivel del mar de un cuerpo 
que tiene una masa de un slug es 


W = mg = (1 slugK32.2 pie/s?) = 32.2 lb, 


por lo que i lbm = (1/32,2) slug. Cuando se usa la libra masa, una libra 
de fuerza suele denotarse con la abreviatura lbf. 


Unidades angulares 


En ambos sistemas de unidades los ángulos se expresan por lo general en 
radianes (rad). En la figura 1.2 mostramos el valor de un ángulo 8 en ra- 
dianes; se define como la razón entre la parte de la circunferencia sustenta- 
da por € y el radio del círculo. Los ángulos también se expresan en grados. 
Como hay 360 grados (360%) en un círculo completo y la totalidad de la 
circunferencia del círculo es 27 R, entonces 360° equivalen a 27 radianes, 

Las ecuaciones que contienen ángulos casi siempre se obtienen supo- 
niendo que los ángulos se expresan en radianes. Por consiguiente, cuando 
se desee sustituir el valor de un ángulo expresado en grados en una ecua- 
ción, primero deberá convertirse a radianes. Una excepción notable a esta 
regla es que muchas calculadoras, cuando se usan para evaluar funciones 
como sen f, aceptan ángulos expresados ya sea en grados o en radianes. 


Figurd 1.2 


Conversión de unidades 


La práctica de ingenieria con frecuencia requiere convertir valores expre- 
sados en unidades de una clase a valores en otras unidades. Si algunos 
datos de un problema están dados en unidades SI y otros en unidades del 
sistema inglés, todos ellos se deben expresar en términos de un solo siste- 
ma de unidades. En los problemas expresados en unidades $I, ocasional- 
mente se darán datos en unidades diferentes de las unidades básicas: se- 
gundos, metros, kilogramos y newtons. Estos datos se deben convertir 
a unidades básicas antes de resolver el problema. Asi mismo, en proble- 
mas planteados en unidades del sistema inglés, los valores se deben con- 
vertir a las unidades básicas de segundo, pie, slug y libra. Cuando ad- 
quiera cierta experiencia, reconocerá situaciones en que esas reglas se 
pueden relajar, pero por ahora éstas representan el procedimiento más 
seguro para resolver problemas. 

La conversión de unidades es sencilla pero debe hacerse con cuidado. 
Suponga que se quiere expresar 1 milla/h en función de pie/s. Como 1 
milla equivale a 5280 pies y una hora a 3600 s, podemos considerar las 
expresiones 


5280 pie lh 
( I mi Y (5600 ;) 


como razones cuyos valores son iguales a 1. De esta manera obtenemos 


= 1.47 pie/s. 


i mi/h = 1 mi/h x uri x [LB 


l mi 3600 s 


En la tabla 1.2 se incluyen algunas conversiones útiles entre unidades. 


Tabla 1.2 Conversión de unidades 


Tiempo 1 minuto = 60 segundos 
1 hora = 60 minutos 
l dia = 24 horas 
Longitud l pie = 12 pulgadas 
1 milla = 5280 pies 
i pulgada = 25.4 milímetros 
Í pie = 0.3048 metros 
Ángulo 27 radianes = 360 grados 
Masa l slug = 14.59 kilogramos 


Fuerza l libra = 4.448 newtons 


1.4 UNIDADES 
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pa 
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INTRODUCCIÓN 


Si un corredor olímpico (Fig. 1.3) corre 100 m en 10 segundos, su velocidad 
media es de 10 m/s. ¿Cuál es su velocidad media en millas/hora? 


Figura 1.3 
SOLUCIÓN 
F 1 pie l mi 3600 s 
dni (nas ` (5280 pie | > Ih | 


22,4 mi/h 


Suponga que en la ecuación de Einstein 


E = mæ, 


la masa m está en kg y la velocidad de la luz e en m/s. 

(a) ¿Cuál es el valor de £ en unidades SI? 

(b) Si el valor de £ en unidades SI es igual a 20, ¿cuál es su valor en las unida- 
des básicas del sistema inglés? 


ESTRATEGIA 


(a) Como conocemos las unidades de los términos m y c, podemos deducir las 
unidades de E de la ecuación dada. 

(b) Podemos usar las conversiones de unidades para la masa y la longitud dadas 
en la tabla 1.2 para convertir £ de unidades Si a unidades del sistema inglés. 


SOLUCIÓN 


(a) De la ecuación para E, 
E = (m kge m/sP, 


las unidades de E son kg-m?/s?, 
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(b) De la tabla 1.2, 1 slug = 14.59 kg y 1 pie = 0.3048 metros. Por tanto, 


1 slug l pie y? 
ET 
iii jas A $ a 5) 


1 kg-m?/s* 


= 0.738 slug-pie?/s?, 


El valor de E en unidades del sistema inglés es 


E = (201(0.738) = 14.8 slug-pie?/s?. 


El Rocket (Fig. 1.4) de George Stephenson, una de las primeras locomotoras 
de vapor, pesaba aproximadamente 7 ton con su carbonera. {1 ton = 2000 
ib.) ¿Cuál era aproximadamente su masa en kilogramos? 


Figura 1.4 


ESTRATEGIA 


Podemos usar la ecuación (1.6) para obtener la masa en slugs y luego la 
conversión dada en la tabla 1.2 para determinar la masa en kilogramos. 


SOLUCIÓN 


La masa en slugs es 


De la tabla 1.2, 1 slug es igual a 14.59 kg, por lo que la masa en kilogramos 
és (con tres cifras significativas) 


m = (434,81(14.59) = 6340 kg. 


INTRODUCCIÓN 
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1.1 El valor 7 es 3.141592654... ¿Cuál es su valor con 4 ci- 
fras significativas? 


1.2 ¿Cuál es el valor e (la base de los logaritmos naturales) 
con 5 cifras significativas? 


1.3 Determine el valor de la expresión 1/(2 — 7) con 3 cifras 
significativas, 


1.4 Six = 3, ¿cuál es el valor de la expresión 1 — e* con 
3 cifras significativas? 


1.5 Suponga que acaba de comprar un Ferrari Dino 246GT 
y quiere saber si puede usar su juego de llaves SAE (unidades 
del sistema inglés) para trabajar en él. Usted tiene llaves con 
anchos w = 1/4 pulg, 1/2 pulg, 3/4 pulg y 1 pulg, y el auto 
tiene tuercas con dimensiones +» = 5 mm, 10 mm, 15 mm, 20 
mm y 25 milímetros. Si definimos que una llave ajusta si w no 
es 2% mayor que a, ¿cuál de sus liaves puede usar? 


P1.5 


1.6 El Rocket de 1829, mostrado en el ejemplo 1.3, pedía 
jalar un carro con 30 pasajeros a 25 mi/hora. Determine su ve- 
locidad con tres cifras significativas, (a) en pie/s, (b) en km/h. 


1.7 Los “*trenes bala” de alta velocidad comenzaron a correr 
entre Tokyo y Osaka en 1964. Si un tren bala viaja a 240 km/h, 
¿cuál es su velocidad en mi/h con tres cifras significativas? 


1.8 Los ingenieros que estudian ondas de choque suelen ex- 
presar la velocidad en milímetros por microsegundo (mm/js). 
Suponga que la velocidad de un frente de onda es de 5 mm/ps. 
Determine esta velocidad: (a) en m/s, (b) en mi/s. 


1.9 Un geofísico mide el movimiento de un glacial y descubre 
que se está moviendo 80 mm/año. ¿Cuál es su velocidad en m/s? 


1.10  Laaceleración debida a la gravedad al nivel del mar en 
unidades Sl es g = 9.81 m/s?. Convirtiendo unidades, use es- 
te valor para determinar la aceleración debida a la gravedad 
al nivel del mar en unidades del sistema inglés. 


Problemas 


1.11 


Un estadio (furlong = 1/8 de milla) por quincena es 
una unidad chusca de velocidad, inventada tal vez por un estu- 
diante como comentario satírico sobre la enredada variedad de 
unidades con que los ingenieros tienen que tratar. Si usted ca- 
mina 5 pie/s, ¿cuál es su velocidad en estadios por quincena 
con tres cifras significativas? 


1.12 El área de la sección transversal de una viga es igual a 
480 pulg?. ¿Cuál es el área de su sección transversal en m?? 


1.13 Un camión puede cargar 15 yardas cúbicas de grava. {l 
yarda = 3 pies). ¿Cuántos metros cúbicos puede cargar? 


1.14 Un transductor de presión mide un valor de 300 
lb/pulg?. Determine el valor de la presión en pascales. Un 
pascal (Pa) es igual a 1 N/m?. 


1.15 Un caballo de fuerza equivale a 550 lb-pie/s. Un watt 
equivale a 1 N-m/s. Determine el número de watts generados 
por (a) el avión de los hermanos Wright (1903), que tenía un 
motor de 12 caballos de fuerza; (b) un avión jef con potencia 
de 100 000 caballos de fuerza a velocidad de crucero. 


Bocing 747 
HAYES OF AMERO. 


CELIT 
UNTTED 


NES 
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1.16 En unidades del sistema Sl, la constante de la gravita- 
ción universal es G = 6.67 x 1071! N-m?/kg?. Determine el 
valor de G en unidades del sistema inglés. 


1.17 Si la Tierra se modela como una esfera homogénea, la 
velocidad de un satélite en órbita circular es 


R? 
y 28, 
r 


donde R; es el radio de la Tierra y r es el radio de la órbita. 
(a) Si G está en m/s? y Rẹ y r en metros, ¿cuáles son las uni- 
dades de v? 

(b) Si Rẹ = 6370 km y r = 6670 km, ¿cuál es el valor de v 
con tres cifras significativas? 


(c) Para la órbita descrita en la parte (b), ¿cuál es el valor de 
ven mi/s con tres cifras significativas? 


1.18 En la ecuación 


Te Tra, 


el término 7 está en kg-m? y w está en s™'. 

(a) ¿Cuáles son las unidades SI de 77 

(b) Si el valor de F es 100 cuando 7 está en kg-m' y w está en 
s~, ¿cuál es el valor de 7 cuando se expresa en unidades del 
sistema inglés? 


1,19 “El tractor” construido para transportar al Saturno Y 
del edificio de montaje a la plataforma de lanzamiento es el 
vehículo terrestre más grande jamás construido; pesa 4.9 x 
106 lb al nivel del mar. 

(a) ¿Cuál es su masa en slugs? 

(b) ¿Cuál es su masa en kilogramos? 

(c) Un automóvil ordinario tiene una masa de aproximada- 
mente 1000 kilogramos. ¿Cuántos automóviles se deberían te- 
ner para obtener un peso igual al del tractor al nivel del mar? 


1.20 La aceleración debida a la gravedad es de 13.2 pie/s? 
en Marte y de 32.2 pie/s? en la Tierra. Si una mujer pesa 125 
lb sobre la Tierra, ¿cuánto pesará en Marte? 


1.21 La aceleración debida a la gravedad es de 13.2 pie/s? 
sobre la superficie de Marte y de 32,2 pie/s? sobre la superfi- 
cie de la Tierra. Una mujer pesa 125 lb en la Tierra. Para so- 
brevivir y trabajar en la superfice de Marte, debe portar un 
traje y un equipo especiales, así como herramientas. ¿Cuál es 
el peso máximo admisible en la Tierra de la ropa, el equipo y 
las herramientas de la astronauta si los ingenieros no quieren 
que en Marte el peso total rebase las 125 libras? 


1.22 Una persona tiene una masa de 50 kg. 
(a) La aceleración debida a la gravedad al nivel del mar es g 
= 9.81 m/s?. ¿Cuál es el peso de la persona al nivel del mar? 


PROBLEMAS 13 


(b) La aceleración debida a la gravedad en la superficie de la Lu- 
na es de 1,62 m/s”. ¿Cuál sería el peso de la persona en la Luna? 


1.23 La aceleración debida a la gravedad al nivel del mar es 
g = 9.81 m/s”. El radio de la Tierra es de 6370 km. La cons- 
tante gravitatoria universal es G = 6.67 por 10! N-m?/kg?. 
Use esta información para determinar la masa de la Tierra. 


1.24 Una persona pesa 180 lb al nivel del mar. El radio de 
la Tierra es de 3960 millas. ¿Qué fuerza ejerce la atracción gra- 
vitatoria de la Tierra sobre la persona si ésta se encuentra en 
una estación espacial en órbita a 200 millas de la Tierra? 


1.25 La aceleración debida a la gravedad en la superficie de 
la Luna es de 1.62 m/s?, El radio de la Luna es Ry, = 1738 
km. Determine la aceleración debida a la gravedad en la Luna 
en un punto ubicado 1738 km arriba de su superficie. 
Estrategia: Escriba una ecuación equivalente a la ecuación 
(1.4) para la aceleración debida a la gravedad en la Luna. 


1.26 Si un cuerpo está cerca de la superficie de la Tierra, 
la variación de su peso con la distancia desde el centro de la 
Tierra con frecuencia puede despreciarse. La aceleración debi- 
da a la gravedad al nivel del mar es g = 9.81 m/s?. El radio 
de la Tierra es de 6370 km. El peso de un cuerpo al nivel del 
mar es mg, donde m es su masa. ¿A qué altura sobre la super- 
ficie de la Tierra el peso del cuerpo se reduce a 0.99 mg? 


1.27 Los centros de dos naranjas se encuentran a un metro 
de distancia. La masa de cada naranja es de 0.2 kg. ¿Qué Fuer- 
za gravitatoria ejercen entre sí las naranjas? (La constante gra- 
vitatoria universal es G = 6.67 x 1071 N-m*/kg?.) 


1.28 Una pulgada es igual a 25.4 milimetros. La masa de un 
metro cúbico de agua es de 1000 kilogramos. La aceleración 
debida a la gravedad al nivel del mar es g = 9.81 m/s?. El pe- 
so de un pie cúbico de agua al nivel del mar es aproximada- 
mente igual a 62.4 lb. Usando esta información, determine a 
cuántos newtons equivale una libra. 


P1.19 
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os domos geodésicos, retículas de 
LL: ensambladas en unidades 

geométricas que se repiten, son 
mucho más ligeros que las estructuras 
convencionales de igual volumen. El 
edificio Spaceship Earth (la nave es- 
pacial Tierra) cerca de Orlando, Flori- 
da, contiene 1450 vigas en unidades 
triangulares repetidas que forman una 
esfera de 165 pies de diámetro, Para 
analizar las fuerzas en los elementos 
de tales estructuras, los vectores fuer- 
za se deben descomponer en compo- 
nentes tridimensionales, técnica que se 
aprenderá en este capítulo. 


— A 
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Capitulo 2 


Vectores 


po describir una fuerza que actúa sobre un ele- 
mento estructural, se deben especificar la magnitud 
de la fuerza y su dirección. Para describir la posición de 
un avión respecto a un aeropuerto, se deben especificar 
la distancia y la dirección del aeropuerto al avión. En in- 
geniería tratamos con muchas cantidades que tienen 
tanto magnitud como dirección y que se pueden expre- 
sar como vectores. En este capítulo estudiaremos opera- 
ciones con vectores y la descomposición de vectores en 
sus componentes, y daremos ejemplos de aplicaciones 


sencillas de los vectores a la ingeniería. 
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Operaciones y definiciones vectoriales 


J 
B. P 
Tas ys r 
A W a 
E 
+ 
Y 
f 
(b) 
Figura 2.1 


(a) Puntos A y B de un mecanismo. 
(b) Vector rap de A a B. 


Figura 2.2 
Representación, por un vector F, de la 


fuerza que el cable AB ejerce en la torre. 


2.1 Escalares y vectores 


Una cantidad física que puede ser descrita por un número real se denomi- 
na escalar. El tiempo es una cantidad escalar, así como la masa; por 
ejemplo, podemos decir que la masa de un automóvil vale 1200 kg. 

Por el contrario, para describir una cantidad vectorial se debe especifi- 
car un número real, o magnitud, y una dirección. Dos cantidades vecto- 
riales son iguales sólo si sus magnitudes y direcciones son iguales. 

La posición de un punto en el espacio en relación con otro punto es 
una cantidad vectorial. Para describir la localización de una ciudad con 
respecto a su casa, no es suficiente decir que está a 100 millas. Debe decir 
que está 100 millas al oeste. La fuerza también es una cantidad vectorial. 
Si empuja un mueble, aplica una fuerza de magnitud suficiente para mo- 
verlo en la dirección deseada. 

Representaremos vectores con letras en negritas, U, Y, W.,..., y deno- 
taremos la magnitud de un vector U por medio de |U|. En trabajos ma- 
nuscritos, un vector U se puede representar con los símbolos E, Üo 
Un vector se representa gråficamente por medio de una flecha. La ses 
ción de la flecha indica la dirección del vector, y la longitud de la flecha 
se define como proporcional a la magnitud. 

Por ejemplo, consideremos los puntos A y B del mecanismo de la figu- 
ra 2.1(a). La posición del punto B respecto al punto A se puede especifi- 
car con el vector r,p de la figura 2.1(b). La dirección de r45 indica la di- 
rección del punto A hacia el punto B. Si la distancia entre los dos puntos 
es de 200 mm, la magnitud [ra| = 200 mm. 

En la figura 2.2, el cable AB ayuda a soportar la torre. La fuerza que 
el cable ejerce sobre la torre se puede representar con un vector F. Si el 
cable ejerce una fuerza de 800 N sobre la torre, |F| = 800 N. 


2.2 Cómo operar con vectores 


Los vectores sirven para representar cantidades físicas que tienen magni- 
tud y dirección, aunque eso es sólo el principio de su utilidad. Así como 
existen reglas para operar con números reales, como las de la suma, 
etc., existen también reglas para operar con vectores. Esas reglas propor- 
cionan una poderosa herramienta para el análisis en ingeniería. 


Suma vectorial 


Cuando un objeto se mueve de un lugar a otro en el espacio, decimos que 
experimenta un desplazamiento. Si movemos un libro (o más bien algún 
punto de un libro) de un lugar de la mesa a otro, como se muestra en 
la figura 2.3(a), podemos representar el desplazamiento con el vector U. 
La dirección de U indica la dirección del desplazamiento, y JU] es la dis- 
tancia recorrida por el líbro, 

Supongamos que damos al libro un segundo desplazamiento Y, como 
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se muestra en la figura 2.3(b). Los desplazamientos U y Y equivalen a 
un solo desplazamiento del libro de su posición inicial a su posición final, 
que representamos con el vector W en la figura 2.3(c). Observe que la po- 
sición final del libro es la misma si primero ocurre el desplazamiento U 
y luego el desplazamiento V que si primero ocurre el desplazamiento Y y 
luego el desplazamiento U (Fig. 2.3d). El desplazamiento W se define co- 
mo la suma de los desplazamientos U y V, 


U+V=W. 


Figura 2.3 

(a) Desplazamiento representado por el 
vector U. 

(b) El desplazamiento U seguido por el 
desplazamiento Y. 

(c) Los desplazamientos U y Y son 
equivalentes al desplazamiento W. 

(d) La posición final del libro no depende 
del orden de los desplazamientos. 


La definición de suma vectorial está basada en la suma de desplaza- 
mientos. Consideremos los vectores U y V de la figura 2.4(a). Si los colo- 
camos cabeza con cola (Fig. 2.4b), su suma se define como el vector que 
va de la cola de U a la cabeza de V (Fig. 2.4c). Esto se llama regla del 
triángulo en la suma vectorial. La figura 2.4(d) demuestra que la suma 
es independiente del orden en que los vectores se colocan cabeza con co- 
la. Asi, surge la regla del paralelogramo de la suma vectorial (Fig. 2.4e). 


Y k4 


(a) (b) (c) 


Figura 2.4 


(a) Vectores U y V. 

(b) La cabeza de U en la cola de Y. 

(c) Regla del triángulo para obtener la 
suma de U y Y. 

(d) La suma es independiente del orden 
en que los vectores se sumen. 

(e) Regla del paralelogramo para obtener 


la suma de U y Y, 
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U+V+-W 


(b) 


Figura 2.5 


(a) Suma de tres vectores. 
(b) Tres vectores cuya suma es igual a 
cero. 


Figura 2.6 


Las flechas que denotan las posiciones 
relativas de puntos son vectores. 


f / ya Bano 


Figura 2.7 
Un vector U y algunos de sus múltiplos 
escalares. 


La definición de la suma vectorial implica que 


La suma yeclorial 
es conmutativa. 


U+V=V+U (2.1) 


La suma vectorial 
es asociativa. 


(U+V)+W=U+(V +W) (2.2) 
para vectores U, V y W cualesquiera. Estos resultados indican que al su- 
mar dos o más vectores no importa el orden en que se sumen. La suma 
se obtiene colocando los vectores cabeza con cola en cualquier orden. El 
vector que va de la cola del primer vector a la cabeza del último es la su- 
ma (Fig. 2.5a). Si la suma es igual a cero, los vectores forman un poligo- 
no cerrado cuando se colocan cabeza con cola (Fig. 2.5b). 

Una cantidad física se denomina vector si tiene magnitud y dirección 
y obedece la definición de la suma vectorial. Hemos visto que un despla- 
zamiento es un vector. La posición de un punto en el espacio respecto 
a otro punto también es una cantidad vectorial. En la figura 2.6 el vector 
rac de 4 a Ces la suma de Fag Y Pge- 

Una fuerza tiene dirección y magnitud pero, ¿obedecen las fuerzas la 
definición de la suma vectorial? Por ahora supondremos que sí. Cuando 
abordemos la dinámica, mostraremos que la segunda ley de Newton im- 
plica que la fuerza es un vector, 


Producto de un escalar y un vector 


El producto de un escalar (número real) a y un vector U es un vector que 
se escribe como aU. Su magnitud es Ja||U|, donde |a] es el valor absoluto 
del escalar a. La dirección de aU es igual que la de U cuando e es positiva 
y es opuesta a la dirección de U cuando g es negativa. 

El producto (—1)U se escribe —U y se llama “negativo del vector U”; 
tiene la misma magnitud que U pero dirección opuesta. 

La división de un vector U por un escalar a se define como el producto 


En la figura 2.7 se muestran un vector U y los productos de U con los 
escalares 2, —1 y 1/2. 
Las definiciones de la suma vectorial y del producto de un escalar y 
un vector implican que 
a(bU) sl (abyU, El producio es asociativo con (2.3) 
respecto a la multiplicación escalar, 


(a +b)U =aU +bU, El producto es distributivo con (2.4) 


respecto a la suma escalar. 


a(U + Yy) =aU+aYV El producto es distributivo con (2.5) 


respecto a la suma vectorial. 


para escalares a y b y vectores U y Y cualesquiera. Necesitaremos estos 
resultados cuando estudiemos las componentes de los vectores, 
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Resta vectorial 


La diferencia de dos vectores U y Y se obtiene sumando U al vector 
(DY: 


U-Y = U + (DY. (2.6) 


Consideremos los vectores U y V de la figura 2.8(a), El vector (—1)Y tiene 
la misma magnitud que el vector Y pero dirección opuesta (Fig. 2.8b). En la 
figura 2.8(c) sumamos el vector U al vector (—1)V para obtener U — Y. 


Vectores unitarios 


Un vector unitario es simplemente un vector cuya magnitud es igual a la 
unidad. Un vector unitario especifica una dirección y permite expresar en 
forma conveniente un vector que tiene una dirección particular. Si un vec- 
tor unitario e y un vector U tienen la misma dirección, podemos escribir 
U como el producto de su magnitud |U] y el vector unitario e (Fig. 2.9), 


U = JUle. 


Dividiendo ambos miembros de esta ecuación entre |U], 


vemos que al dividir cualquier vector U por su magnitud se obtiene un 
vector unitario con la misma dirección. 


E RETA 


Figura 2.9 


Como U y e tienen la misma dirección, el vector U 
es igual al producto de su magnitud y e. 


Componentes vectoriales 


Al expresar un vector U como la suma de un conjunto de vectores, cada 
vector se denomina componente vectorial de U. Supongamos que el vec- 
tor U de la figura 2.10(a) es paralelo al plano definido por las dos líneas 
que se intersecan, Expresamos U como la suma de las componentes vec- 
toriales Y y W paralelas a las dos líneas (Fig. 2.10b), y decimos que el 
vector U está descompuesto en las componentes vectoriales Y y W. 


Algunos problemas se pueden resolver dibujando diagramas vectoriales a 
escala y midiendo los resultados, o aplicando la trigonometría a los diagra- 
mas. En los ejemplos siguientes demostraremos ambos procedimientos, 
y en la siguiente sección mostraremos que expresar vectores en términos 
de componentes vectoriales mutuamente perpendiculares constituye una 
manera mucho más sencilla de resolver problemas con vectores. 
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Figura 2.8 

(a) Vectores U y V. 

(b) Vectores V y —1IPV. 

(c) La suma de U y (—11V es la diferencia 
vectorial U — Y. 


(a) 


íb} 


Figura 2.10 


(a) Un vector U y dos líneas que se cortan 
(b) Los vectores Y y W son componentes 
vectoriales de U. 
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Ejemplo 2.1 WWW 


En la figura 2.11 los cables AB y AC ayudan a soportar el techo en voladizo 
de un estadio deportivo. Las fuerzas que los cables ejercen sobre la pila a la 
que están unidos se representan con los vectores Fap y Fac- Las magnitudes 
de las fuerzas son |[F¿¿] = 100 kN y JF ¿cl = 60 kN. Determine la magnitud 
y dirección de la suma de las fuerzas ejercidas sobre la pila por los cables 
(a) gráficamente y (b) usando la trigonometria. 


Figura 2.11 


ESTRATEGIA 


(a) Al dibujar el paralelogramo, con los vectores a escala, para sumar las dos 
fuerzas podemos medir la magnitud y dirección de su suma. 

(b) Podemos calcular la magnitud y dirección de la suma de las fuerzas apli- 
cando las leyes de los senos y los cosenos (Ap. A, Sec. A.2) a los triángulos 
formados por el paralelogramo de fuerzas. 


SOLUCIÓN 


(a) Solución gráfica. (a) Construimos gráficamente el paralelogramo para obtener la suma de las 
dos fuerzas con las longitudes de F ¿y y Fac proporcionales a sus magnitudes 
(Fig. a). Midiendo la figura, calculamos que la magnitud del vector Fag + 
F ¿o es de 155 kN y su dirección es de 19° sobre la horizontal. 

(b) Consideremos el paralelogramo para obtener la suma de las dos fuerzas 
(Fig. b). Como e + 30° = 180%, x = 150%, Aplicando la ley de los cosenos 
al triángulo sombreado, 


Far + Fac = |Fasl? + Fac? — 2IFasl [Eac] cosa 
= (100) + (60)? — 2(100)(60) cos 150°, 


AC determinamos que la magnitud |F4p + Fac} es de 154.9 kN. 
Para obtener el ángulo $ entre el vector Fag + Fac y la horizontal, aplica- 


b) Solución trigonométrica. ; 
(b) gonomermica mos la ley de los senos al triángulo sombreado: 


senf _ sentar T 
[Fagl [Fas + Fadl 


La solución es 


|F ¿gl sen æ 


es aresen | 100 sen 150° 
[Fas ce Fadl 


= arcsen | 154.9 = 18.87. 
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En la figura 2,12 la fuerza F se encuentra en el plano definido por las líneas £ y 
y Lg que se intersecan. Su magnitud es de 400 lb. Supongamos que F se quie- 
re separar en componentes paralelas a L4 y a Lg. Determine las magnitudes 
de las componentes vectoriales (a) gráficamente y (b) usando la trigonometria. 


Figura 2.12 


SOLUCIÓN 


(a) Dibujamos líneas discontinuas desde la cabeza de F paralelas a L4 y Lg 
para construir las componentes vectoriales, que denotamos como F4 y Fp 
(Fig. a). Midiendo la figura, calculamos que sus magnitudes son |F ¿| = 540 
lb y [Fs] = 610 lb. 

(b) Considere la fuerza F y las componentes vectoriales F4 y Fp (Fig. b). Como 
a + 80% + 60° = 180%, a = 40°. Aplicando la ley de los senos al triángulo 1, 


sen 60% sen a 


[Falo [Fl 


(a) Solución gráfica. 


obtenemos la magnitud de F4, 


ei 2 
a ? de” AX 


Aplicando la ley de los senos al triángulo 2, Triángulo 1 


sen 80° sen e 
[Fs |F| 


obtenemos la magnitud de Fs: (b) Solución trigonométrica. 


|F| sen 80° _ 400 sen 80° 
sen a sen 40° 


|F| = = 612.8 lb. 
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RS problemas AAA AA AN 


Problemas 2.1-2.7 F 


P2.1-P2.7 


2.1 Se tienen las magnitudes |F| = 60 N y |F] = 80 N. El án- 
gulo q. es de 45%, Determine gráficamente la magnitud de la su- 
ma de las fuerzas F = F} + F y el ángulo entre Fp y F. 
Estrategia: Construya un paralelogramo para determinar la 
suma de las fuerzas, dibujando las longitudes de F, y Fẹ pro- 
porcionales a sus magnitudes y midiendo exactamente el ángu- 
lo w, como lo hicimos en el ejemplo 2.1. Usted puede ahora 
medir la magnitud de su suma y el ángulo entre ellas. 


2.2 Se tienen las magnitudes |F| = 60 N y |F,] = 80 N. El 
ángulo e es de 45%, Determine gráficamente la magnitud de la 
fuerza F = 2F, — 3Fg y el ángulo entre Fa y F. 


2.3 Se tienen las magnitudes |F,] = 100 Ib y [Fy| = 140 Ib, 
El ángulo a es de 40%, Use la trigonometria para determinar 
la magnitud de la suma de tas fuerzas F = F, + F y el án- 
gulo entre F, y F. 

Estrategia: Use las leyes de los senos y cosenos para analizar 
los triángulos formados por la regla del paralelogramo para la 
suma de las fuerzas como lo hicimos en el ejemplo 2.1. Las le- 
yes de los senos y cosenos se incluyen en la sección A.2 del 
apéndice A. 


2.4 Se tienen las magnitudes [F,| = 60 N y |F;| = 80 N. El 
ángulo a es de 45%, Use la trigonometria para determinar la 
magnitud de la fuerza F = 2F, — 3F y el ángulo entre Fa y F. 


2.5 Se dan las magnitudes |F,| = 100 lb y |F| = 140 ib. Si 
« puede tener cualquier valor, ¿cuáles son los valores mínimo 
y máximo posibles de la magnitud de la suma de las fuerzas 
F = F, + Fs y cuáles son los valores correspondientes de œ? 


2.6 Se tienen las magnitudes de |F,| = 60 N y el ángulo œ 
es de 45%. Si la magnitud de la suma de las fuerzas |F, + Fal 
= 180 N, ¿cuál es la magnitud de Fp? 


2.7 Setienen las magnitudes [F,¿] = 100 ib y |F| = 140 lb, 
Suponga que el soporte sobre el que actúan las dos fuerzas 
puede resistir con seguridad una fuerza total de 240 lb. ¿Cuál 
es el intervalo de valores aceptable para el ángulo a? 


2.8 La fuerza F de magnitud 8 kN de la figura se encuentra 
en el plano definido por las lineas L4 y Lg que se intersecan. 
Suponga que se quiere separar F en una componente vectorial 
F, paralela a £¿ y en una componente vectorial Fp paralela a 
Lg. Determine las magnitudes de F, y Fp (a) gráficamente y 
{b} usando la trigonometria, 


2.9 Un motor de cohete ejerce una fuerza hacia arriba de 
magnitud 4 MN (meganewtons) sobre la plataforma de prue- 
bas. Si la fuerza se descompone en componentes vectoriales 
paralelas a las barras 48 y CD, ¿cuáles son las magnitudes de 
las componentes? 


2.10 Los vectores r4 y rg tienen magnitudes |r] = 30 m y 
Ira] = 40 m. Determine la magnitud de su suma, r4 + lg 
(a) si r4 y ry tienen la misma dirección, 

{b} si r4 y rg son perpendiculares. 
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2.11 Un tanque de almacenamiento esférico está soportado la ala línea £, y |F¿] = 1000 lb. Determine |F ¿| y |F, + Fal, 
por cables. El tanque está sometido a tres fuerzas: las fuerzas (a) gráficamente y (b) usando la trigonometria, 

F, y Fx ejercidas por los cables y el peso W. El peso del tan- 
que es |W] = 600 lb. La suma vectorial de las fuerzas que actúan 
sobre el tanque es igual a cero. Determine las magnitudes de 
F, y Fs, (a) gráficamente y (b) usando la trigonometria. 


` 


| | 
VISTA SUPERIOR 
P2.13 


2.14 Un topógrafo determina que la distancia horizontal del 
punto A al B de la figura es de 400 m y que la distancia hori- 
zontal de A a C es de 600 m. Determine la magnitud del vector 

w horizontal rc de B a C y el ángulo a, (a) gráficamente y (b) 
usando la trigonometria. 


P2.11 


2.12 La cuerda ABC ejerce fuerzas Fp4 y Fpc sobre la po- 
lea en B. Sus magnitudes son |Fy,] = |Fpe] = 800 N. Deter- 
mine |Fyy + Egel, (a) gráficamente y (b) con trigonometria. 


2.15 El vector r va del punto A de la figura al punto medio 
del segmento definido por los puntos B y C. Demuestre que 


1 
r= ¿Cas + Tac). 


P2.12 


2.13 Dos tractores remolcan una unidad habitacional hacia A Pang 


una nueva localidad en la base McMurdo de la Antártica (se 
muestra una vista aérea. Los cables son horizontales). La su- 2.16 Esbozando los vectores, explique por qué 
ma de las fuerzas F, y Fp ejercidas sobre la unidad es parale- U+(V+W=0U + V) + W. 
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Componentes cartesianas 
L 


Es más fácil trabajar con vectores cuando se pueden expresar en términos 
de componentes vectoriales perpendiculares. Explicaremos cómo des- 
componer vectores en componentes cartesianas en dos y tres dimensiones 
y cómo operar con vectores usando sus componentes. 


2.3 Componentes 
en dos dimensiones 


(a) 


X 


tc) 


Figura 2.13 

(a) Vector U, 

(b) Componentes vectoriales U, y U; 
íc) Las componentes vectoriales se 
pueden expresar en función de i y j. 


Sial vector U (Fig. 2.13a) lo referimos a un sistema coordenado cartesiano 
de modo que U sea paralelo al plano x-y, podemos descomponerlo en 
componentes vectoriales U, y U, paralelas a los ejes x y y (Fig. 2.13b): 


U=U, +U. 


Luego, si incluimos un vector unitario i que señale en la dirección positi- 
va del eje x y un vector unitario j que señale en la dirección positiva del 
eje y (Fig. 2.13c), podemos expresar el vector U en la forma 


U=U,i+0,j. Q7) 


Los escalares U, y U, se llaman componentes escalares de U. Cuando 
nos referimos a las componentes de un vector, hacemos referencia a sus 
componentes escalares. Llamaremos a U, y U, componentes x y y de U. 

Las componentes de un vector especifican tanto sus direcciones relati- 
vas al sistema coordenado cartesiano como sus magnitudes. En el trián- 
gulo rectángulo formado por el vector U y sus componentes vectoriales 
(Fig. 2.13c), vemos que la magnitud de U está dada en términos de sus 
componentes por el teorema de Pitágoras, 


JU] = yU +U. (2.8) 


Con esta ecuación se podrá determinar la magnitud de un vector cuando 
se conozcan sus componentes. 


Operaciones con componentes vectoriales 
La suma de dos vectores U y Y en términos de sus componentes es 
U+V = (Vri + U +i + Vj) 
= (Us + VJi + (U; + Vp)j. 


(2.9) 


Las componentes de U + Y son las sumas de las componentes de los 
vectores U y Y. Observe que para obtener este resultado usamos las ecua- 


ntf Erlis 2524 ¡ndo toh 


2.3 COMPONENTES EN DOS DIMENSIONES 25 


Es instructivo derivar gráficamente la ecuación (2.9). La suma de U y 
Y se ve en la figura 2.14(a). En la figura b incluimos un sistema coordenado 
y descompusimos U y Y en sus componentes. En la figura 2.14(c) sumamos 
las componentes x y y y obtuvimos la ecuación (2.9), 

El producto de un número a y un vector U en términos de las compo- 
nentes de U es 


aU = «(0,14 U,j) = 40,14 a8,j. 
La componente de aU en cada dirección coordenada es igual al producto 


de a y la componente de U en esa dirección. Usamos las ecuaciones (2.3) 
y (2.5) para obtener este resultado. 


(a) (b) 


Vectores de posición dados por sus componentes 


El vector de posición de un punto relativo a otro punto se puede expresar 
en función de las coordenadas cartesianas de ambos puntos. Sean los 
puntos 4 (Xas Ya) Y B (Xp, Ya). Sea Tap el vector que especifica la posición 
de B en relación con A (Fig. 2.15a). Es decir, por medio de r,p denotamos 
el vector que va de un punto A a otro punto E. Se observa (Fig. 2.15b) 
que Fag está dado en función de las coordenadas de los puntos 4 y B por 
rag = (28 — xaJi+ (ya — ya) j. (2.10) 
Podemos establecer este resultado como una regla sencilla: la compo- 
nente x del vector de posición que va de 4 a B se obtiene restando la 
coordenada x de A de la coordenada x de B, y la componente y se obtiene 
restando la coordenada y de A de la coordenada y de B. 


y y 


(Ya Yaj 


la) (b) 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


(0,4 V0j 


(0 + VJ 1 


(c) 


Figura 2.14 


(a) Suma de U y Y. 

(b) Componentes vectoriales de U y Y. 
(c) La suma de las componentes en cada 
dirección coordenada es igual a la 
componente de U + Y en esa dirección. 


Figura 2.15 

(a) Puntos A y B y el vector posición rag 
de A a 8. 

(b) Las componentes de r4g $e pueden 
determinar a partir de las coordenadas de 
los puntos A y B. 
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En los ejemplos siguientes mostraremos cómo manipular vectores en fun- 
ción de sus componentes, En el ejemplo 2.3, los vectores están dados en 
función de sus componentes y el objetivo es llevar a cabo operaciones, 
incluidas la determinación del producto de un escalar y un vector, la suma 
vectorial, y la determinación de la magnitud de un vector, Luego presenta- 
remos ejemplos en los que se descomponen vectores en sus componentes, 


Se dan dos fuerzas, F} = 7i — 4j (kN) y Fẹ = —2i — 6j (kN). Determine la 
magnitud de la fuerza F = 2F, — 8Fz. 


ESTRATEGIA 


Podemos usar la ecuación dada para F a fin de determinar sus componentes 
y luego usar la ecuación (2.8) para determinar su magnitud. 


SOLUCIÓN 
F = 2F, — 8F, = 2(7i — 4j) — 8(-2i — 6j) = 30i + 40j (kN). 


La componente x de F es de 30 kN y la componente y es de 40 kN. Por consi- 
guiente, 


[Fl = VBO + (407 = 50 kN. 
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Muchos dispositivos mecánicos utilizan cilindros hidráulicos para transmitir 
fuerzas. La fuerza es ejercida por un liquido a presión (fluido hidráulico) que 
empuja un émbolo dentro del cilindro. El cilindro hidráulico AB de la figura 
2.16 ejerce una fuerza F de 4000 lb sobre la caja del camión de volteo, en el 
punto B. Exprese F en términos de componentes escalares usando el sistema 
coordenado que se muestra. 


ESTRATEGIA 


Cuando la dirección de un vector se especifica por medio de un ángulo, como 
en este ejemplo, podemos determinar los valores de las componentes con ayuda 
del triángulo rectángulo formado por el vector y sus componentes. 


SOLUCIÓN 


Dibujamos en la figura (a) el vector F y sus componentes vectoriales. En el 
triángulo rectángulo que se forma, vemos que la magnitud de F, es 


IF, = |F| cos 30% = (4000) cos 30% = 3464 lb, 
F, apunta en la dirección x negativa, por lo que 
Figura 2,16 
E, = -3464i (Ib). 
La magnitud de F, es 
|F,| = |F| sen 30% = (4000) sen 30% = 2000 lb. 


La componente vectorial F, apunta en la dirección y positiva, por lo que 


F, = 2000 qb). 


El vector F en función de sus componentes es 


F = F, + F, = -3464i + 2000j (lb). (a) La fuerza F y sus componentes 


forman un triángulo rectángulo. 


x 


La componente x de F es —3464 lb y la componente y es 2000 lb. 


COMENTARIO 


Cuando se determinan las componentes de un vector, se debe verificar que 
proporcionen la magnitud correcta. En este ejemplo, 


|F| = Y (3464) + (2000)? = 4000 lb. 
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Figura 2.17 


El cable entre los puntos A y B ejerce una fuerza F de 800 N sobre la parte 
superior de la torre de televisión mostrada en la figura 2.17. Separe F en sus 
componentes usando el sistema coordenado que se indica. 


y 


Fuerza 
ejercida sobre 

la torre 
por el cable 
AB 


80m 80 m 


=— 40 m— — 40 m— 
ESTRATEGIA 


Determinaremos las componentes de F de tres maneras distintas: 


Primer método Con las dimensiones dadas podemos determinar el ángulo 
ar entre F y el eje y (Fig. a), y luego podemos determinar las componentes con 
ayuda del triángulo rectángulo formado por el vector F y sus componentes. 


Segundo método Los triángulos rectángulos formados por F y sus 
componentes son similares al triángulo QAB de la figura (a). Podemos 
determinar las componentes de F usando las proporciones entre los lados de 
esos triángulos similares. 


Tercer método De las dimensiones dadas podemos determinar las 
componentes del vector de posición r ¿y que va del punto A al punto B (Fig. 
b). Dividiendo este vector entre su magnitud, obtenemos un vector unitario 
e, con la misma dirección que F (Fig. c) y luego obtenemos F en función de 
sus componentes expresándolo como producto de su magnitud y e yg. 


SOLUCIÓN 


Primer método Consideremos la fuerza F y sus componentes vectoriales 
(Fig. a). La tangente del ángulo œ entre F y el eje y es tan œ = 40/80 = 0,5, 
por lo que œ = arctan (0.5) = 26.67. En el triángulo rectángulo formado por 
F y sus componentes observamos que la magnitud de F, es 


JFd = |F| sen 26.6% = (800) sen 26.6% = 357,8 N 
y la magnitud de F, es 
|F,| = |F| cos 26.6% = (800) cos 26.6% = 715.5 N. 


Como F, señala en la dirección x positiva y F, en la dirección y negativa, la 
fuerza F es 


F = 357.81 — 715.5 (N). 
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2 
Segundo método La longitud del cable AB es Y (80)? + (40)? = 89.4 m. 


Como el triángulo QAB de la figura (a) es semejante al triángulo formado por 
F y sus componentes vectoriales, 


Así, la magnitud de F, es 


40 40 
= | = ) IF] = (|< | (800) = 357.8 N. 
E (a) (54) y 


Podemos ver también en los triángulos semejantes que 


por lo que la magnitud de F, es 


80 80 


Obtenemos así el mismo resultado anterior: 
F = 357.81 — 715.5] (N). 
Tercer método El vector r4 en la figura (b) es 
Pas = (ag — xati + (yg — ya) j = (40 — 0) 1 + (0 — 80)j 
= 40i- 80j (m). 


Dividimos ahora este vector entre su magnitud para obtener un vector unitario 
£44 Que tiene la misma dirección que la fuerza F (Fig. c): 


ras  40i-80j 
Irasl (40? + (807 


= 0.447 i — 0,894 j. 


La fuerza F es igual al producto de su magnitud |F| y eag: 


F = |F] eag = (800)(0.447i — 0.8943) = 357.81 — 715.5j (N). 
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x 


ia) Componentes vectoriales de F. 


pí 7 
r 
ags 8 
ù Irag! 
k3 
$0 m n 
A 
A 
A 
N 
H 40 m 


(c) El vector unitario e, señala de 
AaB. 
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Ejemplo 2.6 


Los cables A y B de la figura 2.18 ejercen fuerzas F, y Fp sobre el gancho. 
La magnitud de F, es de 100 lb. La tensión en el cable B se ha ajustado para 
que la fuerza total F} + F} sea perpendicular a la pared a la que está unido 
el gancho. 

(a) ¿Cuál es la magnitud de F}? 

(b) ¿Cuál es la magnitud de la fuerza total ejercida por los dos cables sobre 
el gancho? 


ESTRATEGIA 


La suma vectorial de las dos fuerzas es perpendicular a la pared, por lo que 
la suma de las componentes paralelas a la pared es igual a cero. De esta condi- 
ción podemos obtener una ecuación para la magnitud de Fp. 


SOLUCIÓN 
(a) En términos del sistema coordenado de la figura (a), las componentes de 
FE, y F; son 

F, = |F,¿| sen 40% + |F¿] cos 40° j, 


40° R Fp = |Fp| sen 20°i + |Fp| cos 20° j. 

p La fuerza total es 
F, + Fa = (JE¿] sen 40° — |Fa| sen 20%) 

È + (JF,¿] cos 40° — |F al cos 20%). 


F Igualando a cero la componente de la fuerza total paralela a la pared (la compo- 
nente p), 


Figura 2.18 IF ¿| cos 40° — |F;] cos 20° = 0, 


obtenemos una ecuación para la magnitud de Fy: 


[F,| cos 40° (100) cos 40° 


(a) Resolución de F, y Fz en 
componentes paralelas y 
perpendiculares a la pared. 
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(b) Como ahora conocemos la magnitud de Fp, podemos determinar la fuerza 
total que actúa sobre el gancho: 


F, + Fp = (JF ¿] sen 40% + [Fs] sen 209) 


[(100) sen 40° + (81.5) sen 20*]i = 92.2i (Ib). 
La magnitud de la fuerza total es de 92,2 lb. 


COMENTARIO 


La solución de la parte (a) se puede obtener de una manera menos formal. Si 
la componente de la fuerza total paralela a la pared es nula (véase Fig. (a), la 
magnitud de la componente vertical de F, debe ser igual a la magnitud de 


la componente vertical de Fy: 
|F | cos 40% = |Fp] cos 20°. 


Por tanto, la magnitud de Fp €s 


[Ez] cos 40° _ (100) cos 40° 
o cos 20° 


al = = 81.5 lb. 


cos 20° 


A roem) 


2.17 Una fuerza está dada en función de sus componentes es- 
calares por la expresión F = 4i— 31 (kN). ¿Cuál es su magnitud? 

Estrategia: La magnitud de un vector está dada en función 
de sus componentes por la ecuación (2.8). 


2.18 Una fuerza está dada en función de sus componentes 
escalares por la expresión F = F,i + F,j. La componente F, 
= 120 lb. La componente F, es negativa, y la magnitud de F 
es de 150 lb. ¿Qué valor tiene la componente F,? 


2.19 Un soporte está sometido a una fuerza F = F,i + 80] 
(N). Si el soporte resiste con seguridad una fuerza de 100 N, 
¿cuál es el intervalo permisible para la componente F,? 


2.20 Si F, = 600i — 8005 (klb) y F = 2001 — 2005 (klb), 
¿cuál es la magnitud de la fuerza F = F} — 2F,? 


2.21 SiF, = 1- 4.5] (KN) y Fs = -21— 2] (kN), ¿cuál es 
la magnitud de la fuerza F = 6F,¿ + 4Fp? 


2.22 Dos vectores perpendiculares U y Y se encuentran en el 
plano x-y. El vector U = 6i — 8j y |¥| = 20. ¿Cuáles son las 
componentes escalares de Y? 


2.23 Un pez ejerce una fuerza F de 200 N sobre la vara de 
pescar. Exprese F en términos de componentes escalares. 


P2.23 
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2.24 Se ejerce una fuerza F de 60 lb para meter un cajón en 
un camión. Exprese F en función de componentes escalares. 


P2.24 


2.25 Un motor de cohete ejerce una fuerza F de 40 kN. Ex- 
prese F en función de componentes escalares. 


P2.25 


2.26 Se muestran las coordenadas de los puntos A y B de una 
armadura. Exprese el vector de posición de A a Ben función 
de sus componentes escalares. 


P2.26 


2.27 El vector de posición del punto A al punto A de la figura 
estas = 121 46] (m): 

(a) ¿Cuál es la distancia del punto A al punto 8? 

(b) ¿Cuál es el vector de posición del punto B al punto A? 


x P2.27 


2.28 (a) Exprese el vector de posición del punto A al punto 
B de la figura en función de componentes escalares. 

(b) Exprese el vector de posición del punto B al punto C en fun- 
ción de componentes escalares. 

(c) Use los resultados de las partes (a) y (b) para determinar 
la distancia del punto A al punto €. 


98 pulg —— 


P2.28 


2.29 Considere e! tractor cargador del problema 2.28. Para 
levantar el cucharón, el operador incrementa la longitud del ci- 
lindro hidráulico AB. La distancia entre los puntos B y C per- 
manece constante. Si la longitud del cilindro AB es de 65 pulga- 
das, ¿cuáles el vector de posición que va del punto A al punto B? 
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2.30 Se mide la posición del punto A y se determina que roa 
= 4001 + 800) (m). Se quiere determinar la posición de un punto 
B de manera que |r¿¿] = 400 m y [roy + rap) = 1200 m. ¿Cuá- 
les son las coordenadas cartesianas del punto B? 


y 


Camino 
propuesto 


P2.30 


2.31 Se ha diseñado el sostén mostrado para soportar con se- 
guridad una fuerza F = F,i + F,j de magnitud 2000 N. Si va 
a estar sometido a componentes F, en el intervalo —1500 N = 
F, 3 1000 N, ¿a qué intervalo de valores de F, puede quedar 
sometido con seguridad? 


y 


= — 5 


P2.31 


2.32 Se muestran las coordenadas de dos puntos 4 y B. De- 
termine un vector unitario e que señale del 4 hacia el B. 

Estrategia: Determine el vector de posición del punto A al 
punto B y divídalo entre su magnitud. 


y 


£ P2.32 
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2.33 Se muestran las coordenadas x y y de los puntos 4, B y 
C del velero. 

(a) Determine un vector unitario paralelo al cable AC que vaya 
de A a Č. 

(b) Determine un vector unitario paralelo al cable BC que vaya 
de Ba C. 


C 
(5.3, 12) m 


P2.33 


2.34 Considere el vector fuerza F = 3i — 4j (kN) mostrado. 
Determine un vector unitario e que tenga la misma dirección 
que F. 


2.35 El vector de posición que va del punto A al punto B es 
r = —8i + 6j (pies). 

(a) Determine el vector unitario e¿¿ que apunta de A a B. 
(b) Determine el vector unitario eg, que apunta de B a A. 


2.36 Dos automóviles, A y B, se encuentran en una pista cir- 
cular de 1000 pies de radio. La distancia entre los dos automóvi- 
les, medida a lo largo de la pista, es de 2000 pies. ¿Cuál es el 
vector de posición que va del automóvil A al automóvil B según 
el sistema coordenado que se muestra? 
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2.37 Se encuentra que la longitud de la línea OA es de 1500 2.39 Una cuerda ejerce las fuerzas F} y Fa sobre una polea. 
metros y que la longitud de la línea OB es de 2000 metros. Sus magnitudes son |F | = |[Fg] = 80 lb. ¿Cuál es la magnitud 
(a) Exprese el vector de posición de 4 a B en función de sus de la suma vectorial de las fuerzas? 

componentes escalares. 

(b) Use el resultado de la parte (a) para determinar la distancia y 

de A a B. 


Puente 
propuesto 


x P2.39 


2.40 La cuerda ABC ejerce las fuerzas Fp, y Fgr sobre la 
polea en B mostrada. Sus magnitudes son |F sa| = |Fae] = 800 
N. Determine la magnitud de la suma vectorial de las fuerzas 
descomponiendo las fuerzas en sus componentes, y compare 
su respuesta con la del problema 2.12. 


P2.37 


2.38 La distancia del Sol (S) a Mercurio (M) es de 57 x 106 
km, la distancia del Sol a Venus (V) es de 108 x 10 km y la 
distancia del Sol a la Tierra (E) es de 150 x 105 km. Suponga 
que los planetas están localizados en el plano x-y. 

(a) Determine las componentes del vector de posición ry del 
Sol a Mercurio, del vector de posición ry del Sol a Venus y 
del vector de posición rg del Sol a la Tierra. n 
(b) Use los resultados de la parte (a) para determinar la distancia e A | \ BA 
de la Tierra a Mercurio y la distancia de la Tierra a Venus. E : 


II H 
P2.40 


2.41 Las magnitudes de las fuerzas mostradas son |F,| = 
|F;| = |F,| = 5 KN. ¿Cuál es la magnitud de la suma vectorial 
de las tres fuerzas? 


y 


— z 
F, 

Noe 
F, 


P2.38 x P2A4l 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


2.42 Las cuatro fuerzas concurrentes mostradas tienen una 
suma vectorial igual a cero. Si [Fa] = 800 lb, |F| = 1000 lb 


y |F| = 900 lb, ¿cuál es la magnitud de F, y el ángulo a? 


2.43 Elempuje total ejercido sobre el impulsor por los moto- 
res principales de un cohete es de 200 000 lb y es paralelo al 
eje y. Cada uno de los dos pequeños motores “*vernier”” ejerce 
un empuje de 5000 1b en las direcciones mostradas. Determine 
la magnitud y dirección de la fuerza total ejercida por los moto- 
res sobre el impulsor. 


Molores 
Vernier 
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2.44 Las magnitudes de las fuerzas que actúan sobre ef so- 
porte son |F,| = [F,] = 100 lb. El soporte fallará si la magni- 
tud de ta fuerza total que actúa sobre él excede de 150 fb. Deter- 
mine el intervalo de valores aceptables para el ángulo e. 


2.45 Tres fuerzas actúan sobre la esfera mostrada. La magni- 
tud de Fp es de 60 lb. La suma vectorial de las tres fuerzas es 
igual a cero. ¿Cuáles son las magnitudes de F} y Fo? 


NA e 
rl es P2.45 


2.46 Cuatro fuerzas actúan sobre una viga. La suma vecto- 
rial de las fuerzas es igual a cero. |F¿] = 10 kN y [Fo = 5kN. 
Determine las magnitudes de F, y Fp. 
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2.47 Seis fuerzas actúan sobre una viga que forma parte de 
la estructura de un edificio. La suma vectorial de las fuerzas 
es igual a cero. Fgl = |F| = 5 klb, [Fc] = 4 klb y [Fo] = 
2 klb. Determine las magnitudes de F} y Eg- 


P2.47 


2.48 El peso total de un hombre y su paracaídas es |W| = 
230 Ib. La fuerza D de arrastre es perpendicular a ja fuerza L 
de elevación. Si la suma vectorial de las tres fuerzas es igual 
a cero, ¿cuáles son las magnitudes de L y D? 


P2.48 


2.49 Dos cables AB y CD se extienden desde la estructura de 
lanzamiento de un cohete hasta el suelo. El cable AB ejerce una 
fuerza de 10 000 1b sobre la torre y el cable CD ejerce una fuerza 
de 5000 Ib. 

(a) Usando el sistema coordenado que se muestra, exprese cada 
una de las dos fuerzas ejercidas sobre la torre por los cables 
en función de componentes escalares. 

(b) ¿Cuál es la magnitud de la fuerza total ejercida por los dos 
cables sobre la estructura? 


XI 


2.50 Los cables A, B y C ayudan a soportar una columna de 
una estructura. Las magnitudes de las fuerzas ejercidas por los 
cables son iguales: [F¿] = [Fa] = [F¿]. La magnitud de la suma 
vectorial de las tres fuerzas es de 200 kN. ¿Qué valor tiene |F ¿|? 
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2.51 La tensión en el cable AC del velero mostrado es de 300 
lb, La suma vectorial de las fuerzas ejercidas sobre la parte supe- 
rior del mástil € por el cable AC y el cable BC del velero está 
dirigida hacia abajo. 

ía) ¿Cuál es la tensión en el cable BC? 

(b) ¿Cuál es la fuerza vertical total que los dos cables ejercen 
sobre el mástil? 


P2.51 


2.52 La estructura mostrada forma parte de una armadura 
que soporta el techo de un edificio. Los miembros AB, AC y 
AD ejercen fuerzas Fap, Fac y Fap sobre la junta A. |F,g] = 
4 kN. Si la suma vectorial de las tres fuerzas es igual a cero, 
¿cuáles son las magnitudes de Fae y Fap? 


P2.52 
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2.53 El vector de posición r va del punto A mostrado a un 
punto sobre la línea recta entre B y C. Su magnitud es |r| = 
6 pies. Exprese r en términos de sus componentes escalares. 


B a. (7, 9) pie 


E 


A (3, 5) pie 


C * (12, 3) pie 


P2.53 


2.54 Sear el vector de posición que va del punto C de la figu- 
ra al punto situado a una distancia de s metros del punto A 
sobre la línea recta que conecta A con B. Exprese r en términos 
de componentes escalares. (Su solución estará en función de $.) 


A (3,4) m 


C (9,3) m 


P2.54 
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2.4 Componentes en 
tres dimensiones 


Figura 2.19 

(a) Cubo visto con la visual perpendicular 
a una cara. 

(b) Vista oblicua del cubo. 

(c) Sistema coordenado cartesiano 
alineado con los bordes del cubo. 

(d) Representación tridimensional del 
sistema coordenado. 


Identificación de un sistema coordenado derecho. 


y 
(a) (b) A 


En ingeniería muchas aplicaciones requieren la descomposición de vectores 
en sus componentes en un sistema coordenado tridimensional. Aqui expli- 
caremos cómo hacerlo y cómo operar con vectores en tres dimensiones. 

Repasemos primero cómo se dibujan cuerpos en tres dimensiones. Con- 
sideremos un cuerpo tridimensional, por ejemplo un cubo. Dibujemos el 
cubo como se ve cuando la visual es perpendicular a una de sus caras (Fig. 
2.19a). En esta vista el cubo parece un cuerpo bidimensional; no se percibe 
la dimensión perpendicular a la página. Para remediar esto, podemos di- 
bujar el cubo como se ve si nos movemos hacia arriba y a la derecha (Fig. 
2.19b). En esta vista oblicua ya se puede ver la tercera dimensión. Los 
bordes ocultos del cubo se muestran como líneas discontinuas. 

Con este método podemos dibujar los sistemas coordenados tridimen- 
sionales. En la figura 2.19(c) alineamos los ejes x, y y z de un sistema 
coordenado cartesiano tridimensional con las aristas del cubo. La represen- 
tación tridimensional del sistema coordenado se muestra en la figura 2.19(d). 


y 


< 


r 


(c) (d) 


El sistema coordenado de la figura 2.19(d) es derecho. Si se dirigen 
losdedosde la mano derecha en la dirección positiva del eje x y se flexionan 
(para formar un puño) hacia el eje y positivo, el pulgar apuntará en la 
dirección positiva del eje z (Fig. 2.20). Cuando la dirección positiva del 
eje z apunta en la dirección opuesta, el sistema coordenado será izquierdo, 
Para algunos propósitos no importa qué sistema coordenado se emplee. 
Sin embargo, algunas ecuaciones que obtendremos no dan resultados co- 
rrectos con un sistema coordenado izquierdo. Por ello usaremos sólo siste- 
mas coordenados derechos. y 


Figura 2.20 
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Podemos separar un vector U en componentes vectoriales U,, U, y U, 
paralelas a los ejes x, y y z (Fig. 2.21): 


U=U, +U, +U,. Q.11) 


Figura 2.21 


(Hemos dibujado un paralelepipedo alrededor del vector como ayuda pa- 
ra visualizar las direcciones de las componentes vectoriales.) Si hacemos 
que los vectores unitarios i, j y k apunten hacia las direcciones positivas 
X, y y Zz, podemos expresar U en función de componentes escalares de la 
siguiente manera: 


U=0U,1+U,j+U,k. (2.12) 


Los escalares U,, U, y U, se denominarán componentes x, y y z de U. 


Magnitud de un vector en función 
de sus componentes 


Consideremos un vector U y sus componentes vectoriales (Fig. 2.22a). En 
el triángulo rectángulo formado por los vectores U,, U. y su suma U, + 
U. (Fig. 2.22b), podemos ver que 

IU, + 0,1? = |U, + JU, Ê. (2.13) 


El vector U es la suma de los vectores U, y U, + U.. Estos tres vectores 
forman un triángulo rectángulo (Fig. 2.220), del cual obtenemos 


IUP = /0,)? + IU, + U}. 
Sustituyendo la ecuación (2.13) en este resultado se obtiene la ecuación 
¡UP =/0,? + 10,1? + 0,1? = U? + U? +U?. 


Así, la magnitud de un vector U está dada, en función de sus componentes 
en tres dimensiones, por la expresión 


IU] = U? + U? + 02. (2.14) 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


Un vector U y sus componentes vectoriales. 


Figura 2.22 


(a) Vector U y sus componentes vectoriales, 
(b) Triángulo rectángulo formado por los 
vectores U,, U; y U, + U.. 
(c) Triángulo rectángulo formado por los 
vectores U, U, y U, + U. 
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(b) 


Figura 2.23 
(a) Un vector U y los ángulos 6,, 6, y Ó,. 


(bHd) Los ángulos 6,, 6, y 6, y los 
componentes vectoriales de U, 


Cosenos directores 


Describimos antes la dirección de un vector respecto a un sistema coorde- 
nado cartesiano bidimensional especificando el ángulo entre el vector y 
uno de los ejes coordenados. Una manera de describir la dirección de 
un vector en tres dimensiones es especificar los ángulos 6,, 0, y 0, entre 
el vector y los ejes coordenados positivos (Fig. 2,23a). 

En las figuras 2.23(b)-(d) demostramos que las componentes del vector 
U están dadas, en función de los ángulos 6,, 0, y 6,, por 


(0) (d) 


Los cosenos directores de un vector no son independientes. Si sustitui- 
mos las ecuaciones (2.15) en la ecuación (2.14), encontramos que los cose- 
nos directores satisfacen la relación 

2 2 A= 
cos“ 9, + cos“ 8, + cos“ 0, = 1. (2.16) 
Supongamos que e es un vector unitario con la misma dirección de U: 
U = |Uļe. 
En función de las componentes, esta ecuación es 
Usi + Uj +U,k = JUl(e, i + e, j + eK). 
Entonces, las relaciones entre las componentes de U y e son 
U, = |Uļex, Uy = ¡Ule,, Uz = JUle,. 
Comparando estas ecuaciones con las ecuaciones (2.15) vemos que 
cosy = £x, COSO, =€y, COS, = ez- 


Los cosenos directores de cualquier vector U son las componentes de un 
vector unitario que tiene la misma dirección que U. 
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Vectores de posición en función de sus componentes 


Generalicemos el caso bidimensional: hay un punto A con coordenadas 
{Xas Ya? 24) y un punto B con coordenadas (Xa, Ya, Za). El vector de posi- 
ción r¿ que va de Aa B (Fig. 2.242) está dado en función de las coorde- 
nadas de A y B por 


Tag = (XB — xa) + (ya — ya)j + (zs — za) k. PAA 


(Xa Ya Za) 


Las componentes se obtienen restando las coordenadas del punto A de las 
coordenadas del punto B. 


Componentes de un vector paralelo 
a una linea dada 


En aplicaciones tridimensionales, la dirección de un vector suele definirse 
especificando las coordenadas de dos puntos sobre una línea paralela al vec- 
tor. Con esta información se puede determinar las componentes del vector. 

Con las coordenadas de dos puntos A y B sobre una línea paralela al 
vector U (Fig. 2.25a), y con la ecuación (2.17), se determina el vector de 
posición t4ş que va de A a B (Fig. 2.25b). Dividimos r,¿ entre su magnitud 
para obtener un vector unitario €4g que apunta de A a B (Fig. 2.25c). Co- 
mo ea tiene la misma dirección que U, se determina U en función de sus (b) 
componentes escalares expresado como el producto de su magnitud y € ¿z- 


y E a Figura 2.24 
En forma más general, si se conoce la magnitud de un vector U y las iveco aadi aña 
componentes de cualquier vector Y que tiene ta misma dirección que U, unto A id a NS 


entonces V/[V/ es un vector unitario con la misma dirección que U, y las 
componentes de U se determinan con la expresión U = |U|(V/|V|). 


{b} Las componentes de r4 se pueden 
determinar a partir de las coordenadas de 
los puntos A y B. 


(a) 


Figura 2.25 

(a) Dos puntos A y 8 sobre una línea paralela de U. 
(b) Vector de posición de A a B. 

{c} Vector unitario eg que señala de A a B. 


(c) 
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En los siguientes ejemplos llevaremos a cabo operaciones vectoriales en 
términos de componentes en tres dimensiones, El primer ejemplo muestra 
que las operaciones vectoriales no son más difíciles en tres dimensio- 
nes que en dos cuando se conocen las componentes de los vectores. Sin 
embargo, especificar las direcciones de los vectores y determinar sus com- 
ponentes es un poco más complicado en tres dimensiones. Presentaremos 
ejemplos que ilustran el uso de los cosenos directores y otros métodos para 
especificar las direcciones de vectores en tres dimensiones. 


Consideremos dos vectores, U = 3i — 4j — 12k y V = —i + 7j + 6k. 

(a) ¿Cuál es la magnitud de U? 

{b} Determine los ángulos 8,, 9, y 0, entre U y los ejes coordenados positivos. 
(c) ¿Cuál es la magnitud del vector R = 2U + 3Y? 


ESTRATEGIA 


(a) Como conocemos las componentes de U, podemos usar la ecuación (2.14) 
para determinar su magnitud, 

(b) Los ángulos 6,, 9, y 9, están dados por las relaciones (2.15). 

(c) Podemos usar la ecuación dada para determinar las componentes de R y 
la ecuación (2.14) para determinar su magnitud. 


SOLUCIÓN 
(a) La magnitud de U es 


IUI = U? + 0} +U? = VOF ++ CRY = 15. 


(b) Los cosenos directores de U son 


AS 
SU E 
U, 4 

NEE N 
re D dA 
AS E 
o n 
cos ô, ¡ul 13 


De estas ecuaciones encontramos que los ángulos entre U y los ejes coordenados 
positivos son 6, = 76.7%, 0, = 107.92 y 8, = 157.42. 
(c) El vector R es 
R = 2U + 3V = 2(31 - 4j- 12k) + 3(-147j+6k) 
=31+13j-6k. 


Su magnitud es 


IR] = VBF + (13) + (-6) = 14.6. 
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Ejemplo 2.8 


La grúa de la figura 2.26 ejerce una fuerza F de 600 lb sobre el cajón neumático. 
El ángulo entre F y el eje x es de 54° y el ángulo entre F y el eje y es de 40%. La 
componente z de Fes positiva. Exprese F en función de sus componentes escalares. 


Figura 2.26 
ESTRATEGIA Una grúa ejerce una fuerza sobre un 
Sólo se dan dos de los ángulos entre el vector y los ejes coordenados positivos, cajón neumático. 


pero podemos usar la ecuación (2.16) para determinar el tercer ángulo. Luego 
podemos determinar las componentes de F usando las ecuaciones (2.15). 


SOLUCIÓN 


Los ángulos entre F y los ejes coordenados positivos están relacionados por 


cos? A, + cos? 9, + cos? b, = (cos 54%)? + (cos 40")? + cos’, = 1. 
Al resolver esta ecuación para cos 6, obtenemos las dos soluciones, cos 0, = 
0.260 y cos 6, = —0.260, que implican 0, = 74.9% o f, = 105.19. La compo- 
nente z del vector F es positiva, por lo que el ángulo entre F y el eje z positivo 


es menor que 90%. Por tanto, 9, = 74.9%. 
Las componentes de F son 


F, = |F| cos 8, = (600) cos 54° = 353 lb, 
F, = |F] cos 8, = (600) cos 40° = 460 lb, 


F, = |F| cos 60, = (600) cos 74.9% = 156 lb. 
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”. 


(a) Descomposición de F en componentes 
vectoriales paralelas a OA y OB. 


A mi 
(b) Descomposición de F, en componentes 
vectoriales paralelas a los ejes. 


Figura 2.27 


Ejemplo 2.9 


E! cable del globo de la figura 2.27 ejerce una fuerza F de 800 N sobre el gancho 
en O. La línea vertical AB interseca el plano x-z en el punto A. El ángulo entre 
el eje z y la línea OA es de 60° y el ángulo entre la línea OA y F es de 45°, 
Exprese E en función de sus componentes escalares. 


ESTRATEGIA 


Podemos determinar las componentes de F en dos etapas usando la información 
geométrica dada. Primero separamos F en dos componentes vectoriales parale- 
las a las líneas OA y AB. La componente paralela a A B es la componente vecto- 
rial F,. Luego podemos descomponer la componente paralela a OA para de- 
terminar las componentes vectoriales F, y F.. 


SOLUCIÓN 


En la figura (a) descomponemos F en su componente F, y en su componente 
F, paralela a OA. La magnitud de F, es 


|F,] = |F| sen45% = (800) sen45° = 565.7 N, 
y la magnitud de F, es 
|F,| = |F| cos45° = (800) cos45° = 565,7 N. 


En la figura (b) descomponemos F, en las componentes vectoriales F, y F.. 
La magnitud de F, es 


[IF] = |F,] sen60° = (565.7) sen60° = 489.9 N, 
y la magnitud de F, es 
IF| = |F;] cos60° = (565.7) cos60° = 282.8 N. 


Las componentes vectoriales F,, F, y F, apuntan en las direcciones positivas 
de los ejes, por lo que las componentes escalares de F son positivas: 


F = 489.9i + 565.75 + 282.8k (N). 
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Ejemplo 2.10 


La barra AB ejerce una fuerza F de 140 N sobre A. La fuerza es paralela a 
la barra y se dirige a B. Exprese F en función de sus componentes escalares. 


y Figura 2.28 


(800, 500, -300) mm 


A 


(200, 200, —100) mm 


ze 


> 
z 


ESTRATEGIA 


Como se dan las coordenadas de los puntos A y B, podemos determinar las 
coordenadas del vector de posición de A a B. Dividiendo el vector de posición B 
por su magnitud, obtenemos un vector unitario con la misma dirección que 
F. Luego, multiplicando el vector unitario por la magnitud de F, obtenemos F 
en función de sus componentes. A 


(200, 200, -100) mm 


Tan (800, 500, -300) mm 


SOLUCIÓN 
El vector de posición que va de 4 a B (Fig. a) es A. 


e. 


Tag = (xg — xa)i + (ys — ya) Ì + (Zs — Zak 


= ((800) — (200)] i + [(500) — (200)] j + [(—300) — (—100)] k O 


= 6001 + 300j— 200k mm, 


S 
i B 
y su magnitud es F 
p R 
[ras] = v (600)? + (300)? + (—200)}? = 700 mm. enn 
r 
Dividiendo r ¿yg por su magnitud, obtenemos un vector unitario con la misma 
dirección que F (Fig. b), k 
rasg 6 I 2 
Bag = =71+3j-=k. 
cn 2 z 


(b) Vector unitario e, que apunta de A 


Entonces, en términos de sus componentes escalares, F es aB 


F = |F|e4g = (140) (Gu i= 2x) = 120i + 60j -40k (N). 


-s 
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Ejemplo 2.11 


Una cuerda se extiende del punto 2 al punto € pasando por una argolla unida 
a la pared en el punto 4. La cuerda ejerce fuerzas F ¿g y Fac sobre la argolla 
cuyas magnitudes son [F¿g¿] = |E4c| = 200 1b. ¿Cuál es la magnitud de la fuer- 
za total F = F,ya + F;c ejercida por el cable sobre la argolla? 


Figura 2.29 


2 pi 


2 pie / ¿0 pie 4 


a 


ESTRATEGIA 


La fuerza F ¿y es paralela a la línea AB y la fuerza F ¿¿ es paralela a la linea 
AC. Como podemos determinar las coordenadas de los puntos 4, B y C de 
las dimensiones dadas, también podemos determinar las componentes de los 
vectores unitarios que tienen las mismas direcciones que las dos fuerzas y usarlos 
para expresar las fuerzas en función de componentes escalares. 


SOLUCIÓN 


Sean r ¿y el vector de posición de 4 a B y rgo el vector de posición de 4 a C 
(Fig. a). De las dimensiones dadas, las coordenadas de los puntos 4, B y Cson 


4: (6, 7, 0) pies, B: (2, 0, 4) pies, C: (12, 0, 6) pies. 


Por consiguiente, las componentes de r4p Y Y ¿e son 


y ras = (xg —=XaJi+ (Yz — YaJj+ (Zs — za) k 
=@-61+(0-)j+ (4-0k 
A 
= —4i — 7j + 4k (pies) 
TAB. 
rac 7 y 
á C Tac = (e T xai + We Yaj + Ee- zalk 


(12 - ji + (0— 7)j + (6 — 0)k 


. 
- 


(a) Vectores de posición Fya Y Pae- 61 — 7j + ők (pies). 
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Sus magnitudes son |r¿¿] = 9 pies y [race] = 11 pies. Dividiendo r yg Y tác 
por sus magnitudes, obtenemos los vectores unitarios €¿g Y €4c que apuntan 


en las direcciones de F,z y Fac (Fig. b): 


ap = AE = -0,444i — 0,778] + 0.444k, 
Iraz! 

eac = 74S; = 0.545i — 0.636] + 0.545k. 
Irac 


Las fuerzas Fag y Fac son 


Fag = 200€45 


—88.9i — 155.6j + 88.9k (lb), 


H 


H 
[l 


Fac = 200 40 


La fuerza total ejercida sobre la argolla por la cuerda es 


F = Fas + Fac = 20.2i — 282.8j + 198.0k (Ib), 


y su magnitud es 


IF] = 420.27 + (-282.8)? + (198.0) = 346 Ib. 


109.1i — 127.3 + 109.1k (lb). 
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(b) Vectores unitarios €43 Y lar. 


PA | 


2.55 ¿Cuál es la magnitud del vector U = 3i — 4j — 12k? 
Estrategia: La magnitud de un vector está dada, en función 
de sus componentes, por la ecuación (2.14). 


2.56 Halle la magnitud de! vector F = 20i + 60] — 90k (N). 
(N). 


2.57 La magnitud del vector fuerza F = Fj — 120j — 40k 
(lb) es |F] = 130 Ib. ¿Qué valor tiene F,? 


2.58 La magnitud del vector U = Ui + U,j + U,k es JU] 
= 30. Sus componentes escalares están relacionadas por las 
ecuaciones U, = -20, y U, = 4U,. Determine las componen- 
tes escalares. 


2.59 Determine la magnitud del vector -2U + 3V si U = 
1001 + 200j — 600k y Y = —200i + 450 + 100k. 


2.60 Sedanlos vectores U = 3i- 2j + 6k y Y = 4i + 12j-3k. 
(a) Determine las magnitudes de U y Y. 
(b) Determine la magnitud del vector 3U + 2V. 


2.61 Se tiene el vector U = 40i — 70j — 40k. 
(a) ¿Cuál es su magnitud? 
(b) ¿Cuáles son los ángulos 9,, 6, y 0, entre U y los ejes coorde- 
nados positivos? 

Estrategia: Como ya se conocen las componentes de U, los 
ángulos 8,, 6, y 6, se pueden determinar con las ecuaciones 
(2.15). 


2.62 Setiene la fuerza F = 600i — 7005 + 600k (Ib). ¿Cuáles 
son los ángulos 6,, 6, y 4, entre el vector F y los ejes coordena- 
dos positivos? 
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2.63 El cable ejerce una fuerza F de 50 lb sobre el gancho 
en O, El ángulo entre F y el eje x es de 40° y el ángulo entre 
F y el eje y es de 70°. La componente z de F es positiva. 
(a) Exprese F en función de componentes escalares. 
(b) Cuáles son los cosenos directores de F? 

Estrategia: Como se dan sólo dos de los ángulos entre F y los 
ejes coordenados, determine primero el tercer ángulo. Luego se 
pueden obtener las componentes de F con las ecuaciones (2.15). 


P2.63 


2.64 Un vector unitario tiene los cosenos directores cos ĝ, = 
0.5 y cos 6, = 0.2, Su componente z es positiva. Exprese este 
vector en función de sus componentes escalares. 


2.65 Los motores de un avión ejercen una fuerza total T de 
empuje de 200 kN. El ángulo entre T y el eje x es de 120°, y 
el ángulo entre T y el eje y es de 130%, La componente z de 
T es positiva. 

(a) ¿Cuál es el ángulo entre T y el eje z? 

(b) Exprese T en función de sus componentes escalares. 


P2.65 


2.66 El vector de posición de un punto Á a otro punto B es 
31 + 4j — 4k (pies). El vector de posición del punto A al punto 
Ces —3i + 13 — 2k (pies). 

(a) ¿Cuál es la distancia del punto B al punto C? 

(b) ¿Cuáles son los cosenos directores del vector de posición 
del punto 8 al punto C? 


2.67 Sedael vector U = 3i— 2j + 6k. Determine las compo- 
nentes del vector unitario que tiene la misma dirección que U. 


2.68 Se tiene un vector fuerza F = 3i — 4j — 2k (N). 

(a) ¿Cuál es la magnitud de F? 

(b) Determine las componentes del vector unitario que tiene la 
misma dirección que F. 


2.69 Un vector fuerza F señala en la misma dirección que el 
vector unitario e = ži — j — ¿k. La magnitud de F es de 700 
lb. Exprese F en función de componentes escalares. 


2.70 Un vector de fuerza F apunta en la misma dirección que 
el vector de posición r = 4i + 4j — 7k (m). La magnitud de F 
es de 90 kN. Exprese F en términos de sus componentes escalares. 


2.71 Eneltransbordador espacial los astronautas usan radar 
para determinar las magnitudes y los cosenos directores de los 
vectores de posición de dos satélites A y B. El vector r4 del 
transbordador al satélite 4 tiene una magnitud de 2 km y cose- 
nos directores cos 0, = 0.768, cos 0, = 0.384, cos 8, = 0.512. 
El vector rg del transbordador al satélite B tiene una magnitud 
de 4 km y cosenos directores cos f, = 0,743, cos 0, = 0.557, 
cos 6, = —0,371. ¿Cuál es la distancia entre los satélites? 


> 
< 


P2.71 
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2.72 Unos arqueólogos extranjeros midieron una estructura 
ceremonial precolombina y obtuvieron las dimensiones mostra- 
das. Determine (a) la magnitud y (b) los cosenos directores del 
vector de posición del punto A al punto B. 


P2.72 


2.73 Consideremos la estructura descrita en el problema 
2.72. Al volver a su país, un arqueólogo se da cuenta de que 
ha perdido las notas que contienen la dimensión b, pero otras 
notas indican que la distancia del punto A al punto Ces de 16.4 
m. ¿Cuáles son los cosenos directores del vector que va de Ba C? 


2.74 Un topógrafo midió originalmente la altura del Monte 
Everest con el siguiente procedimiento. Primero midió la dis- 
tancia entre los puntos A y B de igual altitud que se muestran. 
Suponga que estaban a 10 000 pies sobre el nivel del mar y 32 000 
pies separados entre sí. Luego usó un teodolito para medir los 
cosenos directores de los vectores del punto A a la cima P de 
la montaña y del punto B a P. Suponga que para T ¿p se obtu- 
vieron los cosenos directores cos 9, = 0.509, cos 6, = 0.509, 
cos 8, = 0.694 y que para rpp los cosenos directores obtenidos 
fueron cos 6, = —0.605, cos 6, = 0.471, y cos 6, = 0.642. El 
eje z del sistema coordenado es vertical. ¿Cuál es la altura del 
Monte Everest sobre el nivel del mar? 


P2.74 
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2.75 Ladistancia OA es de 20 pies. La línea recta AB es para- 
lela al eje y, y el punto B está en el piano x-z. Exprese el vector 
Fo, €n función de sus componentes escalares. 

Estrategia: to, se puede descomponer en un vector de O a 
B y en un vector de Ba A. Luego se puede descomponer el vector 
de O a B en componentes vectoriales paralelas a los ejes x y 
z (véase el Ej. 2.9). 


P2.75 


2.76 La magnitud de r es de 100 pulg. La recta que va de la 
cabeza de r al punto A es paralela al eje x y el punto 4 está en 
el plano p-z. Exprese ren función de sus componentes escalares. 


P2.76 
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2.77 En la figura P2.77, la linea recta que va de la cabeza 
de F al punto A es paralela al eje y, y el punto A está contenido 
en el plano x-z. La componente x de F es F, = 100 N. 

(a) ¿Cuál es la magnitud de F? 

(b) Determine los ángulos 6, 6, y 0, entre F y los ejes coorde- 
nados positivos. 


ha 


P2.77 


2.78 La posición de un punto P sobre la superficie de la 
Tierra se especifica mediante la longitud A medida desde el pun- 
to G sobre el ecuador directamente al sur de Greenwich, Inglate- 
rra, y la latitud £ medida desde el ecuador. La longitud se da 
como longitud oeste (W) o longitud este (E), lo cual indica que 
el ángulo se mide hacia el oeste o hacia el este desde el punto 
G. La latitud se da como latitud norte (N) o latitud sur (S), lo 
cual indica que el ángulo se mide hacia el norte o hacia el sur 
desde el ecuador. Suponga que F tiene longitud 30°W y latitud 
45%N. Sea Reg el radio de la Tierra. Usando el sistema coorde- 
nado que se muestra, determine las componentes del vector de 
posición de P con respecto al centro de la Tierra (su respuesta 
estará en función de Rp). 


^ 


Ecuador” 


P2.78 


2.79 El cable que pasa por los puntos A y B de la figura ejerce 
una fuerza T de 110 lb en A. 

(a) Determine el vector unitario que va del punto 4 al punto B. 
(b) Exprese la fuerza T en función de sus componentes es- 
calares. 


A 


(2, 5, —3) pic 
T 


m 


P2.79 


2.80 Un cable se extiende del punto A al punto B mostrados y 
ejerce una fuerza F de 1 kN en A dirigida a lo largo de la línea 
de A a B. Exprese F en términos de sus componentes escalares. 


(8, 5, -2) m 


(Q,-2, 4) m 


^ 


P2.80 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


2.81 El cable AB mostrado ejerce una fuerza F 4p de 200 lb 
en el punto A dirigida a lo largo de la línea de A a B, Exprese 
Fap en función de sus componentes escalares. 


z A (6, 0, 10) pie 
P2.81 


2.82 Considere los cables y la pared descritos en el problema 
2.81. El cable AB ejerce una fuerza F ¿yg de 200 lb en el pun- 
to 4 que está dirigida a lo largo de la linea de A a B. El cable 
AC ejerce una fuerza Fac de 100 lb en 4 que está dirigida 
de A a C. Determine la magnitud de la fuerza total ejercida en 
A por los dos cables. 


283 Latorre de 70 m de altura que se muestra está soportada 
por tres cables que ejercen sobre ella las fuerzas F,¿g, Fac y 
F ¿y sobre ella. La magnitud de cada fuerza es de 2 kN. Expre- 
se la fuerza total ejercida sobre la torre por los tres cables en 
función de sus componentes escalares. 


P2.83 


2.4 COMPONENTES EN TRES DIMENSIONES 5] 


2.84 Considere la torre descrita en el problema 2.83. La mag- 
nitud de la fuerza F y es de 2 kN. Las componentes x y z de 
la suma vectorial de las fuerzas ejercidas sobre la torre por los 


tres cables son iguales a cero. ¿Cuáles son las magnitudes de 


Fac Y Fap? 


2.85 Exprese el vector de posición que va del punto O mostra- 


do al collarín en A, en función de sus componentes escalares. 


— 


P2.85 


2.86 Elcable.4B mostrado ejerce una fuerza T de 32 lb sobre 
el collarín en A. Exprese T en función de sus componentes esca- 
lares, 


P2.86 
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RE A Productos vectoriales 


Se ha encontrado que dos clases de productos vectoriales, el producto pun- 
to y el producto cruz, tienen aplicaciones en casi todas las áreas cientificas 
y de ingeniería, sobre todo en mecánica y en la teoría del campo electro- 
magnético. En el capítulo 4 usaremos ambos productos para evaluar los 
momentos de las fuerzas respecto a puntos y lineas. Por ahora estudiare- 
mos aquí los productos vectoriales para que usted pueda concentrarse en 
la mecánica cuando presentemos los momentos, y que los detalles de las 
operaciones vectoriales no provoquen distracciones. 


2.5 Producto punto o producto 
escalar 


El producto punto de dos vectores tiene muchos usos, incluida la descom- 
posición de un vector en componentes paralela y perpendicular a una línea 
dada, asi como la determinación del ángulo entre dos líneas en el espacio. 


Definición 
Consideremos los vectores U y Y (Fig. 2.30a). El producto punto de U 
y Y, denotado por U: Y (de ahí el nombre de producto ““punto””), se define 


como el producto formado por la magnitud de U, la magnitud de V y 
el coseno del ángulo 8 entre U y Y al colocarse éstos cola con cola (Fig. 


2.30b): 
U-V =]/U|[V]cos8. (2.18) 
Figura 2.30 
(a) Vectores U y Y. v 
(b) El ángulo ĝ entre U y Y cuando los U 


dos vectores se colocan cola con cola. 
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Como el resultado del producto punto es un escalar, se denomina también 

producto escalar. Las unidades del producto punto son el producto de las 

unidades de los dos vectores. Observe que el producto punto de dos vecto- 

res no nulos es igual a cero si y sólo si los dos vectores son perpendiculares. 
El producto punto tiene las siguientes propiedades: 


LU ysy- U El producto punto (2.19) 


es conmutativo. 
El producto punto es 


alU- Y) = (aU) - Y =U- (aV), asociativo con respecto a la (2.20) 


multiplicación escalar. 


El producto punto es 
U-(V+4W=U-V+U-W distributivo con respecto a la (2.21) 


suma vectorial. 


para todo escalar a y vectores U, Y y W cualesquiera. 


Productos punto en función de sus componentes 


En esta sección obtendremos una ecuación que nos permitirá determinar 
el producto puntode dos vectores si se conocen sus componentes escalares. 
Esta deducción también nos dará una ecuación para calcular el ángulo 
entre los vectores. El primer paso es determinar los productos punto for- 
mados con los vectores unitarios i, j y k. Evaluemos el producto punto 
i*i. La magnitud li] = 1 y el ángulo entre dos vectores idénticos colocados 
cola con cola es igual a cero, por lo que obtenemos 


i-i = lil li] cost) = (1X{1)(1) = 1. 
El producto punto de i y j es 
i- j = lil [5] cos(90%) = (11(3)(0) = 0. 
Procediendo de la misma manera obtenemos 
i-i=1, i-j=0, i-k=0, 
j-i=9, j'j=1l,  j-k=0, (2.22) 
k+i=0, k-+j=0,  k-k=1. 


El producto punto de dos vectores U y Y expresado en función de 
sus componentes es 


U-V= (U,1+U,j+U¿k) «(V,1+V,j+V,k) 
= U,V,G+i) + UV j) + U¿V¿G-Lo 
+U, VC A i) E U, Y, ( D Sn UV. j k) 


+U, Vi (k - 1) + U¿Vy(k - j) + U: Vík - k). 
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Para obtener esto usamos las ecuaciones (2.20) y (2.21). Sustituyendo las 
ecuaciones (2.22) en la expresión, tenemos una ecuación para el producto 
punto en función de las componentes escalares de los dos vectores: 


U-V =U, Vy + U,V, + U¿V.. (2.23) 


A fin de obtener una ecuación para el ángulo f en función de las componen- 
tes de los vectores, igualamos la expresión para el producto punto dada 
por la ecuación (2.23) con la definición del producto punto, ecuación 
(2.18), y despejamos cos 6: 


U-V EV, +UV U-V 
EY EEE Ne (2.24) 
lU] V] [U| [VI 


cos 0 = 


Componentes vectoriales paralela y normal 
a una linea 


En algunas aplicaciones de ingeniería es necesario descomponer un vector 
en sus componentes paralela y normal (perpendicular) a una linea dada. 
La componente de un vector paralela a una linea se denomina proyección 
del vector sobre la linea. Por ejemplo, cuando el vector representa una 
fuerza, la proyección de ésta sobre una línea es la componente de la fuerza 
en la dirección de la línea. 

Las componentes de un vector paralela y normal a una linea se pueden 
determinar usando el producto punto. Consideremos un vector U y una 
línea recta £ (Fig. 2.31a). Podemos descomponer U en componentes U, 
y U, que sean paralela y normal a £ (Fig. 2.31b). 


Figura 2.31 L 


(a) Vector U y línea £. 


(b) Separación de U en componentes 


paralela y normal a £L. 
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Componente paralela En función del ángulo 9 entre U y la compo- 
nente U,, la magnitud de U, es 


JUp| = |U] cos 8. (2.25) 


Sea e un vector unitario paralelo a £ (Fig. 2.31c). El producto punto 
de e y U es 


e-+ U =Je|JU| cos = |U] cos 8. 


L Figura 2.31 


(c) El vector unitario e es paralelo 
a L. 


Comparando esto con la ecuación (2.25) vemos que la magnitud de Ù, es 


[Upl =e- U. 


Por tanto, la componente paralela, o proyección de U sobre L, es 
Up = (e- De. (2.26) 


(Esta ecuación se cumple aun si e no apunta en la dirección de U,. En 
este caso, el ángulo 9 > 90° y e-U es negativo.) Cuando se conocen las 
componentes de un vector y las componentes de un vector unitario e para- 
lelo a una línea L, se puede usar la ecuación (2.26) para determinar la 
componente del vector paralela a £. 


Componente normal Una vez que se ha determinado la componente 


paralela, se puede obtener la componente normal mediante la relación U 
= U, + Uy 
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En los ejemplos siguientes mostraremos cómo evaluar y usar los produc- 
tos punto. En el ejemplo 2.13 se muestra que el producio punto constituye 
una forma sencilla de determinar el ángulo entre dos líneas rectas en tres 
dimensiones. El ejemplo 2. 14 ilustra el uso del producto punto para deter- 
minar la proyección de un vector. 


En la figura 2.32 la magnitud de la fuerza F es de 100 lb. La magnitud del 
vector r del punto O al punto A es de 8 pies. 

(a) Use la definición del producto punto para determinar r-F. 

(b) Use la ecuación (2.23) para determinar r-F. 


Figura 2.32 y 


ESTRATEGIA 


(a) Como conocemos las magnitudes de r y F y el ánguio entre ellos al colocarlos 
cola con cola, podemos determinar r-F directamente a partir de la definición. 
(b) Podemos determinar las componentes de r y F y usar la ecuación (2.23) 
para especificar su producto punto. 


SOLUCIÓN 


(a) De acuerdo con la definición de producto punto; 
r-F = |r| |F| cosé = (8100) cosé60% = 400 Ib-pie. 

(b) El vector r = ĝi (pies). El vector F en función de sus componentes escalares es 
F = 100 cos 60% i + 100 sen 60° j (lb). 

Por ende, el producto punto de r y F es 


CE E E 


(8)(100 cos 60%) + (0)(100 sen 60%) + (01(0) = 400 lb-pie. 
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Ejemplo 2.13 


¿Qué valor tiene el ángulo 0 entre las líneas AB y AC de la figura 2.33? 


y Figura 2.33 
(8,8, 4) m 
0 
A B 
(4,3,2) m (6, 1, -2)m 


ESTRATEGIA 


Conocemos las coordenadas de los puntos A, B y C, por lo que podemos deter- 
minar las componentes del vector r ¿p de A a B y del vector Tac de A a C (Fig. A 
a). Luego podemos usar la ecuación (2.24) para determinar 8. 


(8,8,4) m 
AC, 
R PT B 
SOLUCION (4,3,2)m Tag  (6,1,-2)m 


Los vectores r¿g Y Fac SON 


ras = (6 —- Hi4 (1-34 2-2k=2i-2j-4k (m), 


rac = (8-4)i+(8— 3)+ (4-2)k =4i+5j+2k (m). 


(a) Vectores de posición tr yy Y Pac. 


Sus magnitudes son 
Irasl = V (2 + (2) + (4 = 4.90 m, 
Iracl = (47 + (5 + Q? =6.71 m. 
El producto punto de r ¿yz Y Fac es 
Tas Pac = (2)(4) + (—2)(5) + (24102) = —10 m?. 


Por tanto, 


El ángulo 0 = arccos (-0.304) = 107.7°. 
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| Ejemplo 2.14 


Una persona tira del cable 04 mostrado en la figura ejerciendo una fuerza F 
de 50 N en O. ¿Cuáles son las componentes de F paralela y normal al cable 0B? 


Figura 2.34 y 
A 
(6, 6, 3) m 
x 
Y (10, -2, 3) m 
ESTRATEGIA 


Descomponiendo F en sus componentes paralela y normal a OB (Fig. a), pode- 
mos determinar éstas usando las ecuaciones (2.26) y (2.27). Sin embargo, para 
aplicar tales ecuaciones debemos primero expresar F en función de sus compo- 
nentes escalares y luego determinar las componentes de un vector unitario para- 
lelo a OB. Podemos obtener las componentes de F determinando las componen- 
tes del vector unitario que va de O a A y tmultiplicándolas por |F|. 


(a) Componentes de E paralela y SOLUCIÓN 
normal a OB. Los vectores de posición de O a A y de O a B son (Fig. b) 


oa =6i+6j-3k (m), 


y ros =10i1-2]j+3k (m). 


Sus magnitudes son |rya] = 9 m y [rog] = 10.6 m. Dividiendo estos vectores 
entre sus magnitudes obtenemos vectores unitarios que van del origen hacia 
A y hacia B (Fig. c): 


å (6, 6, -3) m 


6i+6j-—3k 
o x ur e o = 0.667 i + 0.667 j —0.333k, 
vá (10.-2, 3) m loal 
z B z 
i0i—2j+3k 
nA A Bi pgi = 01E a02i2k. 
(b) Vectores de posición To, Y ros Irosl 10.6 


La fuerza F en función de sus componentes escalares es 


F = |[Fleo, = (50)1(0.6671 + 0.667 j — 0.333 k) 
= 33.3i + 33.3j- 16.7k (N). 
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Tomando el producto punto de €pp y F obtenemos 


tos E = (0.941)(33.3) + (—0.188)(33.3) + (0.282)(-16.7) 


= 20,4 N, 


La componente paralela de F es 


Fp = (€o Feos 


Il 


19.21 — 3.8j+ 5.8k (N), 
y la componente normal es 


Fn = F — Fp = 14.2i+ 37.2] - 22.4k (N). 


COMENTARIO 


(20.4)(0.941i — 0.188 j + 0.282 k) 
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(C) Vectores unitarios eo, Y Cop. 


Se puede comprobar que los dos vectores son perpendiculares verificando que 


su producto punto sea nulo. En este ejemplo, 


Fp - Fp = (19.21(14.2) + (-3.8)(37.2) + (5.8)(-22.4) =0. 


ME AA problemas 


2.87 Determine el producto punto UY de los vectores U = 
2i -4j + 3k y V = -3i + 6j + 3k. 

Estrategia: Se conocen las componentes de los vectores; use 
la ecuación (2.23) para determinar su producto punto. 


2.88 Determine el producto punto U- Y de los vectores U = 
401 + 20j + 60k y V = — 301 + 15k. 


2.89 ¿Cual es el producto punto del vector de posición r = 
—=10i + 255 (m) y la fuerza F = 300i + 250j + 300k (Ny? 


2.90 ¿Cuál es el producto punto del vector de posición r = 
4i — 12j — 3k (pies) y la fuerza F = 20i + 30j — 10k (Ib)? 


2.91 Se dan los vectores U = —61 + ¡ + 8k y Y = 3i + 2j 
+ 2k. (a) Determine el producto punto de U y Y. (b) ¿Qué se 
puede concluir respecto a U y Y por el resultado obtenido en 
la parte (a)? 


2.92 Dos vectores U = Vi- aj y Y = —2i + 6j son perpen- 
diculares. ¿Cuál es el valor de U,? 


2.93 Se tienen las magnitudes |U| = 10 y [Y] = 20, 
(a) Use la definición del producto punto para determinar UY. 
(b) Use la ecuación (2,23) para determinar U- Y. 


P2.93 
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2.94 Evaluando el producto punto U: Y, demuestre la identi- 
dad cos(0, — B,)'= cos 0, cos 0, + sen 6, sen 0». 

Estrategia: Evalúe el producto punto usando la definición y 
la ecuación (2.23). 


x 


P2.94 


2.95 Sean los vectores U = Ui- 6j + k y Y = 3i + Vj 
+ k. Su producto punto es U-V = —35 y la magnitud de su su- 
ma es |U + V| = 3. ¿Qué valor tienen U, y K? 
2.96 Qué valor tiene el ángulo f entre las líneas AB y AC? 
y 
B 
(4, 5 -4) pie 


A 
0 (8, 6, 4) pie 


Ed 


C (6,0, 6) pie P2.96 


2.97 El barco O mide las posiciones del barco Á y del avión 
B y obtiene las coordenadas que se muestran. ¿Qué valor tiene 
el ángulo 6 entre las visuales OA y OB? 


(6, 0, 3) km 


^ 


P2.97 


2.98 Se tiene el vector fuerza F = Fi + Fj + FX. 

(a) Utilice la ecuación (2.26) para determinar la componente 
vectorial de E paralela al eje x. 

(b) Determine la componente vectorial de F paralela a la linea £. 


P2.98 


2.99 Setienela fuerza F = 21i + 143 (kN). Resuelva la fuerza 
en sus componentes vectoriales paralela y normal a la línea OA. 


a 


A (6,-2,3)m P2.99 
2.100 Dos cables se extienden de A a B y de A a C. El cable 
AC ejerce una fuerza F de 1000 lb en A. 

(a) ¿Qué valor tiene el ångulo entre los cables AB y AC? 
(b) Halle la componente vectorial de F paralela al cable AB. 


(0, 0, 10) pie c 
(14, 0, 14) pie 


e 


P2.100 
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2.6 PRODUCTO CRUZ O PRODUCTO VECTORIAL ól 


2.101 Considere los cables AB y AC del problema 2.100. Sea 
Tag El vector de posición que va del punto 4 al punto B. Deter- 
mine la componente vectorial de rap paralela al cable AC. 


2.102 Considere los cables 48 y AC del problema 2.100. Use 
el producto punto para determinar la distancia pependicular del 
punto B al cable AC, es decir, determine la longitud de la línea 
más corta del punto B a un punto sobre el cable AC. 


2.103 El punto P se halla a 30W de longitud y a 45%N de 
latitud sobre el Océano Atlántico, entre Nueva Escocia y Fran- 
cia (véase el Problema 2.78). El punto Q se encuentra a 60%E 
de longitud y a 20%N de latitud en el mar de Arabia. Use el pro- 
ducto punto para determinar la distancia más corta sobre la su- 
perficie de la Tierra entre P y Q en función del radio terrestre Rp. 


Ecuador” 


P2.103 


2.6 Producto cruz o producto vectorial 


Igual que el producto punto, el producto cruz de dos vectores tiene muchas 
aplicaciones, entre otras la determinación de la velocidad de rotación. de 
una partícula detluido y el cálculo de ta fuerza ejercida sobre una partícula 
cargada por un campo magnético. Debido a su utilidad en el cálculo de 
momentos de fuerzas, el producto cruz es una herramienta indispensable 
en la mecánica. En esta sección mostraremos cómo evaluar los productos 
cruz y daremos ejemplos de aplicaciones sencillas. 


Definición 
Consideremos dos vectores U y V (Fig. 2.35a). El producto cruz de U y 
Y, denotado por U x Y, se define como 


| U x Y = |U] |V| sende. | (2.28) 


El ángulo f es el ángulo entre U y Y cuando los vectores se colocan cola 
con cola (Fig. 2.35b). El vector e es un vector unitario definido como per- 
pendicular a U y a Y. Como esto implica dos posibles sentidos para e, 
los vectores U, V y e se definen como un sistema derecho. En la figura 
2.35(c) se muestra la regla de la mano derecha para determinar la dirección 
de e. El pulgar de la mano derecha apunta hacia e cuando los cuatro dedos 
restantes, que apuntan hacia el vector U (el primer vector en el producto 
cruz), se abaten hacia el vector Y (el segundo vector en el producto cruz). 


(a) (b) 
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Figura 2.35 


(a) Vectores U y Y. 

(0) Ángulo € entre los vectores cuando se 
colocan cola con cola. 

(c) Determinación de la dirección de e 
con la regla de la mano derecha. 
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Direcciones de U x Y y Y x U. 


Debido a que el resultado del producto cruz es un vector, se le suele llamar 
también producto vectorial. Las unidades del producto cruz son el produc- 
to de las unidades de los dos vectores. Note que el producto cruz de dos 
vectores no nulos es igual a cero si y sólo si los dos vectores son paralelos. 

Una propiedad interesante del producto cruz reside en que no es conmu- 
tativo. La ecuación (2.28) implica que la magnitud del vector U x Y es 
igual a la magnitud del vector Y x U, pero la regla de la mano derecha 
indica que estos vectores son opuestos en dirección (Fig. 2.36). Esto es, 


Mies VU: El producio cruz (2.29) 


no es conmulalivo. 


El producto cruz también satisface las relaciones 


El producto cruz es aso- 
a(U x Y) = faU) x V = U x (a Y) ciativo con respecto a la (2,30) 


multiplicación escalar. 


El producto cruz es 


Ux(V+W)=UxV+UxwW distributivo con respecto (2,31) 


a la adición vectorial, 


para todo escalar a y vectores U, V y W cualesquiera. 


Figura 2.36 


Productos cruz en función de sus componentes 


Para obtener una ecuación para el producto cruz de dos vectores en 
función de sus componentes, debemos determinar los productos cruz for- 
mados con los vectores unitarios i, j y k. Como el ángulo enire dos vectores 
idénticos colocados cola con cola es igual a cero, 


i x i = Ji] |i] sen (0) e = 0. 
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El producto cruz i x jes 
i x j = il |j| sen (90°) e = e, 


donde e es un vector unitario perpendicular a i y j. e = ko biene = 
=k. Aplicando la regla de la mano derecha, e = k (Fig. 2.37). Por tanto, 


ixj=k. 


Procediendo de la misma manera obtenemos 


sá UY = kh. iok. 
Figura 2.37 

jxi=-—k, jxj= 0. JAk= i (2.32) La regla de la mano derecha indica que 
ixj=k. 

kxi= j, kxj=-i, kxk= 0. 


Para recordar estos resultados, se disponen los vectores en círculo (Fig. 
2.384). El producto cruz de vectores adyacentes es igual al tercer vector 
con un signo positivo si el.orden de los vectores en el producto cruz es 
el orden indicado por las flechas, y con un signo negativo en caso contra- 
rio. Por ejemplo, en la figura 2.38(b) se ve quei x j = k, peroi x k = —j. 

El producto cruz de dos vectores U y Y expresado en función de sus 
componentes es 


U x V = (Ui + Uy + Uk) x (Vri + Vj + V:k) 
= UV, VG x i) + Us VG x j) + Ux Vz(i x k) 
+U, Vj x D +U, YG x j) +U, VQ x k) 
+ U, Vy(k x i) + U¿Vy(k x j) + U¿V¿(k x k). 


i Figura 2.38 


(a) Disponga los vectores unitarios en un 
circulo con flechas que indiquen el orden de 
avance. 

(b) El circulo se puede usar para determinar 
los productos cruz. 


ixj=k ixk=-j 


(b) 
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Al sustituir la ecuación (2.32) en esta expresión obtenemos la ecuación 
Ux V= (U,V - 0,Vy1=00 Y U, Ve 
(2.33) 
+ (U, Vy — Uy V,Jk. 


Este resultado se puede escribir en forma compacta como el determinante 


(2.34) 


Esta ecuación se basa en las ecuaciones (2.32) que obtuvimos usando 
un sistema coordenado derecho. Da el resultado correcto para el producto 
cruz sólo si se usa un sistema coordenado derecho para determinar las 
componentes de U y V. 


Evaluación de un determinante de 3 x 3 


Un determinante de 3 x 3 se puede evaluar repitiendo sus dos primeras 
columnas y evaluando los productos de los términos en las seis diagonales, 


A 

Us W UAU U, 

ME Y TA 
(=) (=) (~) i+) (tH) (+) 


Sumando los términos obtenidos con las diagonales que van de arriba ha- 
cia abajo a la derecha (flechas azules), y restando los términos obtenidos 
con las diagonales que yan de arriba hacia abajo a la izquierda (flechas 
rojas), se obtiene el valor del determinante: 


Oj k 
U, U, Us| =U,V,i+U,V,j+U,V,k 
Ye Y) vV| —U,V¿k-U,V,i-—U, Vo). 


También se puede evaluar un determinante de 3 x 3 expresándolo como 


ojo k 

E E EI. E U U 
H A -3| a e v 
Y, Yy Y A 1 i 


Los términos de la derecha se obtienen multiplicando cada elemento de 
la primera fila del determinante de 3 x 3 por el determinante de 2 x 2 
que se obtiene tachando la columna y la fila en que se encuentra ese elemen- 
to. Por ejemplo, el primer elemento de la primera fila, i, se multiplica 
por el determinante de 2 x 2 
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Recuerde que el segundo término se resta. Desarrollando los determinantes de 2 
Xx 2 obtenemos el valor del determinante: 


y 


k 
Os Uy U | =(0,% 0 VIS (DE =D 
Y UV +0 =UV)k 


bad 


h 


2.7 Productos triples mixtos 


65 


En el capítulo 4, cuando analicemos el momento de una fuerza respecto 


a una línea, usaremos una operación denominada producto triple mixto 
definido por 


U-(V x W). (2.35) 


En función de las componentes escalares de los vectores, 


t -A E 
U-(VxW=(0,i+U,J+U,k)-| V V, V 
W W, W: 


=(U,i + Usj + U: k) - [(V; W: — V: W,)i 
T (VW, 7 V, W.) + (V W, = V,W,)k] 


=U; (V; W: — V¿Wy) — Up( Vs W, — V¿W,) 
+ UAV¿W, — V,W,). 


Este resultado se puede expresar como el determinante 


UU 
U-(VxW)=| Y, V v, |. (2.36) 
W, W, W, 


Si se intercambian dos vectores cualesquiera en el producto triple mixto, 
se cambia el signo pero no el valor absoluto del resultado. Por ejemplo, 


U-(V x W)=-W- (V xU). 
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En los siguientes ejemplos demostraremos cómo evaluar productos cruz 
eilustraremos aplicaciones sencillas de ellos. En el ejemplo 2.17 se demues- 
tra el uso del producto cruz para determinar un vector unitario que es 
perpendicular a dos líneas rectas y para determinar la distancia mínima 
de un punto a una línea recta. 


Determine el producto cruz U x Y de los vectores U = —2i + jy Y = 3i— 4k. 


ESTRATEGIA 


Podemos evaluar de dos maneras el producto cruz de los vectores: evaluando 
los productos cruz de sus componentes término por término, o utilizando la 
ecuación (2.34). 
SOLUCIÓN 
UxV=(-2i+ px Gi-4k) 
= (IG xD + CIEN x k) + (DBK x i) 
+) x k) 

= (-6H0) + (BHD) + 3k) + (Ai) 

= —4i— 8j- 3k. 
Usando la ecuación (2.34) obtenemos 


AA 


UxV=|U, U, U. =-4i-8j-3k. 
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Ejemplo 2.16 


En la figura 2.39 la magnitud de la fuerza F es de 100 lb. La magnitud del 
vector r del punto © al punto A es de 8 pies. 

(a) Use la definición del producto cruz para determinar r x F. 

(b) Use la ecuación (2.34) para determinar r x F. 


Figura 2.39 


ESTRATEGIA 


(a) Conocemos las magnitudes de r y F y el ángulo entre ellos cuando se colocan 
cola con cola. Como ambos vectores están en el plano x-y, el vector unitario 
k es perpendicular a r y F. Por tanto, tenemos toda la información necesaria 
para determinar r X F directamente de la definición. 

(b) Podemos determinar las componentes de r y F y usar la ecuación (2.34) 
para determinar r x F. 


SOLUCIÓN 


(a) Usando la definición del producto cruz, 

r x F = |r| |F| sen 9 e = (8X100) sen 60% e = 692.8 e (lb-pie). 
Como e se define perpendicular a r y F,e = koe = —k. Apuntando con los 
dedos de la mano derecha en la dirección de r y abatiéndolos sobre F, la regia 
de la mano derecha indica que e = k. Por tanto, 

r x F = 692.8 k (Ib-pie). 
(b) El vectorr = ŝi {pies}. El vector F en función de sus componentes escalares es 


F = 100 cos 60% + 100 sen 60°j (lb). 


De la ecuación 2.34, 


i j k i j k 
rxF=|7 Fr or |= 8 0 0 
ES ESTU 100cos60” I100sen60” 0 


= (8)(100sen 607) k 


= 692.8 k (b-pie). 
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Consideremos las líneas rectas OA y OB de la figura 2.40. 

(a) Determine las componentes de un vector unitario que sea perpendicular a 
OA y OB. 

(b) ¿Cuál es la distancia mínima del punto A a la línea OB? 


Figura 2.40 y 


(6, 6, -3)m 


A (10, -2, 3)m 


ea 


ESTRATEGIA 


(a) Sean to, Y Fon los vectores de posición de O a A y de O a B (Fig. a). Como 
el producto cruz roa X Fog es perpendicular a foa Y Fog, los determinaremos 
y los dividiremos por su magnitud para obtener un vector unitario perpendicu- 
lar a las lineas OA y OB. 

(b) La distancia mínima de A a la linea OB es la longitud d de la linea recta 
de A a OB que es perpendicular a OB (Fig. b). Podemos ver que d = |roal 
sen ĝ, donde $ es el ángulo entre Fo, y Fog. De la definición del producto cruz, 
la magnitud de To4 X Fog es Iroal [rog| sen 9, por lo que podemos determinar 
d dividiendo la magnitud del producto de roa X Fog por la magnitud de ros- 


(a) Vectores To, Y Fog- (b) Distancia mínima d de A 
a la línea OB. 
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SOLUCIÓN 


fa) Las componentes de Fo, Y Pop 80N 
Toa = 10i1-2j+3k (m), 
rop = 6i+6j-3k (m). 


Usando la ecuación (2.34) obtenemos roy X Fog: 


i j k 
Toa X rop =| 10 -2 3 |=-—12i+48j+72k (mř). 
6 6 —3 


Este vector es perpendicular a ro, y a rop. Al dividirlo por su magnitud obte- 
nemos un vector unitario e que es perpendicular a las líneas OA y OB: 


aa ll A A 0.1371 + 0.549j 
Foa Xros) (12 + (48) + (2? 4 0824k. 


(b) De la figura (b), la distancia mínima d es 
d= Iroal sen 8, 
La magnitud de rog X Fog 85 


[roa X tosl = Iroyl [Eos] sen 6. 


Despejando sen é y sustituyendo en la ecuación anterior se obtiene la distancia 
para d: 


f loa x Fog! loa X Fagl 
d = iroa | | = == 
\ lroalltos| / Irasl 


YE 8 + (72 


== KÁ == 91M. 
Y 6 + (67 + (3) 


LS 
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Problemas 


2.104 Determine el producto cruz U x Y de los vectores U 
= 3i — 10j y Y = -6j + 2k. 

Estrategia: El producto cruz de los dos vectores se puede eva- 
luar término por término o usando la ecuación (2.34) (véase el 
Ej. 2.15). 


2.105 Se tienen los vectores U = 3i + 2j y Y = 2i + 4j. 
(a) ¿Qué valor tiene el producto cruz U x Y? 
(b) ¿Qué valor tiene el producto cruz Y x U? 


2.106 ¿Que valor tiene el producto cruz r x F del vector de 
posición r = 2i + 2j + 2k (m) y de la fuerza F = 20i— 40k (N)? 


2.107 ¿Qué valor tiene el producto cruz r x F del vector de 
posición r = 4i — 12] — 3k (pies) y de la fuerza F = 20i + 30j 
— 10k {lb}? 


2.108 Considere los vectores U = 6i — 2j — 3k y Y = -12i 
+ 4j + 6k. 

(a) Determine el producto cruz U x Y. 

(b) ¿Qué se puede concluir respecto a U y Y por el resultado 
de la parte (a)? 


2.109 Los vectores U = Vi -6j + Uk y V = 2i- 3j + 
k son paralelos. Use el producto cruz para determinar U, y U,. 


2.110 Se tienen las magnitudes JU] = 10 y |¥| = 20. 

(a) Use la definición del producto cruz para determinar U x Y. 
(b) Use la definición del producto cruz para determinar Y x U. 
(c) Use la ecuación (2.34) para determinar U x Y. 

(d) Use la ecuación (2.34) para determinar Y x U. 


P2.110 


2.111 Se tiene la fuerza F = 10i — 4j (N). Determine el pro- 


ducto cruz Fag X F. 
y 


e 


P2.111 


2.112 Demuestre la identidad sen (0, — 0,) = sen 8, cos 8, 
— cos 6, sen 6, evaluando el producto cruz U x Y. 


y 


x  P2.112 


2.113 Use el producto cruz para determinar las componentes 
de un vector unitario e que es perpendicular a los vectores U 
= 3 — 10 y Y = -6j + 2k. 


2.114 (a) ¿ Qué valor tiene el producto <ruz rog X Fog? 
(b) Determine un vector unitario e perpendicular a ro, y Fog. 


y 
B (4,4,-4) m 


z Aera P2.114 
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2.115 Considere los puntos O, A y B del problema 2.114. Use 
el producto cruz para determinar la distancia ménima del punto 
A ala línea OB. 


2.116 El cable BC ejerce una fuerza F de 1000 lb sobre el gan- 
cho en B. Determine rag X F. 


y 


P2.116 


2.117 El cable BC mostrado en el problema 2.116 ejerce una 
fuerza F de 300 ib sobre el gancho en B. 

(a) Determine ryg X F y raç X F. 

(b) Use la definición del producto cruz para explicar por qué 
los resultados de la parte (a) son iguales. 


2.118 La barra AB tiene 6 metros de largo y es perpendicular 
a las barras AC y AD. Use el producto cruz para determinar 
las coordenadas Xp, Ya Y Za del punto B. 


(Xp Yp ip) 


(0, 3,0) m 4 


re 


P2.118 
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2.119 Determine la distancia mínima del punto P al plano 
definido por los puntos A, B y C. 


P2.119 


2.120 Considere los vectores U = 3i — 10j, Y = —6j + 2k 
yW = 2i + ój- 4k. 

(a) Determine el valor del producto triple mixto U'(¥ x W) 
evaluando el producto cruz V x W y formando el producto 
punto del resultado con el vector U. 

(bt) Determine el valor del producto triple mixto U-(Y x W) 
usando la ecuación (2.36). 


2.121 Para los vectores U = 6i + 2j — 4k, Y = 2i + 7j, 
yW = 3i + 2k, evalúe los siguientes productos triples mixtos: 
(a) U-V x W); (b) WY x U) (c) Y-(W x U). 


2.122 Usando las ecuaciones (2.23) y (2.24) demuestre que 


U Up U: 
U-(VxW=|V, V, Y, 
W, W, W, 


2.123 (a) Usando las definiciones del producto punto y del 
producto cruz, explique por qué U -(U x Y) = O para dos vecto- 
res U y Y cualesquiera. 

(b) Use la ecuación (2.36) para demostrar que U-(U x V) = 
O para dos vectores U y V cualesquiera. 


2.124 Los vectores U = i + Uj + 4k, Y = 21 + j- 2k 
yW = —31 + j— 2k son coplanares (se encuentran en el mismo 
plano). ¿Qué valor tiene la componente U,? 
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Resumen del capitulo 


Una cantidad física descrita completamente por un número real es un esca- 
lar. Un vector tiene tanto magnitud como dirección, y se representa gráfi- 
camente con una flecha cuya longitud es proporcional a su magnitud. 


Reglas para operar con vectores 


v La suma de dos vectores se define por la regla del triángulo (Fig. a) o la 
equivalente regla del paralelogramo (Fig. b). 

El producto de un escalar a y un vector U es un vector gU con magnitud 
U+V la]JU]. Su dirección es la misma que la de U cuando e es positivo y opuesta 
ala de U cuando q es negativo. El producto (—1)U se escribe —U y se llama 

negativo de U. La división de U entre e es el producto (1/a) U. 
(a) Un vector unitario tiene una magnitud igual a 1 y una dirección. Cual- 
quier vector U se puede expresar como JUle, donde e es un vector unitario 
con la misma dirección que U. Dividiendo cualquier vector entre su magni- 
tud se obtiene un vector unitario con la misma dirección que el vector, 


U 


Componentes cartesianas 


Un vector U se expresa en función de componentes escalares como 


U=U,i+U,j+U,k Ee 013 


y (Fig. c). El sistema coordenado es derecho (Fig. d): si los dedos de la ma- 
no derecha apuntan en la dirección x positiva y luego se cierran hacia la 
dirección y positiva, el pulgar apuntará en la dirección z. La magnitud 
de U es 


IU] = JU} + U? + U2. Ec. (2.14) 


Sean 6,, 0, y 0, los ángulos entre U y los ejes coordenados positivos 
(Fig. e). Las componentes escalares de U son entonces 


U, = |U|cos8,, U, =|U|cos8,, U, =|Ujcosg,. Ee (2.15) 


Las cantidades cos 6,, cos ĝ, y cos 0, son los cosenos directores de U y 
satisfacen la relación 


cos? 9, + cos? 8, + cos? 8, = 1. Ee (0.16) 


El vector de posición r,s de un punto A con coordenadas (X4, Yas Za) 
a un punto B con coordenadas (Xp, Yg, Za) está dado por 


Tas = (48 — xa)i + (ys — ya)j + (za —za)k. Et: 0-19 


(d) Productos punto 


El producto punto de dos vectores U y Y es 
U-V=|U|[Vicose, Ee- (2.18) 
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donde f es el ángulo entre los vectores cuando se colocan cola con cola. y 
El producto punto de dos vectores no nulos es igual a cero si y sólo si 
los dos vectores son perpendiculares. 

En función de componentes escalares, 


U-V = U,V, +0,V, + UV. Ec. (2.23) 


Un vector U se puede separar en componentes vectoriales U, y U, parale- 
la y normal a una línea recta L. En función de un vector unitario e que 
es paralelo a £, 


Up = (e-U)e Ec. (2.26) 


y (e) 
Un =U-—Up. Ec. (2.27) 


Productos cruz 


El producto cruz de dos vectores U y V es 
U x Y = [U| [V| sen de, Ec. (2.28) 


donde 6 es el ángulo entre los vectores U y Y cuando se colocan cola con 
cola y e es un vector unitario perpendicular a U y V. La dirección de e 
se especifica por la regla de la mano derecha: cuando los dedos de la mano 
derecha apuntan hacia U (el primer vector en el producto cruz) y se cierran 
hacia V (el segundo vector en el producto cruz), el pulgar apunta hacia 
e. El producto cruz de dos vectores no nulos es igual a cero si y sólo si 
los dos vectores son paralelos. 
En función de componentes escalares, 


i j k 
UV= WE Dl Ec. (2.34) 
V V, Vo 


Productos triples mixtos 
El producto triple mixto es ta operación 


U-(VY x W). Ec. (2.35) 


En función de componentes escalares, 
DL, 


MADE Wj] Y. VA Ec, (2.36) 
W, W, W: 
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¡OEI EII vo 6s v>pcso MINE 


2.125 En la figura P2.125, la magnitud de F es de 8 kN, Ex- 


prese F en función de sus componentes escalares. 
y 


(3,7) m 


P2.125 


2.126 La magnitud de la fuerza vertical W ilustrada es de 600 
lb y la magnitud de la fuerza B es de 1500 lb, Si A + B + W 
= 0, determine la magnitud de la fuerza A y el ángulo æ. 


P2.126 


2.127 La magnitud del vector fuerza vertical A es de 200 lb. 
SIA + B + C= 0, ¿qué valor tienen las magnitudes de los 
vectores fuerza B y C? 


-———0 pulg 


P2.127, P2.128 


2.128 La magnitud del vector fuerza horizontal D del proble- 
ma 2.127 es de 280 lb. Si D + E + F = 0, ¿qué valor tienen 
las magnitudes de los vectores fuerza E y F? 


2.129 ¿Qué valor tienen los cosenos directores de F? 


X 


F=20i+ 10j - 10k (lb) 


(4, 4, 2) pie 


B(8, 1, -2) pie 
ž 


P2.129-P2.134 


2.130 Determine las componentes escalares de un vector uni- 
tario paralelo a la línea AB que va de 4 a B. 
2.131 ¿Qué valor tiene el ángulo € entre AB y la fuerza F? 


2.132 Determine la componente vectorial de F paralela a la 
línea AB. 


2.133 Determine la componente vectorial de F normal a la 
línea 4B. 


2.134 Determine el vector rga X F, donde rz, es el vector 
de posición de Ba A. 


2.135 La magnitud de la fuerza axial en una de las vigas de 
un domo geodésico es |P| = 7.65 kN. Las coordenadas cartesia- 
nas de los puntos extremos A y B de la viga recta son (12.4, 
22.0, -18,4) m y (-9.2, 24.4, —15.6) m respettivamente. Expre- 
se la fuerza P en función de sus componentes escalares. 
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2.136 La cuerda ejerce una fuerza de magnitud |F| = 200 
lb sobre la parte superior del poste en el punto B. 

(a) Determine el vector r,¿ X F, donde r,¿es el vector de posi- 
ción de A a B. 

(b) Determine el vector rag X F, donde r,¿¿es el vector de po- 
sición de A a C. 


y B 15, 6, 1) pie 


Pa C (3,0, 4) pie 


z P2.136 


2.137 Se dan las magnitudes |F ¿| = 600 N y [Fg] = 400 N. 
Determine F} + Fp. 


P2.137 
2.138 Suponga que las fuerzas F} y Fp del problema 2.137 


tienen la misma magnitud y que F, + Fẹ = 600 N?. ¿Qué valo- 
res tienen F, y F,? 


2.139 La magnitud del vector fuerza Fg es de 2 kN. Exprése- 
lo en función de sus componentes escalares. 


y 


DA (4,3,1)m 


ta 


P2.139 


PROBLEMAS DE REPASO 75 


2.140 La magnitud del vector fuerza vertical F del problema 
2.139 es de 6 kN. Determine las componentes vectoriales de F 
paralela y normal a la línea de Ba D. 


2.141 La magnitud del vector fuerza vertical F ilustrado es 
de 6 kN. Dado que F + F4 + Fp + F¿ = 0, ¿cuáles son las 
magnitudes de F4, Fg y Ec? 


2.142 La magnitud de la fuerza vertical W es de 160 N. Los 
cosenos directores del vector de posición de 4 a B son cos 6, 
= 0.500, cos 6, = 0.866 y cos 6, = 0, y los cosenos directores 
del vector de posición de B a € son cos 6, = 0.707, cos f, = 
0.619 y cos 6, = —0.342. El punto G es el punto medio de la 
línea de B a C. Determine el vector rag X W, donde r4g es el 
vector de posición de A a G. 


P2.142 
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Arrastre 


Elevación 


Peso 


Empuje 


a suma de las fuerzas que actúan 

sobre un cuerpo en equilibrio es 

igual a cero. En vuelo uniforme, el 
peso de 400 000 lb de un DC-10 y la 
fuerza aerodinámica de arrastre que re- j 
sulta de su movimiento a través del aire | 
están equilibradas por el empuje de sus N 
motores y la fuerza de elevación creada 


so esencial alanalizar las fuerzasqueac- i 
túan sobre un cuerpo es dibujar un | 
diagrama de cuerpo libre, lo que se i 
empezará a hacer en este capitulo. y 


se e Eae n E T aN 


| por el flujo de aire sobre sus alas, El pa- | 
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| Capitulo 3 | 
Fuerzas 


OS ingenieros diseñan dispositivos para ejercer y con- 
L trolar fuerzas. En el pasado los ingenieros diseñaron 
catapuitas para lanzar piedras, y murallas para resistir- 
las. Los ingenieros modernos diseñan cilindros hidráuli- 
cos y motores de reacción para ejercer fuerzas, y estructu- 
ras para resistirlas. El primer paso para entender cómo 
trabajar con fuerzas será aprender a determinar fuerzas 
que actúen sobre cuerpos en equilibrio. 

En el capítulo 2 representamos fuerzas con vectores y 
usamos la suma vectorial para sumar fuerzas. En este ca- 
pítulo analizaremos con mayor detalle las fuerzas y pre- 
sentaremos dos de los conceptos más importantes de la 
mecánica: el equilibrio y el diagrama de cuerpo libre. 
Usaremos los diagramas de cuerpo libre para identificar 
las fuerzas sobre cuerpos y usaremos el equilibrio para 
determinar fuerzas desconocidas. 
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El sobrealimentador Energia podría 
usarse en un programa espacial de 
E.U.A. y Rusia. 


Las cintas magnéticas se utilizan 
para almacenar información. 


Figura 3.2 
7 F, E, F, 
(a) Fuerzas concurrentes. F, F, a E D 
(b) Fuerzas paralelas. o r fi 
Na 
j 


3.1 Tipos de fuerzas 


El concepto de fuerza nos es muy familiar, como se evidencia con palabras 
de uso diario como empujar, firar y elevar. En ingeniería se tratan mu- 
chos tipos de fuerzas con un gran intervalo de magnitudes (Tabla 3.1), yes 
necesario familiarizarse con los términos básicos usados para describirlas. 


Tabla 3.1 Magnitudes de algunas fuerzas 


Tensión en la cinta de un impulsor magnético 2.2 N (0.5 lb) 
Fuerza de la atmósfera sobre una superficie 

de I metro cudrado al nivel del mar 1.0 x 10 N (2,2 x 10* lb) 
Fuerza de tracción máxima de una locomotora 9,0 x 10% N (2.0 x 10% ib} 


x 


Empuje del cohete Energia 3.9 x 107 N (8.8 x 10€ lb) 
Tensión en los cables principales del puente 
Verrazano-Narrows (Nueva York} 1.1 x 107 N (2.5 x 10% Ib) 


Línea de acción Cuando una fuerza se representa con un vector, la 
línea recta colineal al vector se denomina linea de acción de la fuerza (Fig. 
3.1). 


Figura 3.1 per 
Una fuerza F y su linea de acción. 27 œ~ Linea de 
acción 
de F 


Sistemas de fuerzas Un sistema de fuerzas es simplemente un conJun- 
to particular de fuerzas. Un sistema de fuerzas es coplanar o bidimensional 
si las lineas de acción de las fuerzas están contenidas en un plano, De lo 
contrario, el sistema es tridimensional. Un sistema de fuerzas es concu- 
rrente si las líneas de acción de las fuerzas se encuentran en un punto (Fig. 
3.2a) y paralelo si las líneas de acción son paralelas (Fig. 3.2b). 


€ 
Fe 


(a) (b) 
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Fuerzas externas e internas Se dice que un cuerpo está sometido a 
una fuerza externa si ésta es ejercida por un cuerpo diferente. Cuando una 
parte cualquiera de un cuerpo está sometida a una fuerza por otra parte del 
mismo cuerpo, está sometida a una fuerza interna. Estas definiciones re- 
quieren que se precise con claridad el cuerpo que se está considerando. Por 
ejemplo, suponga que usted es el cuerpo. Cuando usted está de pie, el 
piso, que es un cuerpo diferente, ejerce una fuerza externa sobre sus pies. 
Si aprieta sus manos, su mano izquierda ejerce una fuerza interna sobre 
su mano derecha. Sin embargo, si su mano derecha es el cuerpo en conside- 
ración, la fuerza ejercida por su mano izquierda es una fuerza externa. 


Fuerzas de cuerpo y de superficie Una fuerza que actúa sobre un 
cuerpo se denomina fuerza de cuerpo si actúa sobre el volumen del cuerpo 
y fuerza de superficie si actúa sobre su superficie. La fuerza gravitatoria 
sobre un cuerpo es una fuerza de cuerpo. Una fuerza de superficie se puede 
ejercer sobre un cuerpo por contacto con otro cuerpo. Las fuerzas de cuer- 
po y las de superficie pueden resultar de efectos electromagnéticos. 


Fuerzas gravitatorias 


Cuando se levanta algo pesado se percibe la fuerza ejercida sobre un cuer- 
po por la gravedad de la Tierra. La fuerza gravitatoria o peso de un cuerpo 
se puede representar por medio de un vector (Fig. 3.3). 

La magnitud del peso de un cuerpo se relaciona con su masa así 


[W] = mg, 


donde g es la aceleración debida a la gravedad al nivel del mar. Usaremos 
los valores g = 9.81 m/s? (SI) y g = 32.2 pie/s? (sistema inglés). 

Las fuerzas gravitatorias, y también las electromagnéticas, actúan a dis- 
tancia. Los cuerpos sobre los que actúan no tienen que estar en contacto 
con los cuerpos que ejercen las fuerzas. En la sección siguiente analizare- 
mos fuerzas que resultan del contacto entre cuerpos. 


Fuerzas de contacto 


Las fuerzas de contacto son las fuerzas que resultan del contacto entre 
cuerpos, por ejemplo al empujar una pared (Fig. 3.4a). La superficie de 
la mano ejerce una fuerza sobre la superficie de la pared que se puede 
representar con un vector FE (Fig. 3.4b). La pared ejerce una fuerza igual 
y opuesta —F sobre la mano (Fig. 3.4c). (Recuerde la tercera ley de Newton, 
citada en la página 4.) Si duda que la pared ejerce una fuerza sobre la 
mano, intente empujar la pared montado en patines. 
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Figura 3.3 


Representación del pesa de un cuerpo por 
un vector. 


Figura 3.4 
A (a) Se ejerce una fuerza de contacto sobre 
Ve ` una pared al empujar sobre ella. 
if H | (b) El vector F representa la fuerza 
ha -= F que se ejerce sobre la pared. 


íc) 
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{c) La pared ejerce una fuerza 
—F sobre la mano. 
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Trataremos con fuerzas de contacto ejercidas sobre cuerpos por el con- 
4 tacto con las superficies de otros cuerpos y por cuerdas, cables y resortes. 


Superficies Considere dos superficies planas en contacto (Fig. 3.5a). 
Ea fuerza ejercida sobre la superficie derecha por la superficie izquierda 
se representa con el vector F (Fig. 3.5b). Podemos separar F en una compo- 
nente N normal a la superficie y una componente f paralela a ésta (Fig. 
3.5c). La componente N se denomina fuerza normal y la componente f 
se denomina fuerza de fricción. Si la fuerza de fricción entre dos superficies 
es despreciable respecto a la fuerza normal, diremos que las superficies son 
lisas. Aquí mostramos sólo la fuerza normal (Fig. 3.5d). Si la fuerza de 
fricción no se puede despreciar, las superficies son rugosas. 


Figura 3.5 

(a) Dos superficies planas en contacto. 

(b) La fuerza F ejercida sobre la superficie derecha. 
(c) La fuerza F se separa en sus componentes normal y 
paralela a la superficie. 

(d) Sólo se muestra la fuerza normal cuando se desprecia 
la fricción. 


Si las superficies de contacto son curvas (Fig. 3.6a), la fuerza normal 
y la fuerza de fricción son, respectivamente, perpendicular y paralela al 
plano tangente a las superficies en su punto común de contacto (Fig. 3.6b). 


Figura 3.6 

(a) Superficies curvas de contacto. La línea 
discontinua indica el plano tangente a las 
superficies en su punto de contacto. 

(b) La fuerza normal y la fuerza de fricción sobre 
la superficie derecha. 
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Cuerdas y cables Se puede ejercer una fuerza de contacto sobre un 
cuerpo uniéndo una cuerda o un cable al cuerpo y tirando de él, En la 
figura 3.7(a), el cable de la grúa está unido a un contenedor de materiales 
de construcción. La fuerza que el cable ejerce sobre el contenedor se puede 
representar con un vector T (Fig. 3.7b). La magnitud de T se denomina 
tensión en el cable y la linea de acción de T es colineal al cable. El cable 
ejerce una fuerza igual y opuesta —T sobre la grúa (Fig. 3.7c). 


(a) 


Figura 3.7 

(a) Grúa con su cable unido a un contenedor. 

(b) Fuerza T ejercida por el cable sobre el contenedor. 
{c} Fuerza —T ejercida por el cable sobre la grúa. 


Observe que hemos supuesto que el cable es recto y que la tensión donde 
el cable se conecta al contenedor es igual a la tensión cerca de la grúa. 
Ésto es aproximadamente cierto si el peso del cable es pequeño comparado 
con la tensión. De lo contrario, el cable se colgará en forma considerable 
y la tensión variará a lo largo de éi. En el capítulo 9 analizaremos cuerdas y 
cables cuyos pesos no son pequeños en comparación con sus tensiones. 
Por ahora supondremos que las cuerdas y los cables son rectos y que sus 
tensiones son constantes a través de su longitud. 

Una polea es una rueda con un borde ranurado que se puede usar para 
cambiar la dirección de una cuerda o de un cable (Fig. 3.8a). Por ahora 
supondremos que la tensión es la misma en ambos lados de una polea (Fig. 
3.8b). Esto es cierto, por lo menos de manera aproximada, cuando la polea 
puede girar libremente y la cuerda o el cable es estacionario o bien hace 
girar la polea a una velocidad constante, 


IT] = IT 


(b) 
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(b) 


(c) 


Figura 3.8 


(a) Una polea cambia la dirección de una 
cuerda o un cable. 

(b) Por ahora, se debe suponer que las 
tensiones a cada lado de la polea son 
iguales. 


82 CAPÍTULO 3 FUERZAS 


Resortes Los resortes se usan para ejercer fuerzas de contacto en dispo- 
sitivos mecánicos, por ejemplo en la suspensión de vehículos (Fig. 3.9). 
Consideremos un resorte cuya longitud no estirada, es decir la longitud 
del resorte cuando sus extremos están sueltos, es £, (Fig. 3.10a). Cuando 
el resorte se estira una longitud L mayor que £, (Fig. 3.10b), jalará so- 
bre el cuerpo al que está unido con una fuerza F (Fig. 3.10c). El cuerpo 
ejerce una fuerza igual y opuesta —F sobre el resorte (Fig. 3.10d). 


Figura 3.9 
Resortes en la suspensión de un auto. El dispositivo 
de la derecha se llama soporte MacPherson. 


Resorte s 


Amortiguador 


Resorte 


S 


* 
An ds de ds 


z | 
A 


Aity 


+ 


K 
aan | 


BETSI S 
A | 


B, 
S5 


Cuando el resorte se comprime una longitud £ menor que Lo (Figs. 
(b) 3.11a, b), empuja sobre el cuerpo con una fuerza F y el cuerpo ejerce una 
fuerza igual y opuesta —F sobre el resorte (Fig. 3.11c, d). Si éste se compri- 
me demasiado, puede pandearse (Fig. 3.11e). Un resorte diseñado para 


a SAAV 
le 


= 
] 


(a) 


(d) 


Figura 3.10 

(a) Resorte de longitud no estirada igual 
a Lp 

(b) El resorte estirado a una longitud £ 
> Ep. 

(c, d) Fuerza F ejercida por el resorte y 
fuerza —F sobre el resorte. 


Figura 3.11 

(a) Resorte de longitud Ly. 

(b) El resorte comprimido a una longitud (d) 
L € Lp 

{c, d) El resorte empuja sobre un cuerpo 
con una fuerza F y el cuerpo ejerce una 
fuerza —F sobre el resorte. 

(e) Un resorte se pandeará si se comprime 
demasiado. 


(e) 
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ejercer una fuerza al comprimirse suele tener un soporte lateral para pre- 
venir el pandeo; por ejemplo, suele encerrársele en un cilindro. En las sus- 
pensiones de automóviles mostradas en la figura 3.9, los amortiguadores 
dentro del resorte impiden que éste se pandee. 

La magnitud de la fuerza ejercida por un resorte depende de su material, 
su diseño y de cuánto varía con respecto a su longitud original. Cuando 
el cambio de longitud no es muy grande en comparación con la longitud 
no estirada, los resortes que suelen usarse en dispositivos mecánicos ejer- 
cen una fuerza aproximadamente proporcional al cambio de longitud: 


IE| = k]£ — Lol. (3.1) 


Como la fuerza es una función lineal del cambio de longitud (Fig. 3.12), 
un resorte que cumple con esta relación se denomina resorte lineal. El valor 
de la constante del resorte k depende del material y del diseño del resorte. 
Sus dimensiones son (fuerza)/(longitud). Observe en la ecuación (3.1) que 
k es igual a la magnitud de la fuerza requerida para estirar o comprimir 
el resorte una unidad de longitud. 

Suponga que la longitud no estirada de un resorte es L) = 1 m y k = 
3000 N/m. Si el resorte se estira hasta alcanzar una longitud £ = 1.2 m, 
la magnitud de la fuerza que ejerce es 


kIL — Lo] = 3000 (1.2 — 1) = 600 N. 


Aunque es cierto que los resortes suelen utilizarse en dispositivos mecá- 
nicos, nos interesan por una razón mucho más general: sirven para mode- 
lar situaciones en que las fuerzas dependen de los desplazamientos. Por 
ejemplo, la fuerza necesaria para flexionar la viga de acero de la figura 
3.13(a) es una función lineal del desplazamiento å, 


|F| = kô, 


si ô no es muy grande. Así, representamos el comportamiento debido a 
la fuerza de flexión de la viga con un resorte lineal (Fig. 3.13b). Esto revela 
una técnica poderosa: analizar estructuras complicadas modelándotlas co- 
mo conjuntos de pequeños elementos conectados por resortes lineales. 


ó ó 
= F i —— F 
| k 
(o) 


Figura 3.13 


(a) Viga de acero flexionada por una fuerza, 
(b) Modelado del comportamiento de la viga 
por medio de un resorte lineal. 


(a) 
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IL- Ly 


Figura 3.12 


La gráfica de la fuerza ejercida por un 
resorte lineal en función de su 
alargamiento o contracción es una linea 
recta con pendiente £. 
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3.2 Equilibrio y diagramas 
de cuerpo libre 


La estática es el estudio de cuerpos en equilibrio. En la conversación diaria, 
“equilibrio” significa un estado invariable, es decir, una situación balan- 
ceada. Ántes de explicar con precisión qué significa este término en mecá- 
nica, consideremos algunos ejemplos. Los muebles de una habitación y 
una persona inmóvil y de pie en esa habitación están en equilibrio. Si un 
tren viaja a velocidad constante en una trayectoria recta, los cuerpos que 
están en reposo con respecto al tren, como una persona de pie en el pasillo 
de éste, se hallan en equilibrio (Fig. 3.14a). La persona de pie en la habita- 
ción y la persona de pie en el pasillo del tren no sufren aceleraciones. Sin 
embargo, si el tren aumenta o disminuye su velocidad, la persona de pie 
en el pasillo ya no estará en equilibrio y podría caerse (Fig. 3.14b). 


Figura 3.14 Y A, cy GA 

(a) Mientras el tren se mueve a velocidad 
constante, una persona de pie en el pasillo está 
en equilibrio. 

(b) Si el tren acelera, la persona ya no está en 
equilíbrio. 


(a) (b) 


Decimos que un cuerpo está en equilibrio sólo si cada punto del cuerpo 
tiene la misma velocidad constante, denominada traslación uniforme. La 
velocidad debe medirse respecto a un marco de referencia en el que sean 
válidas las leyes de Newton, es decir, respecto a un marco de referencia 
inercial. En la mayoría de las aplicaciones de ingeniería, la velocidad se 
puede medir respecto a la superficie de la Tierra. 

La suma vectorial de las fuerzas externas que actúan sobre un cuerpo 
en equilibrio es igual a cero. Usaremos el símbolo EF para denotar la suma 
de las fuerzas externas. Así, cuando un cuerpo está en equilibrio, 


EF =0. (3.2) 


En ocasiones, esta ecuación de equilibrio se usa para determinar fuerzas 
desconocidas que actúan sobre un cuerpo en equilibrio. Lo primero es 
dibujar un diagrama de cuerpo libre para identificar las fuerzas externas 
que actúan sobre el cuerpo. El diagrama de cuerpo líbrees una herramienta 
esencial de la mecánica. Con él se centra la atención en el cuerpo de interés, 
y se identifican las fuerzas externas que actúan sobre él. En estática nos 
interesarán sólo cuerpos en equilibrio, aunque los diagramas de cuerpo 
libre se usan en dinámica para analizar los movimientos de los cuerpos, 

El diagrama de cuerpo libre es un concepto sencillo. Es el dibujo de 
un cuerpo y de las fuerzas externas que actúan sobre él, sin incluir nada 
aparte del cuerpo de interés; muestra el cuerpo aislado o liberado de su 
entorno. El dibujo de un diagrama de cuerpo libre consta de tres pasos: 


1. Identificar el cuerpo por aislar. Como se verá, la elección suele estar 
dictada por las fuerzas particulares que se quiere determinar. 
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2. Dibujar un croquis del cuerpo aislado de su entorno y mostrar las 
dimensiones y ángulos pertinentes. El dibujo debe ser razonablemen- 
te preciso, pero pueden omitirse detalles irrelevantes. 

3. Dibujar los vectores que representen todas las fuerzas externas que 
actúen sobre el cuerpo aislado y designarlos apropiadamente. No se 
debe olvidar incluir la fuerza gravitatoria, a menos que intencional- 
mente no se considere. 


A menudo debe elegirse un sistema de coordenadas para expresar las 
fuerzas sobre el cuerpo aislado en función de sus componentes. Es conve- 
niente elegir el sistema de coordenadas antes de dibujar el diagrama de 
cuerpo libre, pero en ciertos casos la mejor elección de un sistema de coor- 
denadas no será notoria hasta después de dibujar el diagrama. 

Un ejemplo sencillo mostrará cómo elegir los diagramas de cuerpo libre 
para determinar fuerzas particulares; recuerde que se debe distinguir con 
cuidado entre fuerzas externas e internas. En la figura 3.15 dos bloques 
en reposo de igual peso W están suspendidos por medio de cables. El siste- 
ma está en equilibrio, Se quiere determinar las tensiones en los dos cables. 

Para determinar la tensión en el cable AB ajslamos un “cuerpo”” que 
consista en el bloque inferior y parte del cable 48 (Fig. 3.16a). Luego, 
¿qué fuerzas se pueden ejercer sobre este cuerpo aislado por cuerpos no 
incluidos en el diagrama? La Tierra ejerce una fuerza gravitatoria de mag- 
nitud W sobre el bloque, y en el sitio donde **cortamos”” el cable AB éste 
se encuentra sometido a una fuerza de contacto igual a la tensión en el 
cable (Fig. 3.16b). Las flechas indican las direcciones de las fuerzas. El 
escalar W es el peso del bloque y T4g es la tensión en el cable AB. El peso 
de la parte del cable incluida en el diagrama de cuerpo libre puede despre- 
clarse si se compara con el peso del bloque. 

Como el diagrama de cuerpo libre está en equilibrio, la suma de las fuer- 
zas externas es cero. La ecuación de equilibrio se obtiene en función de 
un sistema coordenado con el eje y dirigido hacia arriba (Fig. 3.160): 


EF = Tagj- Wj= (Tas — W)j=0. 


En consecuencia, la tensión en el cable AB es Tap = W. 


(b) (c) 
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Figura 3.15 
Bloques en reposo suspendidos por cables. 


Figura 3.16 


(a) Aislamiento del bloque inferior y 
parte del cable AB. 

(b) La indicación de las fuerzas exteriores 
completa el diagrama de cuerpo libre. 

(c) Introducción de un sistema de 
coordenadas, 
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Podemos determinar ahora la tensión en el cable CD aislando el bloque 
superior (Fig. 3.17a). Las fuerzas exteriores son el peso del bloque superior 
y las tensiones en los dos cables (Fig. 3.17b). Para este caso obtenemos 
la ecuación de equilibrio 


EF = Tcoj— Tag j—- Wj= (Tep — Tag — W)j=0. 


Tag = W, encontramos que Tep = 21. 


Figura 3.17 

(a) Aislamiento del bloque superior para determinar 
la tensión en el cable CD. 

(b) Diagrama de cuerpo libre del bloque superior. 


Podríamos también haber determinado la tensión en el cable CD tratan- 
do los dos bloques y el cable 4B como un solo cuerpo (Figs. 3.18a, b). 
La ecuación de equilibrio es 


EF = Tepj- Wj- Wj= (Tco-2W)j=0, 
y obtenemos de nuevo Tep = 2W. 


Figura 3.18 y 

(a) Alternativa para determinar la tensión 

en el cable CD. 

(b) Diagrama de cuerpo libre de ambos bloques 
y del cable AB. 


tb} 
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¿Por qué la tensión en el cable 4B no aparece en el diagrama de cuerpo 
libre de la figura 3.18(b)? Recuerde que en los diagramas de cuerpo libre 
sólo se muestran fuerzas externas. Como en este caso el cable AB es parte 
del diagrama de cuerpo libre, las fuerzas que ejerce sobre los bloques supe- 
riores e inferiores son fuerzas internas. 


3.3 Sistemas bidimensionales 
de fuerzas 


Suponga que el sistema de fuerzas externas que actúan sobre un cuerpo 
en equilibrio es bidimensional (coplanar). Orientando un sistema coorde- 
nado de manera que las fuerzas queden en el plano x-y, podemos expresar 
la suma de las fuerzas externas como 


EF =(EEJi+(EF)j=0, 


donde EF, y EF, son las sumas de las componentes x y y de las fuerzas. 
Esta ecuación se satisface si y sólo si 


Obtenemos así dos ecuaciones de equilibrio. Cada una de las sumas de 
las componentes x y y de las fuerzas externas que actúan sobre un cuerpo 
en equilibrio debe ser igual a cero. 


Los ejemplos siguientes presentan situaciones en las cuales se pueden usar 
las ecuaciones (3.3) para determinar fuerzas desconocidas que actúan s0- 
bre cuerpos en equilibrio. Se requiere efectuar dos pasos: 


l. Dibujar un diagrama de cuerpo libre. El cuerpo por aistar debe ser 
tal que conduzca a un diagrama de cuerpo libre donde se incluyan 
fas fuerzas conocidas y las que se quieren determinar. 


2. Establecer las ecuaciones de equilibrio. Fije un sistema coordenado 
y use la ecuación (3.3) para obtener expresiones que relacionen las 
fuerzas conocidas con las desconocidas. 
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Figura 3.19 


(a) Aislamiento del cajón neumático 


(b) El diagrama de cuerpo libre completo 
muestra las fuerzas externas 
conocidas y desconocidas. 


Tamm- 

pa |! 

| ano T sen 40° 
17 A 


e | | 
T cos 40° 
Mid js 
e 
| f 
N 


(c) Introducción de un sistema 
coordenado y separación de T en sus 
componentes. 


Ejemplo 3.1 


El cable de la grúa de la figura 3.19 está unido a un cajón neumático en reposo 
de masa igual a 300 kg. La tensión en el cable es de 1 KN. Determine las fuerzas 
normal y de fricción ejercidas sobre el cajón por el suelo. 


ESTRATEGIA 


Como el cajón está en equilibrio, podemos determinar las fuerzas normal y 
de fricción dibujando su diagrama de cuerpo libre y usando las ecuaciones (3.3). 


SOLUCIÓN 


Dibujo del diagrama de cuerpo libre Aislamos el cajón (Fig. a) de su 
entorno y luego completamos el diagrama de cuerpo libre mostrando las fuerzas 
externas que actúan sobre él (Fig. b). Las fuerzas son el peso W = mg = (300 
kg)(9.81 m/s?) = 2943 N, la fuerza T = 1000 N ejercida por el cable, y la 
fuerza normal N y la fuerza f de fricción ejercida por el suelo. 


Aplicación de las ecuaciones de equilibrio Estableciendo el sistema 
coordenado que se muestra en la figura (c) al descomponer la fuerza ejercida 
por el cable en sus componentes x y y, obtenemos las ecuaciones de equilibrio 


Sal 
"Y 
Il 


,. =J-= Tecos 40% = 0, 


Mm 
5H 
Il 


T sen 40° + N- W =0. 
La fuerza de fricción es 
J = T cos 40° = (1000) cos 40° = 766 N, 
y la fuerza normal es 
N = W- T sen 40° = 2943 — (1000) sen 40° = 2300 N. 


COMENTARIOS 


Siempre se debe tratar de entender el significado fisico de las ecuaciones utiliza- 
das. En este ejemplo, podemos ver en el diagrama de cuerpo libre (Fig. b) que 
el cajón estará en equilibrio sólo si la fuerza de fricción está equilibrada por 
la componente horizontal de la fuerza ejercida por el cable: f = T cos 40”. 
Podemos ver también que la fuerza normal y la componente vertical de la fuerza 
ejercida por el cable deben equilibrar al peso del cajón: YN + FP sen 40% = W. 
Éstas son las mismas ecuaciones de equilibrio que obtuvimos de manera formal 
haciendo las sumas de las fuerzas en las direcciones x y y iguales a cero. 
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A Ejemplo 3.2 


El motor (Fig. 3.20) está suspendido por un sistema de cables. La masa del 
motor es de 200 kg. ¿Qué valores tienen las tensiones en los cables 4B y AC? 


ESTRATEGIA 


Necesitamos un diagrama de cuerpo líbre en el que se muestren las fuerzas que 
queremos determinar. Aislando parte del sistema de cables cerca del punto A, 
donde se unen los cables, obtenemos un diagrama de cuerpo libre que está some- 
tido al peso del motor y a las tensiones desconocidas en los cables 4B y AC. 


SOLUCIÓN 


Dibujo del diagrama de cuerpo libre  Aislando parte del sistema de ca- 
bles cerca del punto A (Fig. a), se obtiene un diagrama de cuerpo libre sometido 
al peso del motor W = mg = (200 kgX9.81 m/s?) = 1962 N y a las tensiones 
en los cables 4B y AC (Fig. b). 


Aplicación de las ecuaciones de equilibrio Seleccionamos el sisterna 
coordenado de la figura (c) y descomponemos las tensiones de los cables en 
sus componentes x y y. Las ecuaciones de equilibrio resultantes son 


i 


EF, = Tac cos 45° — Tap cos 60° = 0, 


Il 


EF, = Tac sen 45% + Tap sen 60° — 1962 = 0, 


A] resolver estas ecuaciones, las tensiones son Tag = 1436 N y Tac = 1016 N. 

Solución alternativa. Podemos determinar las tensiones en los cables de otra 
manera que nos ayudará también a visualizar las condiciones de equilibrio. Co- 
mo la suma de las tres fuerzas que actúan en el diagrama de cuerpo libre es 
igual a cero, los vectores forman un poligono cerrado cuando se colocan uno 
a continuación del otro (Fig. d}. Se puede ver que la suma de los componentes 
verticales de la tensión equilibra al peso y que las componentes horizontales 
de las tensiones se deben equilibrar entre si. El ángulo opuesto al peso W en 
el triángulo es 180% — 30° — 45 = 105%, Al aplicar la ley de los senos, 


(a) Aislamiento de (b) Diagrama de 
parte del sistema cuerpo libre 
de cables. completo. 


sen 45% _ sen 30% _ sen 105% 


obtenemos Tag = 1436 N y Tiç = 1016 N. 


X 


(c) Selección de un sistema coordenado y 
descomposición de las fuerzas en 


COMENTARIOS componentes, 


¿Cómo escogimos el diagrama de cuerpo libre que nos permitió determinar 


3 a Tag 
las tensiones desconocidas en los cables? No hay reglas especificas para ello. Alas. 
Usted aprenderá a hacerlo con los ejemplos que presentaremos, pero siempre W= 1962 N 
encontrará situaciones nuevas. Quizá sea necesario ensayar varios diagramas Tc [300 
A 


de cuerpo libre antes de encontrar el que proporcione la información requerida. 
Recuerde que las fuerzas que se quieren determinar deben aparecer como fuer- 
zas externas en el diagrama de cuerpo libre, y que el objetivo es obtener un 


k: x ii ; 3 (d) Triángulo formado por la suma de 
número de ecuaciones de equilibrio igual al número de fuerzas desconocidas. H 


las tres fuerzas. 
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Figura 3.21 


Una caja de 300 lb se mantiene en equilibrio en la bodega de un barco inclinado 
(Fig. 3.21), con ayuda de una cuerda elástica en el lado izquierdo de la caja. 
(La cuerda floja en el lado derecho de la caja ejerce una fuerza despreciable.) La 
cuerda se comporta como un resorte lineal con constante k = 200 [b/pie y su 
longitud sin estirar es de 5 pies. Desprecie la fricción. 

(a) Determine la tensión en la cuerda y la fuerza normal ejercida sobre la caja 
por el piso de la bodega. 

(b) ¿Cuál es la longitud de la cuerda estirada? 


ESTRATEGIA 


(a) La caja está fija respecto al barco y suponemos que éste se halla en reposo, 
por lo que la caja está en equilibrio. Para determinar las fuerzas ejercidas sobre 
la caja, debemos dibujar su diagrama de cuerpo libre y aplicar las ecuaciones 
de equilibrio. Este ejemplo sugiere dos posibles orientaciones para el sistema 
coordenado. ¿Deben los ejes ser horizontal y vertical o paralelo y perpendicular 
al piso? Usaremos ambas orientaciones con el fin de compararlas. 

(b) Una vez que se ha determinado la tensión en la cuerda, podemos usar la 
ecuación (3.1) para calcular su longitud estirada. 


SOLUCIÓN 


(a) Para determinar la tensión en la cuerda y la fuerza normal sobre la caja 
se deben completar dos pasos. 


Dibujo del diagrama de cuerpo libre  Aislamos la caja de su entorno 
(Fig. a) y completamos el diagrama de cuerpo libre mostrando el peso W, la 
fuerza Tejercida por la cuerda y la fuerza normal N ejercida por el piso (Fig. b). 


(a) Aislamiento del cajón. 


(b) Diagrama de cuerpo 
libre completo. 
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Aplicación de las ecuaciones de equllibrio Alineando el sistema y 
coordenado como se muestra en la figura (c) y descomponiendo T y N en sus 
componentes x y y, obtenemos las ecuaciones de equilibrio 


EF, 


tl 


N sen 20° — T cos 20° = 0, 


EF, = N cos 20° + T sen 20°- W = 0. 


tl 


Si multiplicamos la primera ecuación por sen 20° y la segunda por cos 20° y 


N sen 20° 
las sumamos, encontramos que la fuerza normal es 


N = W cos 20° = (300) cos 20° = 281.9 lb. 


Ahora podemos resolver la primera ecuación de equilibrio y obtener la tensión 


en el resorte: (c) El sistema coordenado 
dispuesto horizontal y 
sen 209 sen 20° verticalmente. 
cos 20% 7 (81.9) 200 7 102.6 lb 
y 


Solución alternativa. Si alineamos el sistema coordenado como se muestra 
en la figura (d) y separamos el peso W en sus componentes x y y, obtenemos 
las ecuaciones de equilibrio 


LF, = W sen 20° — F =0, 


EF 


y = N- W cos 20° = 0. 


Las soluciones para N y F son 


N W cos 20° 


[l 
" 


(300) cos 20° 


281.9 lb, 


T W sen 20% 


(300) sen 20° 


102.6 lb. 
(b) La tensión en la cuerda está relacionada con su longitud según la expresión 


TT => ES; (d) El sistema coordenado 


dispuesto paralela y 


donde L y Lo son las longitudes estirada y sin estirar, respectivamente. Si re- E . 
perpendicularmente al piso. 


solvemos esta ecuación para la longitud estirada obtenemos 


T 102.6 ; 
L=Ly+ y = 5 + “9 = 5:51 pie. 


COMENTARIOS 


Si bien pudimos determinar las fuerzas desconocidas sobre la caja usando am- 
bas orientaciones del sistema coordenado, la alineación de los ejes paralelamen- 
te a las fuerzas desconocidas (Fig. d) dio origen a ecuaciones más fáciles de 
resolver. A veces las soluciones de los problemas se pueden simplificar esco- 
giendo en forma adecuada los sistemas coordenados. Aunque se obtendrán 
diferentes ecuaciones de equilibrio usando distintos sistemas coordenados, los 
resultados para las fuerzas desconocidas no dependerán de la selección del siste- 
ma coordenado. 
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Ejemplo 3.4 


Aplicaciones a la ingenieria 


Vuelo uniforme 


Las fuerzas que actúan sobre el avión son su peso W, el empuje T ejercido 
por sus motores, y las fuerzas aerodinámicas. La línea discontinua indica la 
trayectoria que sigue el avión. Al descomponer las fuerzas aerodinámicas se 
tienen una componente perpendicular a la trayectoria, la fuerza de sustentación 
L, y una componente paralela a la trayectoria, la fuerza de arrastre D. El ángulo 
y entre la horizontal y la trayectoria se denomina ángulo de la trayectoria de 
vuelo, y a es el ángulo de ataque. Si el avión permanece en equilibrio durante 
un intervalo de tiempo, se dice que se encuentra en vuelo uniforme, Si y = 
6%, D = 125 kN, L = 680 KN y la masa del avión = 72 Mg (megagramos), 
¿qué valores de T y de e: son necesarios para mantener un vuelo uniforme? 


Figura 3.22 
Fuerzas externas sobre un avión 
en vuelo. 


SOLUCIÓN 

En términos del sistema coordenado, las ecuaciones de equilibrio son 
EF, = Tcos a - D- W sen y = 0, (3.4) 
EF, = Tsen a + L- W cosy = 0. (3.5) 


En la ecuación (3.5) despejamos sen æ, en la ecuación (3.4) despejamos cos 
e: y las dividimos para obtener una ecuación para tan œ: 


sen a 
tan a = = 
COS a 


W cosy- L 
W sen y + D 


_ {72 000X{9.81) cos 6° — 680 000 
{72 000X{9.81} sen 6% + 125 000 


0.113. 


1l 
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El ángulo de ataque œ = arctan (0.113) = 6.449. Ahora usamos la ecuación 
(3.4) para determinar el empuje: 


p- Wseny +D _ (72 0009.81) sen 6? + 125 000 
= “ona. A cos 6.44% 


= 200 094 N, 


Observe que el empuje necesario para un vuelo uniforme corresponde al 28% 
del peso del avión. 


TEMAS DE DISEÑO 


En los ejemplos, hasta ahora, se dieron los valores de ciertas fuerzas que actúan 
sobre un cuerpo en equilibrio, y el objetivo fue tan sólo determinar las fuerzas 
desconocidas haciendo la suma de las fuerzas igual a cero. En casos reales de 
ingeniería, un cuerpo en equilibrio está sometido a fuerzas que tienen valores 
diferentes en condiciones distintas, y esto influye mucho en su diseño. 

Cuando un avión viaja a altitud constante (y = 0), las ecuaciones (3.4) y 
(3.5) se reducen a 


Tcosa = D, 


Tseng + L wW., 


La componente horizontal del empuje debe ser igual al arrastre. y la suma de 
la componente vertical del empuje y de la sustentación debe ser igual al peso. 
Para un valor fijo de e, la sustentación y el arrastre aumentan conforme se 
incrementa la velocidad del avión. Un aspecto importante del diseño es minimi- 
zar Da la velocidad de crucero para reducir el empuje (y en consecuencia el 
consumo de combustible) necesario para satisfacer la primera ecuación de equi- 
librio. Gran parte de la investigación relativa al diseño de aviones, incluidos 
los análisis teóricos y los ensayos en túneles de viento (Fig. 3,23), se dedica 
al desarrollo de perfiles aerodinámicos que minimicen el arrastre. 


Figura 3.23 


Los túneles de viento se usan para medir 
las fuerzas aerodinámicas sobre modelos 
de aviones. 
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Cuando un avión va a aterrizar, su velocidad es mucho menor y el arrastre 
es de menor influencia en el diseño. También la sustentación es menor, y el 
cumplimiento de la ecuación (3.5) se convierte en la principal consideración 
en el diseño. Dentro de ciertos límites, el piloto puede incrementar los términos 
T sen æ y £ incrementando el ángulo de ataque. Esto es muy evidente en el 
gran ángulo de ataque empleado durante el aterrizaje del Concorde (Fig. 3.24), 
avión en el que los ingenieros tuvieron que sacrificar buenas características ae- 
rodinámicas durante el aterrizaje para obtener un arrastre suficientemente bajo 
a velocidades de crucero muy altas. En el caso del F-14 (Fig. 3.25), se usaron 
alas con flecha o barrido variable para obtener buenas características de susten- 
tación a baja velocidad, así como un bajo arrastre a alta velocidad. 


Figura 3.24 

El Concorde tiene que aterrizar con un 
gran ángulo de ataque para generar 
suficiente sustentación. 


Figura 3.25 

El avión de cada F-14 con sus alas configuradas 
para el despegue y aterrizaje, y configuradas para 
altas velocidades. 


Problemas 


3.1 Tres fuerzas externas actúan sobre un cuerpo en equili- 3.3 Se muestran las fuerzas externas que actúan sobre un 
brio: F, = 20i — 30j(N), F, = 10i — 10j(N), y F,. ¿Cuál es la cuerpo en equilibrio. Si F, = 75 N, ¿que valor tienen F y F3? 
magnitud de F,? 

y 


3.2 Tres fuerzas externas actúan sobre un elemento estructu- 
ral en equilibrio: E, = 40i + 30j(klb), F, y F,. La fuerza F, 
es paralela al vector unitario (2/45) + (YD, y F; es para- 
lela al vector unitario (-2/45)i — (1/V5)j. Determine F, y F}. 


P3.3 
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3.4 La fuerza F, = 100 1b. (a) ¿Cuál es el mínimo valor de F, 
para el cual ef diagrama de cuerpo libre puede estar en equili- 
brio? (b) Si F; tiene el valor determinado en la parte (a), ¿qué 
valor tiene el ángulo œ? 

Estrategia: Dibuje un diagrama vectorial de la suma de las 
tres fuerzas. 


F, 


P3.4 


3.5 La viga mostrada está en equilibrio. Si B = 260 N y € 
= 100 N, ¿qué valor tienen las fuerzas A, y A,? 


P3.5 


3.6 Un zoólogo calcula que la quijada de un predador está 
sometida a una fuerza P de 800 N. ¿Qué fuerzas T y M deben 
ejercer los músculos temporal y masetero para soportar este va- 
lor de P? 


hs P3.6 
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3.7 Setienen dos resortes idénticos, con longitudes sin estirar 
de 250 mm y constantes k = 1200 N/m. 

(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre del bloque A. 

(b) Dibuje el diagrama de cuerpo libre del bloque B. 

(c) ¿Cuáles son las masas de los dos bloques? 


280 mm 


P3.7 


3.8 Enla figura P3.8, la barra horizontal de 200 lb está colga- 
da de los resortes 4, B y C. Las longitudes sin estirar de los 
resortes son iguales. Las constantes de los resortes son k4 = 
ko = 400 lb/pie y kg = 300 lb/pie. ¿Cuáles son las tensiones 
en los resortes? 


P3.8 


3.9 Si se desprecian los pesos de las poleas mostradas, ¿qué 
fuerza F se necesita para soportar el peso W? 


P3.9 
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3.10 La masa de una grúa es de 20 Mg (megagramos) y la 
tensión en su cable es de 1 kN. El cable de la grúa está unido 
a un bloque cuya masa es de 400 kg. Determine las magnitudes 
de las fuerzas normal y de fricción ejercidas sobre la grúa por 
el terreno a nivel. 

Estrategia: Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la grúa y 
la parte de su cable dentro de la línea discontinua. 


P3.10 


3.11 Un auto de 2400 lb se aparca en una calle inclinada. Si 
a = 25%, ¿cuáles son las magnitudes de las fuerzas totales nor- 
mal y de fricción ejercidas sobre el auto por el pavimento? 


P3.11 
3.12 Suponga que el automóvil de 2400 lb del problema 3.11 
permanecerá en equilibrio sobre la calle inclinada sólo si la fuer- 
za de fricción ejercida sobre él por el pavimento no es mayor 
que 0,6 veces la fuerza normal. ¿Cuál es el máximo ángulo « 
para el cual el automóvil permanecerá en equilibrio? 


3.13 La masa de una caja es de 40 kg. La superficie inclinada 
es rugosa. La longitud del resorte es de 180 mm, su longitud 
sin estirar es de 200 mm y su constante es k = 2500 N/m. ¿Cuál 
es la magnitud de la fuerza de fricción ejercida sobre la caja 
por la superficie rugosa? 


P3.13 


3.14 Una caja de 600 lb se mantiene en equilibrio sobre la 
plataforma lisa de un camión de volteo por medio de la cuerda 
AB. (Recuerde que “lisa” significa que la fricción es despre- 
ciable.) 

(a) Sia = 25%, ¿cuál es la tensión en la cuerda? 

(b) Si la cuerda resiste con seguridad una tensión de 400 lb, 
¿cuál es el valor máximo admisible para œ? 


P3.14 


3.15 Elcable AB impide que la caja de 5 Mg (megagramos) 
se deslice sobre el piso liso de la bodega del barco escorado. 
Si el cable puede resistir con seguridad una tensión de 40 kN, 
¿cuál es el valor máximo seguro del ángulo « de escora? 


P3.15 
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3.16 Los pesos de dos bloques (Fig. P3.16) son W, = 200 lb 
y W = 50 Ib..Ignorando la fricción, determine la fuerza que 
la persona debe ejercer para mantener tos bloques en equilibrio. 


P3.16 


3.17 Los dos resortes mostrados tienen la misma longitud no 
estirada, y la superficie inclinada es lisa. Demuestre que las 


magnitudes de las fuerzas ejercidas por los dos resortes son 
F = W sen a(l + kk), 


= W sen a/(1 + kik). 


P3.17 


3.18 Un cuadro de 10 kg está colgado de un alambre. Si œ 
= 25%, ¿cuál es la tensión en el alambre? 


P3.18 
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3,19 Si el alambre que soporta el cuadro del problema 3.18 
se rompe cuando la tensión excede de 150 N y se quiere tener 
un factor de seguridad de 100% (o sea, se quiere que el alambre 
resista un peso igual al doble del peso del cuadro), ¿cuál es el 
valor mínimo que se puede usar para œ? 


3.20 Se requiere una tensión de 50 lb para jalar el arco a la 
posición mostrada. Determine la tenstón en la cuerda del arco 
(a) dibujando un diagrama de cuerpo libre de la cuerda y (b) 
dibujando un diagrama de cuerpo libre del arco. 


P3.20 


3.21 Un cohete está suspendido por medio de dos cables. La 
masa del cohete es de 45 Mg (megagramos). 

(a) ¿Cuál es la tensión en los cables cuando el cohete se encuen- 
tra en la posición mostrada? 

(b) Si el cohete mostrado se levanta enrollando los dos cables 
cantidades iguales, ¿qué tensión deben soportar los cables (con 
base en la tensión requerida para soportar el cohete en reposo) 
a fin de levantar el cohete 2 m arriba de la posición mostrada? 


P3.21 
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3.22 Un obrero mantiene en equilibrio una caja de 500 1b co- 3.24 Determine las tensiones en los cables A B y AC mostrados. 
mo se muestra en la figura. ¿Qué fuerza debe ejercer sobre el 
cable? 


P3.24 


3.25 Un semáforo de 140 kg pende de dos cables. ¿Cuál es 
la tensión en los cables? 


P3.22 


20 m | 20 m 


3.23 Un obrero en la Luna (aceleración debida a la gravedad 
= 5,32 pies?) mantiene en equilibrio la misma caja descrita 
en el problema 3.22 en la posición mostrada. ¿Qué fuerza debe 
ejercer sobre el cable? 


P3.23 
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3.26 Considere el semáforo del problema 3.25. Para levantar 
temporalmente el semáforo durante un desfile, un ingeniero 
quiere conectar el cable DE de 17 m de longitud a los puntos 
medios de los cables AB y AC, como se muestra en la figura. Sin 
embargo, por razones de seguridad, no quiere someter ninguno 
de los cables a una tensión mayor que 4 kN. ¿Podrá lograrlo? 


| 17] 


D E 


P3.26 


3.27 La masa de una caja suspendida es de S kg. ¿Cuáles son 
las tensiones en los cables 4B y AC? 


P3.27 


3.28 ¿Cuáles son las tensiones en los cables superior e infe- 
rior? (Deberá dar sus respuestas en función de W. Ignore el peso 


de la polea.) 
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3.29 Un astronauta realiza experimentos sobre una platafor- 
ma neumática. Mientras efectúa calibraciones, la plataforma 
se mantiene en equilibrio por los tirantes 4B, AC y AD. Las 
fuerzas ejercidas por los tirantes son las únicas fuerzas horizon- 
tales que actúan sobre la plataforma. Si la tensión en el tirante 
ACesde2N, ¿cuáles son las tensiones en los otros dos tirantes? 


VISTA SUPERIOR 


P3.29 


3.30 El poste mostrado ancla un cable que ayuda a soportar 
una torre petrolera. Sia: = 35% y 8 = 50°, ¿cuáles son las tensio- 
nes en los cables AB y AC? (Deberá dar sus respuestas en fun- 
ción de la tensión T.) 


P3.30 


P3.28 
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3.31 Considere el sistema del problema 3.30. Ángulo œ = 35°. 
(a) Determine el valor del ángulo $ que minimiza la tensión en 
el cable AC. 

(t) Cuando £ tiene el valor determinado en la parte (a), ¿cuáles 
son las tensiones en los cables AB y AC? (Deberá dar sus res- 
puestas en función de la tensión T.) 


3.32 La longitud del resorte AB sin estirar que aparece en la 
figura es de 660 mm y la constante k = 1000 N/m. ¿Cuál es 
la masa del cuerpo suspendido? 


350 mm 


y | 


P3.32 


3.33 Siel sistema descrito en el problema 3.32 se encuentra 
en Marte (aceleración debida a la gravedad = 4.02 m/s%, 
¿cuál es la masa del cuerpo suspendido? 


3.34 La boya de salvamento mostrada se usa para transferir 
a la persona 8 de un barco a otro. La persona está conectada a 
una polea que rueda sobre el cable superior. El peso total de 
la persona y la boya es de 250 lb. ¿Qué tensión se necesita en la 
cuerda horizontal AB para mantener a la persona en equili- 
brio en la posición mostrada? 


3.35 Un sistema de cables sostiene un banco de luces de 1000 
lb sobre un estudio cinematográfico. Determine las tensiones 
en los cables AB, CD y CE de la figura. 


—.18 pie——ej 


20 pie 


P3.35 


3.36 Considere el banco de luces de 1000 lb del problema 
3.35, Un operador cambia la posición de las luces retirando el 
cable CE. ¿Cuáles la tensión en el cable 4 B despues del cambio? 


3.37 Un modeio de avión pende del techo y se encuentra en 
equilibrio soportado por el conjunto de cables que se muestra 
en la figura. La masa del avión es de 1250 kg. Determine las 
tensiones en los segmentos de cable 4B, BC y CD. 


P3.37 
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3.38 Se quiere suspender un camión de 4 Mg (megagramos) 
como se muéstra en la figura, con fines publicitarios. La distan- 
cia b = 15 m y la suma de las longitudes de los cables AB y 
BC es de 42 m. ¿Cuáles son las tensiones en los cables? 


Le di 


P3.38 


3.39 La distancia A = 12 pulg y la tensión en el cable AD 
es de 200 lb. ¿Cuáles son las tensiones en los cables 4B y AC? 


| 


c 


P3.39 


3.40 En la figura P3.40 la masa de la caja de la izquierda es 
de 30 kg y la masa de la caja de la derecha es de 40 kg. Las 
superficies son lisas. 

(a) ¿Cuál es la tensión en el cable? 

(b) ¿Qué valor tiene el ángulo œ? 


P3.40 
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3.41 En el sistema en reposo del problema 3.40, la masa de 
la caja derecha es de 40 kg y el ángulo œ equivale a 45°, 
(a) ¿Cuál es la tensión en el cable? 

(b) ¿Cuál es la masa de la caja de la izquierda? 


3.42 Un cilindro de 50 1b descansa sobre dos superficies lisas. 
(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre del cilindro. 

(b) Sia = 30°, ¿cuáles son tas magnitudes de las fuerzas ejerci- 
das sobre el cilindro por las superficies izquierda y derecha? 


P3.42 


3.43 Obtenga una ecuación para la fuerza ejercida sobre el 
cilindro del problema 3.42 por la superficie izquierda en función 
del ángulo a; de dos maneras: (a) usando un sistema coordenado 
con el eje y vertical, y (b) usando un sistema coordenado con 
el eje y paralelo a la superficie derecha. 


3.44 Una esfera de 50 kg se encuentra en reposo sobre una 
superficie lisa horizontal. La fuerza horizontal F = 500 N. 
¿Cuál es la fuerza normal ejercida sobre la esfera por la superficie? 


P3.44 


3.45 Considere la esfera en reposo del problema 3.44, 

(a) Dibuje una gráfica de la fuerza normal ejercida sobre la esfe- 
ra por la superficie en función de la fuerza F desde F = 0 hasta 
F= 1 kN. 

(b) En el resultado de la parte (a), observe que la fuerza normal 
disminuye hasta 0 y se vuelve negativa conforme Ferece. ¿Qué 
significa esto? 
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3.46 El dispositivo que se muestra es arrastrado debajo de 
un barco para medir la temperatura y la salinidad del agua. La 
masa del dispositivo es de 130 kg. El ángulo œ = 20%, El movi- 
miento del agua respecto al dispositivo genera una fuerza de 
arrastre D horizontal. La distribución de la presión hidrostática 
en el agua ejerce una fuerza de “flotación”? B vertical de 500 
N. Determine la fuerza de arrastre D y la tensión en el cable. 


xXx ” T 
pe ; e < — 
Z TIAS E rial —- 


D 


P3.46 


3.47 Considere el dispositivo descrito en el problema 3.46. 
El dispositivo pesa 300 lb, la fuerza de arrastre D = 50 lb y 
la fuerza de flotación B = 100 lb. Determine la tensión en el 
cable y el ángulo æ. 


3.48 El sistema está en equilibrio. ¿Cuáles son las coordena- 
das del punto 4? 


= 


P3.48 


3.49 Una lámpara de peso W pende de un arco circular por 
medio de un gran número MN de cables uniformemente espacia- 
dos. La tensión en cada cable es la misma. Demuestre que 


Estrategia: Considere un elemento del arco definido por un 
ángulo dé medido en el punto donde se unen los cables; 


SIRIOS 


P3.49 


Como el ángulo total descrito por el arco es de r radianes, 
el número de cables unidos al elemento es (N/1) d8. Este resulta- 
do se puede usar para establecer las ecuaciones de equilibrio 
para la parte del sistema de cables en el punto en que éstos se 
unen. 


3.50 Lasolución del problema 3.49 es un resultado *“asintóti- 
co” cuya exactitud aumenta conforme se incrementa N., Deter- 
mine la tensión exacta Terana Para N = 3, 5, 9 y 17, y verifi- 
que las cifras de la siguiente tabla. 


N 3 5 9 17 
T. 

<L 32 dla 107 
"CN 

2N / 
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3.51 Un sistema (Fig. a) soporta lateralmente una carga que 
descansa en la plataforma lisa de un camión. La constante del 
resorte k = 100 lb/pie y la longitud de cada resorte no estirado 
es de 2 pies. Cuando la carga está sometida a una fuerza lateral 
efectiva F (Fig. b), la distancia de la posición original de la carga 
a su posición de equilibrio es ¿ = 1 pie. ¿Qué valor tiene F? 


P3.51 
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Los problemas 3.52 a 3.54 están relacionados con el 
ejemplo 3.4. 


3.52 Un avión se encuentra en vuelo uniforme a nivel (y = 
0). Su peso W = 30 000 lb, el empuje T = 8000 Ib y el ángulo 
de ataque œ = 10%. ¿Qué valor tiene la fuerza de arrastre D 
y la fuerza de sustentación £? 


3.53 Un avión se encuentra en vuelo uniforme. El ángulo de 
ataque œ = 0, la razón del empuje al arrastre T/D = 2 y la 
razón de la sustentación al arrastre L/D = 4. ¿Cuál es el ángulo 
y de la trayectoria del vuelo? 


3.54 Un avión planea en vuelo uniforme (T = 0) y su razón 
de sustentación a arrastre L/D = 4, 

(a) ¿Cuál es el ángulo y de la trayectoria del vuelo? 

(b) Si el avión planea desde una altura de 1000 m hasta una 
altura de O m, ¿qué distancia horizontal viajará? 


3.4 Sistemas tridimensionales 


de fuerzas 


Las situaciones de equilibrio que hemos considerado hasta ahora implica- 
ron sólo fuerzas coplanares. Cuando el sistema de fuerzas externas que 
actúan sobre un cuerpo en equilibrio es tridimensional, podemos expresar 


la suma de las fuerzas externas como 


EF =(EFJi+(EE)j+(EF,)k=0. 


Esta ecuación se cumple si y sólo si 


| EE, =0 EF,=0, ER =0. 


(3.6) 


Las sumas de las componentes x, y y z de Ias fuerzas externas que actúan 


sobre un cuerpo en equilibrio deben ser iguales a cero. 


En los siguientes ejemplos analizaremos situaciones en las que se pueden 
usar las ecuaciones (3.6) para determinar las fuerzas desconocidas que ac- 


túan sobre cuerpos en equilibrio. 
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Ejemplo 3.5 


Un cilindro de 1000 lb pende del techo por un sistema de cables sostenidos en 
los puntos £, C y D. ¿Cuáles son las tensiones en los cables AB, AC y AD? 


ESTRATEGIA 


Las tensiones se determinan con el método usado para problemas bidimensio- 
nales similares. Aislando parte del sistema de cables cerca del punto 4, obtene- 
mos un diagrama de cuerpo libre sometido a las fuerzas causadas por las tensio- 
nes en los cables. Como cada suma de las componentes x, y y z de las fuerzas 
externas debe ser igual a cero, obtenemos tres ecuaciones para las tres tensiones. 


SOLUCIÓN 


Dibujo del diagrama de cuerpo libre  Aislamos parte del sistema de ca- 
bles cerca del punto A (Fig. a) y completamos el diagrama de cuerpo libre mos- 
trando las fuerzas ejercidas por las tensiones en los cables (Fig. b}. Las magnitu- 
des de los vectores Tag, Tac Y Tap son las tensiones en los cables AB, AC y 
AD respectivamente. 


Figura 3.26 


"n 


| -1000] (1b) 


fa) Aislamiento de una parte (b) El diagrama de cuerpo libre 
del sistema de cables. completo muestra las 
fuerzas ejercidas por las 
tensiones en los cables. 


Aplicación de las ecuaciones de equilibrio La suma de las fuerzas 
externas que actúan en el diagrama de cuerpo libre es 


EF = Tar T Tac SK Tap = 1000 į = 0. 
Para despejar de esta ecuación las tensiones en los cables, necesitamos expresar 
los vectores Tag, Tac y Tap en función de sus componentes. 
Primero determinamos las componentes de un vector unitario que apunte 


en la dirección del vector Tap. Sea rg el vector de posición de A a E (Fig. c} 


Tag = (Ag xa + WaT YY] + (Zaza) k = 4i + 4j + 2k (pie). 
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Dividiendo r4p por su magnitud, obtenemos un vector unitario que tiene la 
misma dirección que Fyp: 


Tas 


= 0.6671 + 0.667 j + 0.333 k. 


Lag = 
Fagl 


Podemos ahora escribir el vector Tap como el producto de la tensión T,y en a 
el cable AB y ejg 


At (0, —4, 0) pie 


Tas = Tas lan = Tas (0.667 i + 0.667 j + 0.333 k). 
Ahora expresamos de la misma manera los vectores de fuerza Tae y Fap en 
función de las tensiones Tac y Tag en los cables AC y AD. Los resultados son 
(c) Vector de posición r4p. 
Tac = Fict(—0.4031 + 0.8164 — 0.408 k), 
Taro = Tapí—0.5141 + 0.6863 +0.514k). 


Con estas expresiones escribimos la suma de las fuerzas externas en función 
de las tensiones Tap, Tac Y Tap: 


EF = Tas + Fac +Tap — 10005 
= (0.667Tag — 0.4087 40 — 0.514740) 1 
+ (0.667T48 + 0.816T4c + 0.686T4p — 1000) j 
+ (0.333748 — 0.408T4c +0.514T4p)k 
=0. 


Cada una de las sumas de las fuerzas en las direcciones x, y y z debe ser igual 
a cero: 


EF: 0.667Tag = 0.408Tac = 0.514Tap = D, 
EF, 0.667Tag +0.816Tac + 0.686 4p —1000 = 0, 
EF. 0.333Tag — 0.408Tac + 0.514Tap =0. 


Resolviendo estas ecuaciones, las tensiones son Fag = 529 lb, Tac = 648 lb 
y Tap = 171 lb. 


COMENTARIO 


Observe que en este ejemplo usamos varios de los procedimientos vistos en el 
capitulo 2, En particular, tuvimos que determinar las componentes de un vector 
de posición, dividir este vector por su magnitud para obtener un vector unitario 
con la misma dirección que una fuerza particular, y expresar la fuerza en fun- 
ción de sus componentes escribiéndola como el producto del vector unitario 
y la magnitud de la fuerza. 
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E 
Y 
-100 j lb 
(b) Diagrama de cuerpo libre del 


manguito con las fuerzas ejercidas 
por su peso, el cable y la barra. 


Ejemplo 3.6 


El manguito C de 100 Ib de peso de la figura 3.27 está en equilibrio sobre 
la barra lisa bajo la acción del cable AC. Determine la tensión en el cable y la 
fuerza ejercida sobre el manguito por la barra. 


Figura 3.27 
7 pie 
ESTRATEGIA 


Para determinar fuerzas que actúan sobre el manguito, dibujamos su diagrama 
de cuerpo libre. Las fuerzas externas son su peso y las fuerzas ejercidas por 
el cabie y la barra. Si resolvemos este ejemplo como el anterior, expresamos 
las fuerzas en función de sus componentes. Pero no conocemos la dirección 
de la fuerza ejercida por la barra. Como la barra lisa ejerce una fuerza de 
fricción despreciable, será normal a su eje. Entonces, podemos eliminar esta 
fuerza de la ecuación EF = 0 formando el producto punto de la suma de fuerzas 
con un vector unitario que sea paralelo a la barra. 


SOLUCIÓN 


Dibujo del diagrama de cuerpo libre Aislamos el manguito (Fig. a) 
y completamos el diagrama de cuerpo libre mostrando el peso del manguito, 
la fuerza T ejercida por la tensión en el cable y la fuerza normal N ejercida 
por la barra (Fig. b). 


Aplicación de las ecuaciones de equilibrio La suma de las fuerzas 
externas que actúan sobre el diagrama de cuerpo libre es 


NF=T+N- 100 =0. (3:79 


Sea tap el vector unitario que va del punto B al punto D. Como N es perpendi- 
cular a la barra, ezy ° N = 0. Por tanto, 


€sy * (EF) = ezp (T-100)=0. , (3.8) 


Interpretamos fácilmente la ecuación: la componente del peso del manguito 
paralela a la barra está equilibrada por la componente de T paralela a la barra. 
Determinación de tap: Determinamos el vector que va del punto 8 al punto D, 
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rep = (4-— O) + (0-7) j + (4 — OJk = 4i — 7j + 4k (pies), 
y lo dividimos por su magnitud para obtener el vector unitario esp! 


e a o a 
a S E 


Descomposición de T en componentes: Para expresar T en función de sus 
componentes, necesitamos determinar las coordenadas del manguito €. Pode- 
mos escribir el vector de B a C en función del vector unitario €gp, 


Far = Sep = 2.671 — 4.67] + 2.67 k (pies), 


y luego sumarlo al vector que va del origen O a B para obtener el vector de Oa C: 


roc =Fos + Fac = ap + (2.671 — 4.67 i +2.67k) 
= 2.671 + 2.33j + 2.67k (pies). 
Las componentes de este vector son las coordenadas del punto C, 
Ahora podemos determinar un vector unitario con la misma dirección que 
T. El vector de C a A es 
rca = (0 — 2.67) i + (7 — 2.33)j + (4 — 2.67) k 
= —2.67 i + 4.67j + 1.33k (pies), 


y el vector unitario de C a A es 


rca 


= = —0.482i + 0.843 į + 0.241 k. 
Ircal 


Eca 
Sea Fla tensión en el cable AC. Podemos entonces escribir el vector T como 


T = Teca = 7(20.4821+ 0.843 + 0.24] k). 


Determinación de T y N: Sustituyendo en la ecuación (3.8) las expresiones 
para €gp y T en función de sus componentes, 


¡a A 
[i-p] 


«+ (T — 100] 
esp * ( y 3 9 9 


- [0.4827 i + (0.8437 — 100)j + 0.2417 k] 


—0.762T + 77.8 =0, 
obtenemos la tensión T = 102 lb. 

Usando la ecuación (3.7) podemos ahora determinar la fuerza ejercida por 
la barra sobre el manguito: 


N = -T + 100j = —102(-0.482i + 0.843] + 0.241 k) + 1003 


=49.1i4+ 14.0j— 24.6k (Ib). 
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-o å — proble mos A 


3.55 Las fuerzas externas que actúan sobre un cuerpo en equi- 
librio son F, = 120i— 30] + 20k (lb), F, = —1001 + 40k (lb), 
F, y F,. ¿Cuál es la magnitud de F, + F,? 


3.56 LafuerzaF = 51 (kN) actúa sobre el punto A de la figura 
P3.56, donde se unen los cables 4B, AC y AD. ¿Cuáles son 
las tensiones en los tres cables? 

: Estrategia: Aisle parte del sistema de cables cerca del punto 
- A. Véase el ejemplo 3.5. 


g D (0,6,0)m 


P3.56 


r 


3.57 Considere el sistema de cables del problema 3.56. La 
fuerza F = Fi actúa en el punto A, donde se unen los cables 
AB, AC y AD. La tensión en el cable AB es de 10 kN. Deter- 
mine las tensiones en los cables AC y AD y la fuerza F. 


3.58 Parasoportar la tienda de campaña mostrada, la tensión 
en la cuerda 48 debe ser de 40 lb. ¿Cuáles son las tensiones de 
las cuerdas AC, AD y AE? 


y 


P3.58 


3.59 Enla figura P3.59, el cable AB está unido a la parte su- 
perior del poste vertical de 3 m de altura, y su tensión es de 
50 kN. ¿Cuáles son las tensiones en los cables 40, AC y AD? 


P3.59 


3.60 Un globo meteorológico está sostenido por los cables 
AB, AC y AD. La masa del globo y del gas que contiene es 
de 80 kg, y la fuerza de flotación (hacia arriba) sobre el globo 
es de 1000 N. ¿Qué valores tienen las tensiones en los cables? 


y 


A (0,10,0) m 


(-16,0,4) m x 


B (16,0,16)m P3.60 


MN 


3.61 Considere el globo del problema 3.60. La masa del glo- 
bo y del gas que contiene es de 80 kg. La tensión medida en 
el cable AB es de 150 N. ¿Qué valor tiene la fuerza de flotación? 
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3.62 Lapequeña esfera A mostrada pesa 20 lb y sus coordena- 
das son (4, 0, 6) pies. Está soportada por las placas lisas y planas 
l y 2, y por el cable AB. El vector unitario e, = ji + ]j + 
¿k es perpendicular a la placa 1, mientras que el vector unita- 
rio €, = hi + Aj + £k es perpendicular a la placa 2. ¿Qué 
valor tiene la tensión en el cable? 


P3.62 


3.63 En la figura P3.63, el alpinista A está recibiendo ayuda 
de dos compañeros para subir la pendiente de hielo. Su masa 
es de 80 kg, y los cosenos directores de la fuerza ejercida sobre 
él por la pendiente son cos fẹ = —0.286, cos 6, = 0.429 y cos 
f, = 0.857. El eje y es vertical. Si el alpinista está en equilibrio 
en la posición mostrada, ¿cuáles son las tensiones en las cuerdas 
AB y AC, y cuál es la magnitud de la fuerza ejercida por la 
pendiente sobre el alpinista? 


(2,2, 


B 
)m# 


168.0, m 


m, 


P3.63 


3.64 Considere al alpinista A del problema 3.63. Para tratar 
de que las tensiones en las cuerdas sean menos desiguales, el 
alpinista £ se mueve a la posición (4, 2, 0) m. ¿Cuáles son las 
nuevas tensiones en las cuerdas AB y AC y cuál es la magnitud 
de la fuerza ejercida por la pendiente sobre el alpinista 4? 
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3.65 El manguito A de 200 kg mostrado se halla en equilibrio 
sobre el poste liso vertical bajo la acción del cable AB. 

(a) Determine la tensión en el cable. 

(b) Determine la fuerza ejercida por el poste sobre el manguito. 


P3.65 


3.66 Elmanguito A de 100 lb se encuentra en equilibrio sobre 
la barra circular lisa bajo la acción del cable AB. La barra circu- 
lar se halla en el plano x-y. 

(a) Determine la tensión en el cable. 

(b) Determine la fuerza normal ejercida por la barra sobre el 
manguito. 


P3.66 
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Ejemplos con computador 


Los siguientes ejercicios y problemas se diseñaron para resolverse con calculadora programa- 
ble o computador. El ejercicio 7 es similar a los ejemplos y problemas anteriores, excepto 
que la solución se debe obtener para un intervalo de datos de entrada (input). El ejemplo 
3.8 conduce a una ecuación algebraica que se debe resolver numéricamente. 


Ejemplo 3.7 


El sistema de cables está diseñado para soportar una carga cuya masa sea de 
i Mg (megagramo). La longitud del cable AB es de 1 m, y b = 2 m. La altura 
de la carga se puede ajustar modificando la longitud del cable AC. 

{a) Grafique las tensiones en los cables AB y AC para valores de la longitud 
del cable AC de 1.2 m a 2.2 m. 

(b) Cada uno de los cables 4B y AC puede soportar con seguridad una tensión 
igual al peso de la carga. Use los resultados de la parte (a) para calcular el inter- 
valo admisible para la longitud del cable AC. 


> 
A 


ESTRATEGIA 


Dibujando el diagrama de cuerpo libre de la parte del sistema de cables en la 

que se unen los cables, podemos determinar las tensiones en éstos en función 
de la longitud del cable AC. 

Figura 3.28 E 


SOLUCIÓN 


(a) Sean las longitudes de los cables Lag = 1 m y Lac- Podemos aplicar la 
ley de los cosenos al triángulo de la figura (a) para determinar œ en función 
de Lac 


b° + Lag — Lac y 


œ = arccos ( 2bL an 


Usamos la ley de los senos para determinar $: 


de 
g= arcsen | ap Sen F 


Lac 


Dibujo del diagrama de cuerpo llibre Dibujamos el diagrama de cuerpo 
libre de la parte del sistema de cables en la que se unen los cables (Fig. b), donde 
Tag Y Tac son las tensiones en los cables. 


(a) 
(a) Determinación de los (b) Diagrama de cuerpo libre 
ángulos « y ĝ. de una parte del sistema de 


cables. 
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3.4 


Aplicación de las ecuaciones de equilibrio Elegimos el sistema coor- 
denado de la figura (b); las ecuaciones de equilibrio son entonces 


EF, = -Tag coso + Typeos fl = 0, 
EF, = Tag sena + Tap sen g- W =0. 


Despejando en estas ecuaciones las tensiones en los cables obtenemos 


W cos 5 
DA e 
sen œ cos 8 + cos e sen B 
W cos a 
Pac ag 


sen œ cos 4 + cos œ sen f 


Para calcular los resultados asignamos un valor a la longitud Lag y calcula- 
mos el ángulo œ, luego el ángulo $ y finalmente las tensiones Tag y Tac En 
la figura 3.29, los valores resultantes de Tag” W y Tac/ W se grafican como 
funciones de Lae 
(b) El intervalo admisible de la longitud del cable AC es aquel en el cual las 
tensiones en ambos cables son menores que W, En la figura 3.29 vemos que 
la tensión T 4g excede a W para valores de Lae menores que aproximadamente 
1.35 m, por lo que el intervalo seguro es Lae > 1.35 m. 


1.2 1.4 1.6 1.8 
Laes metros 


N 
w 
N 


Figura 3.29 
Razones de las tensiones en el cable al peso 
suspendido, en función de Lyc 
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| Ejemplo 3.5 MI 


El collarín 4 de 12 lb se mantiene en equilibrio sobre la barra vertical lisa por 
el resorte. La constante del resorte k = 300 lb/pie, la longitud del resorte no 
estirado Lpy = 6 y la distancia $ = 1 pie. ¿Qué valor tiene la distancia A? 


ESTRATEGIA 


Tanto la dirección como la magnitud de la fuerza ejercida por el resorte sobre 
el collarín dependen de A. Dibujando el diagrama de cuerpo libre del collarín 
y aplicando las ecuaciones de equilibrio podemos obtener una ecuación para A. 


SOLUCIÓN 


Dibujo del diagrama de cuerpo libre Aislamos el collarín (Fig. a) y 
completamos el diagrama de cuerpo libre mostrando su peso W = 12 lb, la 
Figura 3.30 fuerza Fejercida por el resorte y la fuerza normal N ejercida por la barra (Fig. b}. 


Aplicación de las ecuaciones de equilibrio Elegimos el sistema coor- 
denado de la figura (b) y obtenemos las ecuaciones de equilibrio 


F y. «$ 

' BF, =N- (5) 1-0 
ii Vh +b 
ME -a y pp i e 
i áá (a SN 

q] ó HA) 

En función de la longitud del resorte L = Y h? + b? ,la fuerza ejercida por el 
(a) Aislamiento del p NÑ resorte es 
collarín. 


F =L- Lo) =k (VP+ o). 


ag 


Sustituyendo esta expresión en la segunda ecuación de equilibrio, obtenemos 
A la ecuación 


h SF N 
— (>) B+P b) —W=0. 


b | VK + b? 
w 


(b) Diagrama de cuerpo libre. 


Sustituyendo los valores de k, b y W encontramos que la distancia A es una 
raiz de la ecuación 


3004 
h = | == k= ET =0. (3.9 
fh) ( a) (y ) ) 


¿Cómo podemos resolver esta ecuación algebraica no lineal en 4? Algunas 
calculadoras y programas como el Mathcad y el TK! Solver pueden obtener 
raices de tales ecuaciones. Otro método es calcular el valor de (4) para un inter- 
valo de valores de A y graficar los resultados, como lo hicimos en la figura 
3.31. De la gráfica calculamos que la solución es 4 = 0.45. 

También podemos calcular numéricamente la solución usando el método de 
Newton-Raphson. Nuestro objetivo es obtener una raiz h, tal que AA) = 0 


20 
0 0.102 0304050607 0809 1 


h, pies : EEES a 

de (Fig. 3.32a). Al principio del método escogemos un valor de A y lo denotamos 
Figura 3.31 con Ay. El valor de la función en Ay €s Jiho) (Fig. 3.32b). Si extendemos una 
Gráfica de la función f (h). linea recta tangente a la función (4) en A = Ay hasta el eje horizontal, cortará 
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a éste en un punto A, (Fig. 3.32c). La pendiente de esta línea recta es igual a 
la derivada de f (%4) evaluada en Ay: 


Ftho) 


io dl me 


Despejando A, en esta ecuación obtenemos 


Si ahora extendemos una línea recta tangente a la función f(A)enA = A, hasta 
el eje horizontal, cortará a éste en un punto 4, (Fig. 3.32d). Como la pendiente 
de esta línea recta es igual a la derivada de / (4) evaluada en A = A, 


/ a JRD 
S'hi) = met 
podemos despejar A: 
fh) 
h =h — 1 
"O 


Procediendo de la misma manera resolvemos recursivamente la ecuación 


Shn) 
SF Mn) 


E FR i 


paran = 1, 2,... Si los valores de 4, convergen a una raíz A,, podemos detener 
la iteración cuando el valor de f(f,) se reduzca a un valor razonablemente pe- 
queño. Este método es fácil de programar. 

La derivada de la ecuación (3.9) es 


FG = 300110 + 192-224? 4 19210 +1)2— 
+14 197). 


Si escogemos un valor inicial Ay = 1 pie, F(A) = f(1} = 75.868. El primer 
paso da 


a Fio) _, 10 


hi=h 
0 SEa) FO 


= 0.609 pie, 


y f(h,) = f(0.609) = 14.636. El segundo paso da 


ba OA E e MO 


FA 0.609) = 0.479 pie, 


y f(A) = (0.479) = 2.127. 
Procediendo de la misma manera obtenemos los valores mostrados en la tabla 
3.2. Despues de 7 pasos, el proceso converge en la solución 4 = 0.452 pies. 


Figura 3.32 


Fh) 


(a) Una raíz h, de la función / (h). 


(b) El valor de la función en Ay es (Ap). 


fh) 


Fih) 


(c) La línea recta tangente a fA) en hy 


prolongada hasta el eje horizontal. 


Fh) 


td) 
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La linea recta tangente a fA) en h; 
prolongada hasta el eje horizontal. 
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Tabla 3.2 Valores de A, y f(A,) 


n A pies Fn) 

0 1.000 75.868 
1 0.609 14.636 
2 0.479 2.127 
3 0.453 0.091 
4 0.452 0.000 


COMENTARIO 


El método de Newton-Raphson puede converger o no en una raíz diferente de 
la buscada. Cuando esto sucede, se debe usar un valor inicial diferente. 


A Problemas 


3.67 (a) Grafique las tensiones en los cables AB y AC mos- 
trados para valores de d de 0 a 1.8 m. 

(b) Cada cable soportará con seguridad una tensión de i kN. 
Use su gráfica para calcular el intervalo admisible de valores 
de d. 


P3.67 


3.68 Eisemáforo colgante mostrado pesa 110 1b. Los cables 
AB, BC, AD y DE tienen cada uno 11 pies de longitud. Deter- 
mine la longitud minima admisible del cable 2D si las tensio- 
nes en los cables no deben exceder de 1000 lb. 

Estrategia: Grafique las tensiones en los cables para un in- 
tervalo de longitudes del cable BD. 


a 40) pie === 21 


P3.68 


3.69 En la figura P3.69 el tablero de resultados A, que pesa 
2000 lb, está suspendido por los cables A B y AC sobre un esta- 
dio deportivo. Cada cable tiene 160 pies de longitud. Suponga 
que se quiere desplazar el tablero acortando el cable AB y 
manteniendo constante la longitud del cable AC. 

(a) Grafique la tensión en el cable AB en función de su longitud 
para valores de ésta de 142 a 160 pies. 

(b) Use su gráfica para calcular cuánto se puede levantar el ta- 
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blero respecto a su posición original si no se quiere someter 
el cable AB a una tensión mayor que 6000 lb. 


300 pie -—- 


MP 


3.70 Considere el camión suspendido de 4 Mg (megagra- 
mos) del problema 3.38. La suma de las longitudes de los ca- 
bles AB y BC es de 42 m. 

(a) Grafíque las tensiones en los cables 4B y BC para valores 
de bde0a20m. 

(b) Cada cable soportará con seguridad una tensión de 60 kN. 
Use los resultados de la parte (a) para calcular el intervalo ad- 
misible de la distancia bh, 


3.71 Considere el sistema del problema 3.39. La tensión en 
el cable 4D es de 200 Ib. 

(a) Grafique las tensiones en los cables 4B y AC para valores 
de A de Ô a 20 puig. 

(b) ¿Para qué intervalos de valores de A son las tensiones en 
los cables 48 y AC positivas? ¿Qué sucede cuando A no está 
en ese intervalo? 


3.72 Seencargóaun grupo de estudiantes de ingeniería dise- 
ñar una báscula para pesar cuerpos de pequeño peso. Se colo- 
ca mn objeto sobre la handeja v «> mide el ánguio œ usando 
el transportador B. La longitud de la cuerda AB es de 500 
mm. La longitud del resorte AC sin estirar es de 660 mm y 
la constante del resorte k es de 20 N/m. 


2 = 


Resumen del capitulo 


E ATA 


RESUMEN DEL CAPÍTULO 


(a) Grafique el ángulo œ para valores del peso del cuerpo (sin 
considerar el peso de la bandeja) de 0 a 20 N. 

(b) Use el resultado de la parte (2) para calcular el ángulo a 
correspondiente a un peso de 10 N. 


P3.72 


3.73 El sistema del problema 3.51 proporciona soporte la- 
teral a una carga que descansa sobre la pialaforma lisa de un 
camión. Cuando la carga está sometida a una fuerza lateral 
F efectiva (Fig. b), la distancia de la posición original de la 
carga a su posición de equilibrio es å. La longitud no estirada 
de cada resorte es de I pie. Suponga que la carga está sometida 
a una fuerza lateral efectiva F = 200 Ib. 

(a) Grafique la constante £ para valores de ó de 0,5 a 3 pies. 
{b} Use los resultados de la parte (a) a fin de calcular los valores 
de k para è = 1 pie y å = 2 pies. 


3.74 Considere el globo del problema 3.60. La masa del glo- 
bo y del gas que contiene es de 80 kg, y la fuerza de flotación 
es de 1000 N. Silos cables. AS, ACy AD resisten con seguridad 
una tensión de 500 N cada uno y las coordenadas del punto 
A son (0, +, 0), ¿cuál es la altura A mínima a la que el globo 
se puede mantener? 


La línea recta que coincide con un vector fuerza se denomina línea de ac- 
ción de la fuerza. Un sistema de fuerzas es coplanar o bidimensional si 
las lineas de acción de las fuerzas se encuentran en un plano. De otra mane- 
ra el sistema es tridimensional. Un sistema de fuerzas es concurrente si 
las líneas de acción de las fuerzas se cortan en un punto y paralelo si las 


líneas de acción son paralelas. 


Un cuerpo está sometido a una fuerza externa si la fuerza es ejercida 
por un cuerpo diferente. Cuando una parte de un cuerpo está sometida 
auna fuerza por otra parte del mismo cuerpo, entonces la fuerza es interna. 

Una fuerza de cuerpo actúa sobre el volumen de un cuerpo, y una fuerza 


de superficie o de contacto actúa sobre unan adari6s2524.jimdo.com/ 


115 


! 


116 CAPÍTULO 3 FUERZAS 


1. Seleccione el cuerpo por aislar. 


É 


2. Dibuje el cuerpo aislado. 


W 


w 


3. Muestre las fuerzas externas. 


Fuerzas gravitatorias 


El peso de un cuerpo está relacionado con su masa por la ecuación W 
= mg, donde g = 9.81 m/s? en unidades SI y g = 32.2 pie/s? en unida- 
des del sistema inglés. 


Superficies 


Dos superficies en contacto ejercen entre si fuerzas que son iguales en mag- 
nitud y opuestas en dirección. Cada fuerza se puede descomponer en la 
fuerza normal y en la fuerza de fricción. Si la fuerza de fricción es despre- 
ciable en comparación con la fuerza normal, se dice que las superficies 
son lisas. De lo contrario, son rugosas. 


Cuerdas y cables 


Una cuerda o un cable unido a un cuerpo ejerce una fuerza sobre el cuerpo 
cuya magnitud es igual a la tensión y cuya línea de acción es paralela a 
la cuerda o cable en el punto de unión. 

Una polea es una rueda con un borde ranurado que se puede usar para 
cambiar la dirección de la cuerda o cable. Cuando una polea puede girar 
con libertad y la cuerda o cable está en reposo o hace girar a la polea con 
velocidad constante, la tensión es aproximadamente igual en ambos lados 
de la polea. 


Resortes 


La fuerza ejercida por un resorte lineal es 
IF| = k (L-— Lì, Ec. (3.1) 


donde k es la constante del resorte, Z es la longitud del resorte y E, es 
su longitud sin estirar. 
Diagramas de cuerpo libre 


Un diagrama de cuerpo libre es el dibujo de un cuerpo en el que el cuerpo 
se aísla de su entorno y se muestran las fuerzas exteriores que actúan sobre 
el cuerpo. Dibujar un diagrama de cuerpo libre requiere tres pasos. Se 
debe elegir un sistema coordenado para expresar las fuerzas sobre el cuer- 
po aislado en función de sus componentes. 


Equilibrio 
Si un cuerpo está en equilibrio, la suma de las fuerzas externas que actúan 
sobre él es igual a cero. 
EF = 0. Ec. (3.2) 
Al expresar la suma de las fuerzas en función de sus componentes, 
EF = (EF Ji + (EF) + (EF)Jk = 0, 


cada una de las sumas de las fuerzas externas en las direcciones x, y y 
z debe ser igual a cero: 


EF,=0, EF,=0, EF,=0.  Ec.(3.6 
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—A Problemas de repaso . 


3.75 El dispositivo A mostrado, que incluye la polea, pesa 3.77 Una cuerda pesada cuelga como se muestra. Si su peso 
60 1b. ¿Qué fuerza Fse necesita para que el sistema esté en equili- es de 200 lb, ¿cuáles son las tensiones en la cuerda en los puntos 
brio? A y B? 


P3.77 


3.78 Una caja de 100 lb es mantenida en equilibrio sobre 
la superficie lisa por una cuerda 48. Determine la tensión en la 
cuerda y la magnitud de la fuerza normal ejercida por la superfi- 
cie sobre la caja. 


P3.75 


3.76 El sistema mostrado se llama tensión de Russell. Si la 
suma de las fuerzas hacia abajo ejercidas en A y B por las pier- 
nas del paciente es de 32,2 lb, ¿cuál es el peso W? 


P3.78 


3.79 Elcable ABE mostrado es horizontal y la caja de la dere- 
cha pesa 100 lb. Las superficies son lisas. 

(a) ¿Cuál es la tensión en el cable? 

(b) ¿Cuál es el peso de la caja de la izquierda? 


xX 
P3.76 P3.79 
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3.89 En la figura P3.80, la masa del bloque A es de 42 kg 3.81 La carga de 630 kg que pende del helicóptero está en 

y la masa del bloque A es de 50 kg. Las superficies son lisas. equilibrio. La fuerza aerodinámica de arrastre sobre la carga 

Si los bloques están en equilibrio, ¿qué valor tiene la fuerza F? es horizontal, El eje y es vertical y el cable OA se encuentra 
en el plano x-y. Determine la magnitud de la fuerza de arrastre 
y la tensión en el cable QA, 


P3.80 


P3.81 


3.82 En el problema 3.81 las coordenadas de los puntos B, 
C y D de conexión del cable son: (-3.3, —4.5, 0) m, (1.1, 5.3, 
Dm, y (1.6, -5.4, -1) m, respectivamente. ¿Cuáles son las ten- 
siones en los cabies OB, OC y OD? 


3.83 Un alpinista ayuda a su amigo, quien jala una caja de 
suministros, a subir por una pendiente helada. Si la masa del 
amigo es de 90 kg y la masa de los suministros es de 22 kg, ¿cuá- 
les son las tensiones en las cuerdas 4B y CD? Suponga que la 
pendiente es lisa. 


P3.83 
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3.84 Una pequeña esfera de masa +7 está unida a una cuerda 
de longitud £ y descansa sobre la superficie lisa de una esfera de 
radio R. Determine la tensión en Ja cuerda en función de m, 


Li WYR: 
ANY 
h | L 
| l 


I 
R 


N 


P3.84 


3.85 Un ingeniero que efectúa estudios preliminares para el 
diseño de un nuevo radiotelescopio proyectó una plataforma 
triangular suspendida por cables apoyados en tres torres de 40 
m de altura igualmente espaciadas. La plataforma tiene una ma- 
sa de 20 Mg (megagramos) y está 10 m abajo del punto más 
alto de las torres. ¿A qué tensión están sometidos los cables? 


VISTA SUPERIOR 


(0) 
Ñ 
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3.86 El tractor mostrado ejerce una fuerza F = 2i (klb) en 
A. ¿Qué valor tienen las tensiones en los cables AB, AC y AD? 


P3.86 


3.87 Considere el tractor del problema 3.86. Por seguridad, 
no se quiere someter ninguno de los cables a una tensión mayor 
que 5 klb. Con base en este criterio, ¿cuál es la mayor fuerza 
paralela al eje x que el tractor puede ejercer en A? 


3.88 El disco metálico 4 mostrado pesa 10 lb. Es mantenido 
en su posición en el centro de la superficie lisa inclinada por 
las cuerdas AB y AC. ¿Cuáles son las tensiones en las cuerdas? 


B Qh (0, 6, 0) pie 
C (8, 4, 0) pie 


-y 


10 pie 


P3.88 
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as fuerzas aplicadas por el 
Los: del America's Cup 

ejercen un par sobre la mani- 
vela '““molinillo de café”. La com- 
ponente del par paralela al eje de 
la manivela hace que éste gire, 
cambiando rápidamente la orien- 
tación de la vela. En este capitulo 
se calcularán los momentos y los 
pares ejercidos por fuerzas y se 
representarán sistemas de fuerzas 
y momentos por medio de siste- 
mas equivalentes más sencillos. 
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Capítulo 4" 


Sistemas de fuerzas 
y momentos 


OS efectos de las fuerzas dependen no sólo de sus 

magnitudes y direcciones, sino también de los mo- 
mentos que ejercen. El momento de una fuerza es una 
medida de su tendencia a causar giros. Los momentos 
causan el giro de maquinaria como la manivela de un 
barco de vela, las ruedas de un vehículo, los cigieñales 
y las turbinas. Aun si la suma de las fuerzas que actúan 
sobre un cuerpo es nula, éstas pueden ejercer un mo- 
mento, que se denomina par. Si un cuerpo está en equi- 
librio, la suma de los momentos respecto a cualquier 
punto debido a las fuerzas externas y pares actuantes en 
él es igual a cero. Antes de que continúe su estudio del 
diagrama de cuerpo libre y del equilibrio, es necesario 
que usted se familiarice con los momentos, los pares, y 
el concepto de sistemas equivalentes de fuerzas y mo- 
mentos. 
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Os. 


(a) 


Figura 4.1 

(a) La fuerza F y un punto O. 

(b) Distancia perpendicular D del punto 
O a la línea de acción de F. 

(c) El sentido del momento es antihorario. 


4.1 Descripción bidimensional 
del momento 


Consideremos una fuerza de magnitud F y un punto O en la dirección 
perpendicular al plano que los contiene (Fig. 4.1a). La magnitud del 
momento de la fuerza respecto a O es DF, donde D es la distancia per- 
pendicular de O a la línea de acción de la fuerza (Fig. 4.1b). La fuerza 
tiende a causar un giro antihorario alrededor de O. Es decir, si la fuer- 
za actúa sobre un cuerpo que puede girar alrededor del punto O, la fuer- 
za generará un giro antihorario (Fig. 4.1c). Se dice que el sentido del 
momento es antihorario. Definimos los momentos antihorarios como 
positivos y los momentos horarios como negativos. (Ésta es la conven- 
ción usual, aunque encontraremos situaciones en las que será más conve- 
niente definir los momentos horarios como positivos.) El momento de la 
fuerza respecto a O es entonces 


Si la línea de acción de F pasa por O, la distancia perpendicular 1) es 
igual a cero y el momento de F respecto a O también es igual a cero. 

Las dimensiones del momento son (fuerza) x (distancia). Por ejem- 
plo, los momentos se pueden expresar en newton-metro en unidades SI y 
en lb-pie en el sistema inglés. 

Se colocará un televisor en una repisa, pero ¿la unión de la repisa a la 
pared es suficientemente fuerte para resistir la carga? De manera instin- 
tiva, se colocará el aparato cerca de la pared (Fig. 4.2a), pues es más 
probable que la conexión falle si se coloca lejos de la pared (Fig. 4.2b). 
¿Cuál es la diferencia en los dos casos? La magnitud y la dirección de la 
fuerza ejercida sobre la repisa por el peso del televisor son las mismas en 
ambos casos, pero los momentos ejercidos sobre la unión son diferentes. 
Ei momento ejercido respecto a O por el peso, cuando éste se halla cerca 
de la pared, M, = -D W, es de menor magnitud que el momento res- 
pecto a O, M, = —D,W, cuando el peso está lejos de la pared. 


ta) 


Figura 4.2 


Es mejor colocar el televisor cerca de la pared (a) y no lejos de ella (b) porque 
el momento ejercido sobre la unión de la repisa con la pared es menor en el 
primer caso. 
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Se puede usar el método descrito en esta sección para determinar la 
suma de los momentos de un sistema de fuerzas respecto a un punto si 
éstas son bidimensionales (coplanares) y el punto se encuentra en el mis- 
mo plano. Por ejemplo, consideremos la grúa mostrada en la figura 4.3. 
El momento ejercido respecto a O por la carga Wi y el contrapeso W, es 


E Mo = DW, — DW. 


Este momento tiende a hacer que la parte superior de la torre vertical 
gire, lo cual podría ocasionar su colapso. Si la distancia D, se ajusta de 
modo que D, W, = D,W,, el momento respecto al punto O debido a la 
carga y al contrapeso será igual a cero. 

Si descomponemos una fuerza en sus componentes, el momento de la 
fuerza respecto a un punto O es igual a la suma de los momentos de sus 
componentes respecto a O. En la próxima sección demostraremos este 
utilísimo resultado. 


Wz 


W, 


Figura 4.3 
Grúa de torre usada en la construcción de edificios altos. 


Los siguientes ejemplos ilustran algunas situaciones en las que se puede 
usar la descripción bidimensional para calcular momentos. La determi- 
nación del momento de una fuerza respecto a un punto O requiere tres 
pasos: 


1. Determinar la distancia perpendicular. Se debe determinar la dis- 
tancia perpendicular de O a la línea de acción de la fuerza. Si esto 
resulta difícil, la fuerza se puede separar en componentes para de- 
terminar las distancias perpendiculares a las componentes. 


2. Calcular la magnitud del momento. La magnitud del momento es el 
producto de la fuerza por la distancia perpendicular. 


3. Determinar el signo, El momento se define como positivo si el sen- 
tido del momento (la dirección en que la fuerza tiende a girar res- 
pecto a O) es antihorario. 
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Ejemplo 4.1 


¿Qué valor tiene el momento de la fuerza de 40 KN en la figura 4.4 respecto 
al punto 4? 


ESTRATEGIA 


Podemos calcular el momento de dos maneras; determinando la distancia 
perpendicular del punto A a la línea de acción de la fuerza, o haciendo 
la descomposición de la fuerza en sus componentes y determinando luego Ja 
Figura 4.4 suma de los momentos de las componentes respecto a 4. 


SOLUCIÓN 


Primer método Dela figura (a), la distancia perpendicular de 4 a la línea 
de acción de la fuerza es 


D = 6 sen 30° = 3 m. 


La magnitud del momento de la fuerza respecto a A es (3 m)(40 kN)= 120 
kN-m, y el sentido del momento respecto a A es antihorario. Por tanto, el 
momento es 


Ma = 120 kN-m. 


i 6m | 


As AEL 


AN 
DNA, AS 
A A Y” 
oa 
> 


A 


Y” 
Y 


(a) Determinación de la distancia perpendicular D. 


Segundo método En la figura (b) separamos la fuerza en sus componen- 
tes horizontal y vertical. La distancia perpendicular de A a la linea de acción 
de la componente horizontal es cero, por lo que la componente horizontal no 
ejerce momento respecto a A. La magnitud del momento de la componente 
vertical respecto a 4 es (6 m)(40 sen 30% kN) = 120 kN-m, y el sentido de su 
momento respecto a A es antihorario. El momento es 


Ma = 120 kN-m. 


Ar —— E e 130° 


——$ -L == 


| 40 cos 30° kN 


M 6m | 


(b) Descomposición de la fuerza en componentes. 
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A Ejemplo 4.2 


Cuatro fuerzas actúan sobre la parte de máquina mostrada en la figura 4.5. 
¿Qué valor tiene la suma de los momentos de las fuerzas respecto al origen O? 


ESTRATEGIA 


Podemos determinar los momentos de las fuerzas respecto al punto O direc- 
tamente de la información dada excepto para la fuerza de 4 kN. Determina- 
remos su momento separándolas en sus componentes y sumando los momentos 
de éstas. 


SOLUCIÓN 
Momento de la fuerza de 3kN La línea de acción de la fuerza de 3 kN 
pasa por O, No ejerce momento respecto a O. 


Momento de la fuerza de 5kN La linea de acción de la fuerza de 3 kN 
también pasa por O. No ejerce tampoco momento respecto a O, 


Momento de la fuerza de 2 kN La distancia perpendicular de O a la 
línea de acción de la fuerza de 2 kN es 0.3 m, y el sentido del momento res- 
pecto a O es horario, El momento de la fuerza de 2 kN respecto a O es 


—(0.3 m) (2 kN) = —0.600 kN-m. 


(Observe que convertimos la distancia perpendicular de milímetros a metros 
para expresar el resultado en términos de kilonewton-metro.) 


Momento de la fuerza de 4 kN En la figura (a) incluimos un sistema 
coordenado y descomponemos la fuerza de 4 kN en sus componentes x y y. 
La distancia perpendicular de O a la línea de acción de la componente x es de 


0.3 m, y el sentido del momento respecto a O es horario. El momento de la 
componente x respecto a O es 


—(0.3 m) (4 cos 30° kN) = —1.039 kN-m. 
La distancia perpendicular del punto O a la línea de acción de la componente 
y es de 0.7 m, y el sentido del momento respecto a O es antihorario. El mo- 
mento de la componente y respecto a O es 
(0.7 m)(4 sen 30% kN) = 1.400 kN-m. 
La suma de los momentos de las cuatro fuerzas respecio a O es 


EM, = -0.600 — 1.039 + 1.400 = —0.239 kN-m. 


Las cuatro fuerzas ejercen un momento horario de 0.239 kN-m respecto al 
punto O, 


300 mm 


-300 mm 400 mm —= 


Figura 4.5 


4sen 30° kN 
ae : an UN 


e 


A 


(a) Descomposición de la fuerza 
de 4 kN en componentes. 


4 cos 30° kN 


125 


xX 
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Ejemplo 4.3 


El peso de la barra OA de la figura 4.6 es W = 300 lb. La suma de los 
momentos respecto a O del peso W y de la fuerza que ejerce el cable AB 
sobre la barra OA es igual a cero. ¿Cuál es la tensión en el cable? 


ESTRATEGIA 


Sea T la tensión en el cable AB. Usando las dimensiones dadas podemos ex- 
presar las componentes horizontal y vertical de la fuerza ejercida sobre la 
barra por el cable en función de T. Luego, haciendo la suma de los momen- 
tos respecto a O debidos al peso de la barra y de la fuerza ejercida por el 
cable igual a cero, podemos obtener una ecuación para T. 


SOLUCIÓN 


_ Usando triángulos semejantes, descomponemos la fuerza ejercida sobre la 
| barra por el cable en componentes horizontal y vertical (Fig. a). La suma de 


los momentos respecto a O debidos al peso de la barra y a la fuerza ejercida 
por el cable AB es 


| | a EM = (ir) + (37) =(2W'=0, 
apio 2pi 


Despejando T se obtiene 


Figura 4.6 T =0.357W = 107.1 lb. 


| 
3 pie 


y 
y 


(a) Descomposición de la fuerza ejercida por el 
cable en sus componentes horizontal y vertical. 
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Problemas 


4.1 Determine el momento de la fuerza de 50 N respecto (a) 4.4 Si se ejerce una fuerza de 9) N sobre la llave en la direc- 
al punto A y (b) al punto 3 de la figura. ción mostrada en la figura, ¿qué momento se ejerce respecto 
al centro de la tuerca? 


P4.1 yl 


4.2 Determine el momento de la fuerza de 50 lb respecto (a) 
al punto A, (b) al punto B y (c) al punto C de la figura. 


P4.4 


4.5 Si se ejerce una fuerza F sobre la Have en la dirección 
6pie 4 pie —. mostrada y se requiere un momento de 50 N-m para aflojar la 
(i A pi 

pao tuerca, ¿qué fuerza F se debe aplicar? 


| Tuerca 
4.3 Las ruedas de la grúa aérea ejercen fuerzas de 40 klb 
sobre la viga 7 en B y C. Determine la suma de los momentos 
de las fuerzas de 40 klb (a) respecto a 4 y (b) respecto a D. 


l- 10pi 


P4.5 


P4.3 
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4.6 En la figura P4.6, la fuerza de 20 N ejerce un momento 
antihorario de 20 N-m respecto a P. 

(a) ¿Cuál es la distancia perpendicular de P a la línea de ac- 
ción de la fuerza? 

(b) ¿Qué valor tiene el ángulo œ? 


20 N 


a 


2m 


AMARO: 


P4.6 


4.7 Los engranes mostrados ejercen fuerzas de 200 N entre 
sí en sus puntos de contacto. 

(a) Determine el momento respecto a A debido a la fuerza 
ejercida sobre el engrane izquierdo. 

(b) Determine el momento respecto a B debido a la fuerza 
ejercida sobre el engrane derecho. 


P4.7 


4.8 En la figura P4.8, la viga AB de 5 pies de longitud falla- 
rå en A si el momento de la fuerza F respecto a A excede de 
10 pie-klb. Con base en este criterio, ¿qué magnitud puede 
tener la fuerza F? 


P4.8 


4.9 Con base en la figura P4.9, determine el momento de la 
fuerza de 80 lb respecto al punto P. 


P4.9 


4.10 La fuerza F de 20 N mostrada ejerce un momento an- 
tihorario de 20 N-m respecto al punto P. 

(a) Cuál es la distancia perpendicular de P a la linea de acción 
de F? 

(b) ¿Qué valor tiene el ángulo œ? 


P4.10 
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4.14 Considere la viga y la fuerza mostradas en el problema 
4.10. Si F es la fuerza mínima que ejerce un momento antiho- 
rario de 20 N-m respecto al punto P, ¿qué valores tienen F y q? 


442 Dos estudiantes intentan aflojar una tuerca con una 
llave. Uno de los estudiantes ejerce las dos fuerzas de 60 lb; el 
otro, teniendo que empujar alrededor de su amigo, sólo pue- 
de ejercer las dos fuerzas de 30 tb. ¿Qué par (momento) ejer- 
cen ellos sobre la tuerca? 


P4.12 


4.43 Los dos estudiantes del problema 4.12 no pudieron 
aflojar la tuerca y van a usar otro procedimiento. Uno de 
ellos se para sobre la llave y ejerce una fuerza de 150 lb so- 
bre ella. El otro jala la llave con una fuerza F. Si se requiere 
un par de 245 Ib-pie para aflojar la tuerca, ¿qué fuerza F de- 
be ejercer el estudiante? 


P4.13 
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4.14 Determine el momento ejercido por el peso de 30 lb (a) 
respecto a E y (b) respecto a $ de la figura P4.14. 


P4.14 


4.45 Tres fuerzas actúan sobre una placa cuadrada. Deter- 
mine la suma de los momentos de las fuerzas (a) respecto a A, 
(b) respecto a B y (c) respecto a C de la figura 4,15. 


P4.15 


4.46 Determine la suma de los momentos de las tres fuerzas 
mostradas (a) respecto al punto 4, (b) respecto al punto B y 
(c) respecto al punto C. 


P4.16 
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4.17 Se tienen las fuerzas F, = 50 N y FF, = 100 N. Deter- 
mine la suma de los momentos de las dos fuerzas (a) respecto 
a A y (b) respecto a B. 


EN Sior 


4.18 Si las dos fuerzas ejercen un momento horario de 140 
kN-m respecto a A y un momento horario de 20 kN-m respec- 
to a B, ¿qué valores tienen F, y F,? (Véase P4.17.) 


P4.17 


4.19 Se tiene la fuerza F = 140 lb. La suma vectorial de las 
fuerzas que actúan sobre la viga mostrada es igual a cero, y la 
suma de los momentos respecto al extremo izquierdo de ia vi- 
ga es también igual a cero. 

(a) ¿Qué valor tienen las fuerzas A,, A, y B? 

(b) ¿Qué valor tiene la suma de los momentos respecto al ex- 
tremo derecho de la viga? 


P4.19 


4.20 La suma vectorial de la tres fuerzas es igual a cero, y la 
suma de los momentos de las tres fuerzas respecto a A es tam- 
bién igual a cero. (a) ¿Qué valores tienen F4 y Fa? (b) ¿Qué 
valor tiene la suma de los momentos de las tres fuerzas res- 
pecto a B? 


80 N 


- 900 mm — 400 mm 
| 4 


P4.20 


4.21 La fuerza F mostrada ejerce un momento horario de 
240 N-m respecto a A y un momento antihorario de 120 N-m 
respecto a B. Determine F y la distancia de A a su punto de 
aplicación. 


P4.21 


4.22 Determine la suma de los momentos de las tres fuerzas 
respecto a (a) el punto A y (b) el punto B. 


200 lb 
5 T 
| 

3 pie 

200 lb +4 
3pie 
A 

a | B 

500 lb 


P4.22 


4.23 Los pesos de 160 N de los brazos AB y BC del mani- 
pulador robótico mostrado actúan en sus puntos medios. De- 
termine la suma de los momentos de los tres pesos respecto a A. 


P4.23 
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4.24 Los impulsores de posición del transbordador espacial 
mostrado en la figura ejercen dos fuerzas de magnitud F = 
1740 lb. ¿Qué momento ejercen los impulsores respecto a G? 


P4.24 


4.25 La fuerza F ejerce un momento antihorario de 200 lb- 
pie respecto a A y un momento horario de 100 lb-pie respecto 
a B. ¿Qué valor tienen F y 6? 


P40 


(4, 3) pie 


P4.25 
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4.26 Cinco fuerzas actúan sobre un eslabón en el mecanis- 
mo de cambio de velocidad de una segadora de césped. La 
suma vectorial de las cinco fuerzas sobre la barra es igual a 
cero. La suma de sus momentos respecto al punto en que ac- 
túan las fuerzas A, y A, es nula. (a) Determine las fuerzas A,, 
A, y B. (b) Determine la suma de los momentos de las fuerzas 
respecto al punto en que actúa la fuerza B. 


650 mm 


———5— 350 mm - 
P4.26 


4.27 Cinco fuerzas actúan sobre el modelo de una armadu- 
ra. Las dimensiones son b = 300 mm y + = 400 mm; F = 
100 N. La suma de los momentos de las fuerzas respecto al 
punto en que actúan A, y A, es igual a cero. Si el peso de la 
armadura es despreciable, ¿qué valor tiene la fuerza B? 


4.28 Considere la armadura del problema 4.27. Las dimen- 
siones son b = 3 pies y A = 4 pies; F = 300 lb. La suma 
vectorial de las fuerzas que actúan sobre la armadura es igual 
a cero, y la suma de los momentos de las fuerzas respecto al 
punto en que actúan 4, y A, es nula. (a) Determine las fuer- 
zas Ay A, y B. (b) Determine la suma de los momentos de las 
fuerzas respecto al punto en que actúa la fuerza B. 
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4.29 ¿Qué valor tiene el momento respecto a 4 debido a la 
fuerza ejercida sobre la viga en B por el cable? m = 70 kg. 


P4.29 


4.30 Considere el sistema mostrado en el problema 4.29. La 
viga fallará en A si la magnitud del momento respecto a A de- 
bido a la fuerza ejercida sobre la viga en B por el cable excede 
de 2 kN-m. ¿Cuál es la máxima masa m que puede colgarse? 


4.31 La barra AB mostrada ejerce una fuerza en B que ayu- 
da a soportar el muro vertical de retención. La fuerza es para- 
lela a la barra. Se quiere que la barra ejerza un momento de 
38 kN-m respecto a O. ¿Cuál es la magnitud de la fuerza que 
la barra debe ejercer? 


P4.31 


4.32 A un participante en una competencia de lanzamiento 
de cebos artificiales se le engancha en el césped el hilo de la 
caña de pescar. Si la tensión en el hilo es de 5 Ib, ¿qué mo- 
mento ejerce la fuerza del hilo sobre la vara respecto al punto A? 


A 6 pie 
N 4 pie j! 
li. cor > 2 paa 
ph y . y Li 
t 7pie -|= 15 pie | 


P4.32 


4.33 Los cables 4B y AC ayudan a sostener la torre mos- 
trada. La tensión en el cable 4B es de 5 KN. Los puntos, A, 
B, C y O están contenidos en el mismo plano vertical. 

ta) ¿Cuál es el momento respecto a O debido a la fuerza ejer- 
cida sobre la torre por el cable AB? 

(b) Si la suma de los momentos respecto a O debidos a las 
fuerzas ejercidas sobre la torre por los dos cables es igual a 
cero, ¿cuál es la tensión en el cable AC? 


P4.33 


4.34 En la figura P4.34, la tensión en cada cabie es la mis- 
ma. Las fuerzas ejercidas sobre la viga por los tres cables ori- 
gina un momento antihorario de 1.2 kN-m respecto a O. 
¿Cuál es la tensión en los cables? 


O 


pmp 


P4.34 
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4.35 En la figura P4.35, la tensión en el cable AB es de 300 
lb. La suma de los momentos respecto a O debido a las fuer- 
zas ejercidas sobre la viga por los dos cables es igual a cero. 
¿Cuál es la magnitud de la suma de las fuerzas ejercidas sobre 
la viga por los dos cables? 


P4.35 


4.36 El cilindro hidráulico BC mostrado ejerce una fuerza 
de 300 KN sobre el larguero de la grúa en C. La fuerza es pa- 
ralela al cilindro. ¿Cuál es el momento de la fuerza respecto a 4? 


P4.36 
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4.37 La longitud del resorte sin estirar es de 1 m y la cons- 
tante del resorte es k = 20 N/m. Sia = 30%, ¿cuál es el mo- 
mento respecto a A debido a la fuerza ejercida por el resorte 
sobre la barra circular en B? 


P4.37 


4.38 El equipo mostrado se usa para apoyar el codo sobre 
la almohadilla fija y girar el antebrazo para estirar la cuerda 
elástica AB. La cuerda se comporta como un resorte lineal. 
Su longitud sin estirar es de 1 pie y su constante de resorte es 
de 100 lb/pie. Sia = 45%, ¿qué momento es ejercido, respec- 
to al punto E del codo, por la fuerza que la cuerda elástica 
ejerce en B? 


— 


P4.38 
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4.2 Vector de momento 


El momento de una fuerza respecto a un punto es un vector. Aquí defi- 
nimos el momento y explicamos cómo se evalúa. Luego mostramos que 
al usar la descripción bidimensional del momento de la sección anterior, 
se especifican la magnitud y ta dirección del vector de momento. 

Consideremos un vector de fuerza F y un punto O (Fig. 4.7a). El mo- 
mento de F respecto a O es el vector 


donde r es un vector de posición de O a cualquier punto sobre la línea de 
acción de F (Fig. 4.7b). 


Magnitud del momento 


La magnitud de M, es 
[Mo = [r[[F] sen 8, 


donde $ es el ánguio entre los vectores r y F cuando se colocan cola con 
cola. La distancia perpendicular de O a la línea de acción de F es D = 
r sen 0 (Fig. 4.7c). Por consiguiente, la magnitud del momento M, es 
igual al producto de la distancia perpendicular de O a la línea de acción 
de F y la magnitud de F: 


[Mol = DIF|. (4,3) 


Observe que si se conocen los vectores Me y F, con esta ecuación se pue- 
de encontrar la distancia perpendicular D. 


Figura 4.7 / / 
(a) La fuerza F y un punto O. / / 
(b) Vector r de Oa un punto sobre la línea de 
acción de F. F E F 
(c) El ángulo € y la distancia perpendicular D. j / 
1 / 0 
0 o_o O pun < 
ia f SIA 
E DS 


(a) (b) (c) 


Sentido dei momento 


Sabemos, por la definición del producto cruz, que M, es perpendicular 
ar y aF. Esto significa que M, es perpendicular al plano que contiene a 
O y aE (Fig. 4.8a). Observe en esta figura que un momento se denota 
con una flecha circular alrededor del vector. 

La dirección de M, también indica el sentido del momento: si el pul- 
gar de su mano derecha apunta hacia Mo, el “arco”” de sus dedos indica 
el sentido del giro que F tiende a generar alrededor de O (Fig. 4.8b). 
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e Figura 4.8 
f fi (a) M, es perpendicular al plano que 
/ / contiene a O y a F. 
(b) La dirección de My indica el sentido 
F \ Mo F del momento. 
Z j 
7) 
/ 
ü Plano que contiene 
aryaF 
(a) (b) 
El resultado que se obtiene con la ecuación (4.2) no depende de dónde 
interseca el vector r la línea de acción de F. En vez del vector r de la 
figura 4.9(a), podríamos usar el vector r' de la figura 4.9(b). Se tiene el 
vector r = r” + u, donde u es paralelo a F (Fig. 4.9c). Por tanto, 
rxE=( r+uxF=rxH, 
porque el producto cruz de los vectores paralelos u y F es nulo. 
PS fi Figura 4.9 
(a) Vector r de O a la línea de acción de E. 
F F F (b) Vector r' diferente. 
(c)r =r +u. 
/ $ fi 
Fi ES H 
O | (a) / Oi! 
/ 1 
/ T 
/ ay r u 
/ 
/ í A 


En resumen, el momento de una fuerza F respecto a un punto O tiene 
tres propiedades: 


l. La magnitud de M, es igual al producto de la magnitud de F y la 
distancia perpendicular de O a la línea de acción de F. Si la línea de 
acción de F pasa por O, M, = 0. 


2. M, es perpendicular al plano que contiene a O y a F. 


3. La dirección de M, indica el sentido del momento dado por la regla 
de la mano derecha (Fig. 4,8b). Como el producto cruz no es con- 
mutativo, se debe tener cuidado con la secuencia correcta de los 
vectores en la ecuación Mo = r x F. 
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Determinemos el momento de la fuerza F en la figura 4.10(a) respecto 
al punto P. Como el vector r de la ecuación (4.2) puede ser un vector de 
posición de cualquier punto sobre la linea de acción de F, podemos usar 
un vector de P al punto de aplicación de F (Fig. 4.10b): 


r=(12-3)1+ (6-4)j+(-5-1)k=9i+2j-6k (pies). 


El momento es 


LA E 
Mp=rxF=|9 2 -6 |=38i-87i+28k (Ib-pie). 
44 7 


La magnitud de M,, 
[Mp] = 48) + (287? + (28)? = 99.0 Ib-pie, 


es igual al producto de la magnitud de F y la distancia perpendicular D 
del punto P a la línea de acción de F. Por tanto, 


_ Mel _ 99.0lb-pie r 
D= ¡El IT = 11.0 pie. 


La dirección de M, nos da la orientación del plano que contiene a P y a 
F, así como el sentido del momento. (Fig. 4.10c.) 


F = 4i + 4j + 7k (lb) 


(12, 6, -5) pie 
Eo ° P, . 
(3,4, 1) Pe (3, 4, 1) Pe 


(a) (b) 


Figura 4.40 

(a) Una fuerza F y un punto P., 

(b) Vector r de P al punto de 
aplicación de F. 

(c) Mp es perpendicular al plano que 
contiene a P y a F. La regla de la 
mano derecha indica el sentido del 
momento. 


Plano que 
contiene a 
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Relación con la descripción bidimensional 


Si nuestra visual es perpendicular al plano que contiene al punto O y a 
la fuerza F, la descripción bidimensional del momento que usamos en la 
sección 4.1 especifica tanto la magnitud como la dirección de Mo. En 
este caso, M, es perpendicular a la página, y la regla de la mano derecha 
indica si apunta hacia afuera o hacia adentro de la página. 

Por ejemplo, en la figura 4.11(a) la visual es perpendicular al plano 
x-y y la fuerza de 10 N está contenida en el plano x-y. Supongamos que 
queremos determinar el momento de la fuerza respecto al origen O. La 
distancia perpendicular de O a la línea de acción de la fuerza es de 4 m. 
La descripción bidimensional del momento de la fuerza respecto a O es 
que su magnitud es (4 m)(10 N) = 40 N-m y su sentido es antihorario, o 


Mo = 40 N-m. 


O sea, la magnitud del vector M, es de 40 N-m; por la regla de la mano 
derecha (Pig. 4.11b), éste apunta hacia el exterior de la página. Por tanto, 


M, = 40 k (N-m). 


Podemos confirmar este resultado usando la ecuación (4.2). Si r es el 
vector de O al punto de aplicación de la fuerza (Fig. 4.11c), 


Mo = r x F = (4i + 2j) x (105) = 40k (N-m). 


10j (N} 4105 (N) 


(4,2,0) m N (4,2,0)m 
j aa o : 
(a) ) 
(b) 


y Figura 4.11 


105 (N) 


(c) 
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(a) La fuerza está contenida en el plano x-y. 
(b) El sentido del momento indica que Mo 
apunta hacia el exterior de la página. 

(c) Vector r de O al punto de aplicación de F. 
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Esto ilustra que la descripción bidimensional del momento determina 
M,. La proposición opuesta también es verdadera. La magnitud de M, 
es igual al producto de la magnitud de la fuerza y la distancia perpendi- 
cular de O a la linea de acción de la fuerza, 40 N-m, y la dirección de Me 
indica que el sentido del momento es antihorario (Fig. 4.11b). 


Teorema de Varignon 


Sea F,, E,,..., Ey un sistema concurrente de fuerzas cuyas líneas de ac- 
ción se cortan en P. El momento del sistema respecto al punto O es 


Top X E; +rop xF2+-'*+Trop xFw 
= Top X (Pi tE: Fat Ey) 


donde Top es el vector de O a P. Este resultado, el teorema de Varignon, 
se deriva de la propiedad distributiva del producto cruz (Ec. 2.31) y 
confirma que el momento de una fuerza respecto a un punto O es igual 
a la suma de los momentos de sus componentes respecto a O. 


Figura 4.12 E, F 


Un sistema de fuerzas concurrentes y un punto O, AT ' / a 


Los ejemplos siguientes demuestran cómo se determinan los momentas 
de fuerzas respecto a puntos. Cuando la descripción bidimensional es 
aplicable, la comparamos con la expresión vectorial para el momento. 
También incluimos ejemplos en los que se debe usar la ecuación M, = r 
x E para determinar el momento. Esto requiere dos pasos: 


1. Elegir el vector r. Se debe elegir un vector de posición de O a cual- 
quier punto sobre la línea de acción de F y determinar sus compo- 
nentes. 


2. Evaluar f x F. Determine las componentes de F en caso necesario 
y evalúe el producto cruz para obtener el momento. 
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PA Ejemplo 4.4 


Determine el momento de la fuerza de 400 N de la figura 4.13 respecto a O. 
(a) ¿Cuál es la descripción bidimensional del momento? 

(b) Exprese el momento como un vector sin usar la ecuación (4.2). 

(c) Use la ecuación (4.2) para determinar el momento. 


SOLUCIÓN 


(a) Al descomponer la fuerza en sus componentes horizontal y vertical (Fig. Figura 4.43 
a), la descripción bidimensional del momento es 3 


Mo = —{2 m)(400 cos 30° N) — (5 m)(400sen30° N) 
= —1.60 kN-m. 
(b) Para expresar el momento como un vector se incluye el sistema coordena- 
do que se muestra en la figura (b). La magnitud del momento es de 1.69 
kN-m y su sentido es horario, Si los arcos de los dedos de la mano derecha 
apuntan en sentido horario, el pulgar apunta hacia la página. Por tanto, 
Mo = —1.69k (kN-m). 


(c) Aplicamos la ecuación (4.2). 


Selección del vector r Sear el vector de O al punto de aplicación de la 
fuerza (Fig. c): 


r=5i+2j (m). 
Evaluación der x F El momento es 


M, =r xF 


Il 


(Si + 23) x (400 cos 30° i — 400 sen 30° j) 


—1.69k (kN-m). 


400sen 30° N 400sen 30° N 


2m 5 400N 
L Ò On x 
| $m 4 
(b) Introducción de un sistema 
(a) Descomposición de la fuerza en sus coordenado. 
componentes. 


5m 


(c) Vector r de O al punto de aplicación de la fuerza. 
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Ejemplo 4.5 


y La línea de acción de la fuerza F de 90 lb pasa por los puntos B y C. 
(a) ¿Cuál es el momento de F respecto al punto 4? 
C+(7,7,0) pie (b) ¿Qué valor tiene la distancia perpendicular del punto A a la línea de ac- 
A y ción de F? 
. 
(0. 6, 5)pi p 


ESTRATEGIA 


x (a) Usamos la ecuación (4.2) para determinar el momento, Como r es un vec- 
tor de Á a cualquier punto sobre la línea de acción de F, podemos usar ya sea 
B*(11,0,4)pie el vector de A a Bo bien el vector de A a C. Para demostrar que se obtiene 
el mismo resultado, determinaremos el momento usando ambos vectores. 
z (b) Como la magnitud del momento es igual al producto de la magnitud de F 
y la distancia perpendicular de A a la línea de acción de F, podemos usar el 
resultado de la parte (a) para determinar ta distancia perpendicular. 


F 


Figura 4.14 


SOLUCIÓN 


(a) Para evaluar el producto cruz en la ecuación (4,2), necesitamos las com- 
ponentes de F, El vector de Ba Ces 


(7 —11)i+ (7 -—0)j+(0-—4)k = 414 7j-—4k (pies). 


Dividiendo este vector entre su magnitud, obtenemos un vector unitario ego 
que tiene la misma dirección que F (Fig. a): 


Ahora expresamos F como el producto de su magnitud y €gc: 


F = 90egc = -40i+70j—40k (lb). 


C» (7,7, 0)pie 
A 
e + 
(0, 6, 5)pi 


E 


B ` (11, 0, 4) pie 


N 


(a) Vector unitario ege- 
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Selección del vector r El vector de posición de A a A (Fig. b) es 
ras = (14 — O) + (0— 6) + (4— 5)k = 11i— 6j — k (pie). 


Evaluación de r x F El momento de F respecto a A es 


t j k 
M, =rnxF=|1] -6 -i 
-40 70 -40 


= 310i + 480j + 530k (lb-pie}, 


B` (11,0, 4)pie 


. 
< 


(b) El momento se puede determinar 
usando Fap O bien fye- 


Selección alternativa del vector de posición Si usamos el vector de 
Aac, 


Fac = (- 0) + (7 6)j + (0-5k = 7i + j- 5k (pie), 


obtenemos el mismo resultado: 


i j k 
Ma * Pac xF= 7 1 $ 
40 70 -40 


= 310i + 48051 + 530k (Ib-pie). 
(b) La distancia perpendicular es 


EA 
Mal _ Y GIO? + (480 + (530? _ g 66 pie. 


Fl 90 
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E 


Ass 3,0) m 


Figura 4,15 


Cs(6,3,0)m 


A (4,0,6)m 


(a) Las fuerzas F ¿a y Faye ejercidas en 
A por los cables. 


Ce16, 3.0) m 
f 


B 
R: 


(0, 48m 
sa 
A (4,0,6)m 


(b) El vector unitario € ¿5 
tiene la misma dirección 
que Fig 


| Ejemplo 4.6 


En la figura 4.15, los cables AB y AC se extienden del punto A sobre el piso 
a los puntos B y C en las paredes. La tensión en el cable AB es de 10 kN y la 
tensión en el cable AC es de 20 kN. ¿Qué valor tiene la suma de los momen- 
tos respecto a O debidos a las fuerzas ejercidas sobre 4 por los dos cables? 


SOLUCIÓN 


Sean Ey y Fac las fuerzas ejercidas por los dos cables sobre el punto A de 
conexión (Fig. a). Para expresar F,, en función de sus componentes, deter- 
minamos el vector de posición de A a B, 


(0-4Hi+ (4-0) ¡+(8 —6)k = -4i14+4j+2k (m), 


y lo dividimos entre su magnitud para obtener un vector unitario €4g con la 
misma dirección que F¿z (Fig. b): 


-4i+4j+2k _ 
6 


2 sari 
Cag = 714 j+sk. 


3 3 
Ahora escribimos F 4g como 
Fag = 10848 = 6.6714 6.6714 3.33k (kN). 
Expresamos de la misma manera la fuerza F¿¿ en función de sus componentes: 
Fac =5.71i+8.57j—17.l4k (kN). 
Selección del vectorr Como las líneas de acción de ambas fuerzas pa- 
san por el punto 4, podemos usar el vector de O a A para determinar los 
momentos de ambas fuerzas respecto al punto O (Fig. a): 
r=4i+6k (m). 


Evaluación der x F La suma de los momentos es 


¿My = (rx Fag) + (r x Eac) 


i i Ek ioj k 
=| 4 On EANES A 0 6 
-6.67 6.67 3.33 5.71 8.57 —17.14 


—91.4i + 49.5] + 61.0k (xN-m). 
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4.39 En la figura P4.39 determine el momento de la fuerza 4.41 Un ingeniero biomédico que estudia una lesión produ- 


de 50 lb respecto al origen O. cida al lanzar la javalina calcula que el hombro del atleta es- 

(a) ¿Cuál es la descripción bidimensional del momento? tuvo sometido a un momento de 1800 pulg-1b y que la magnitud 

(b) Exprese el momento como un vector sin usar el producto de la fuerza ejercida fue de |F = 80 lb. El vector F y el punto 

cruz. O están en el plano x-y, 

(c) Use el producto cruz para determinar el momento. (a) ¿Cuál fue la distancia perpendicular de O a la línea de ac- 
ción de F? 


(b) Exprese el momento de F respecto a O como un vector, 


| P4.39 


P4.41 


4.40 En la figura P4.40 determine el momento de la fuerza 4.42 Use el producto cruz para determinar el momento de 
de 80 N respecto al origen O. la fuerza de 100 KN de la figura P4.42 (a) respecto a A y (b) 
(a) ¿Cuál es la descripción bidimensional del momento? respecto a B. 

(b) Exprese el momento como un vector sin usar el producto 

cruz. 

(c) Use el producto cruz para determinar el momento, consi- 

derando que r es el vector de O a A. y 

(d) Use el producto cruz para determinar el momento, consi- 
derando que r es el vector de O a B. 


100j (kN) 


BOJ (N) == 
B 2 6,4,0 m 


P4.42 
A (6.0.0) m 


P4.40 
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4.43 En la figura P4.43, la linea de acción de la fuerza de 
100 lb está contenida en el plano x-y. 

(a) Use el producto cruz para determinar el momento de la 
fuerza respecto al origen O, 

(b) Use el resultado de la parte (a) para determinar la distan- 
cia perpendicular de O a la línea de acción de la fuerza, 


100 lb 


30° / 


(10,5, Oppie 


P4.43 


4.44 La línea de acción de F que se muestra está contenida 
en el plano x-y. El momento de F respecto a O es de 140 k 
(N-m), y el momento de F respecto a 4 es de 280 k (N-m). 
¿Cuáles son las componentes de F? 


P4.44 


4.45 Para probar la rigidez a la flexión de una viga com- 
puesta ligera, se somete a las fuerzas verticales mostradas. 

(a) ¿Cuál es la descripción bidimensional del momento de la 
fuerza de 200 lb respecto a 4? 

(b) Exprese el momento determinado en (a) como un vector. 


y 


P4,45 


4.46 Considere la viga y las fuerzas mostradas en el proble- 
ma 4.45. Use el producto cruz para determinar la suma de los 
momentos de las tres fuerzas (a) respecto a A y (b) respecto a B. 


4.47 Las tres fuerzas mostradas se aplican a la placa. Use el 
producto cruz para determinar la suma de los momentos de 
las tres fuerzas respecto al origen O. 


P4.47 


4.48 (a) Determine la magnitud del momento de la fuerza 
de 150 N de la figura P4.48 respecto a A calculando la distan- 
cia perpendicular de A a la línea de acción de la fuerza. 

(b) Use el producto cruz para determinar el momento de la 
fuerza de 150 N respecto a 4, 

(c) Use el resultado de la parte (b) para determinar la magni- 
tud del momento. 


(0,6, 0) m 
150k (N) 


A 
(6, 0, 0) m 


xX 


e 


P4.48 
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4.49 F = 4i + 6j — 2k (kN) se aplica en el punto (8, 4, 4) 
m. ¿Cuál es el momento de F respecto al punto (2, 2, 2) m? 


4.50 Una fuerza F = 20i — 305 + 60k (1b) se aplica en el 
punto (2, 3, 6) pies. ¿Cuál es el momento de F respecto 
al punto (-2, —1, —1) pies? 


4.51 F = 20i— 30] + 60k (lb). El momento de F respecto a 
un punto P es Mp = 450i — 100] — 200k (Ib-pie). ¿Cuál es la 
distancia perpendicular del punto P a la linea de acción de F? 


4.52 Una fuerza F se aplica en el punto (8, 6, 13) m. Su 
magnitud es |F| = 90 N, y el momento de F respecto al punto 
(4, 2, 6) es igual a cero. ¿Cuáles son las componentes de F? 


4.53 Se tiene la fuerza F = 30i + 203 + 10k (N). 

(a) Determine el momento de F respecto a A. 

(b) ¿Cuál es el producto de la magnitud de F y la distancia 
perpendicular del punto A a la linea de acción de F? 


A (8, 2, -4) m 
(4,3,3)m 


? P4.53 


4.54 En la figura P4.54, los cosenos directores de la fuerza 
F son cos €, = 0.818, cos 9, = 0.182, y cos f, = —0.545, El 
soporte de la viga en O fallará si la magnitud del momento de 
F respecto a O excede de 100 kN-m. Determine la magnitud 
de la máxima fuerza F que se puede aplicar con seguridad a la 
viga. 


P4.54 


4.2 VECTOR DE MOMENTO 145 


4.55 La fuerza F ejercida sobre el mango de un aparato de 
gimnasia apunta hacia el vector unitario e = si = 3 = zk, y su 
magnitud es de 30 lb. 

(a) ¿Qué valor tiene el momento de F respecto al origen O? 
(b) ¿Qué valor tiene el producto de la magnitud de F y la dis- 
tancia perpendicular de O a la linea de acción de F? 


P4.55 


4.56 En el problema 4.55, la fuerza F apunta hacia el vector 
unitario e = Hi — $j — Żk. El soporte en O resiste con seguri- 
dad un momento de 5000 pulg-1b. Con base en este criterio, 
¿cuál es la máxima magnitud segura de F? 


4.57 Un ingeniero calcula que en las condiciones de tiempo 
más adversas, la fuerza total sobre una señal de tránsito en 
una carretera será de F = + 1.4i — 2.03 KN. ¿Qué momento 
ejerce esta fuerza respecto a la base O? 


P4.57 
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4.58 Después de anotar una canasta, un jugador de balon- 
cesto se cuelga del borde del aro, ejerciendo la fuerza mostra- 
da. Determine el momento que ejerce respecto al origen O en 
función de las dimensiones Á y r y del ángulo a. 


P4.58 


4.59 La tensión en el cable AC mostrado es de 100 lb. De- 
termine el momento respecto al origen O debido a la fuerza 
ejercida en A por el cable AC. Use el producto cruz, conside- 
rando que r es el vector (a) de O a A y {b) de O a C. 


€ 


ES 
Vá 0, 10) pie Ni 14, 0, 14) pie 
P4.59 


4.60 La tensión en el cable OA mostrado es de 500 N. De- 
termine el momento respecto a B de la fuerza ejercida por el 
cable (a) sobre el punto O, (b) sobre el punto A. (c) Determi- 
ne la distancia perpendicular de B al cable 04. 


(6, 6, 3) m 


B +(10,-2,3) m P4.60 


» 


4.61 Seael sistema mostrado en el problema 4.59. La tensión 
en el cable AB es de 100 lb y la tensión en el cable AC es de 
140 Ib. Determine la magnitud de la suma de los momentos res- 
pecto a O debidos a las fuerzas ejercidas en 4 por los dos cables. 


4.62 Considere el sistema del problema 4.59. Los cables 48 
y AC tienen la misma tensión T. El árbol fallará en O si la mag- 
nitud del momento respecto a O de las fuerzas ejercidas sobre 
él por los cables excede de 5000 lb-pie. Con base en este criterio, 
¿cuál es el valor máximo admisible de T? 


4.63 La torre tiene 70 m de altura. Las tensiones en los ca- 
bles AB, AC y AD son de 4 kN, 2 kN y 2 kN respectivamen- 
te. Determine la suma de los momentos respecto al origen O 
debidos a las fuerzas ejercidas por los cables en el punto A. 


m. 


P4.63 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


4.64 Considere la torre de 70 m de altura del problema 
4.63. Suponga que la tensión en el cable AB es de 4 kN, y que 
las tensiones en los cables AC y AD se quieren ajustar para 
que la suma de los momentos respecto al origen O debidos a 
las fuerzas ejercidas por los cables en el punto A sea igual 
acero. Determine las tensiones, 


4.65 Latensión en el cable AB es de 150 N, yen AC es 100 N. 
Determine la suma de los momentos respecto a D debidos a 
las fuerzas ejercidas sobre la pared por los cables. 


P4.65 


4.66 La suma de los momentos respecto a O debidos a la 
fuerza F y a las fuerzas en A por los cables AB y AC es igual 
acero. Si F = 800 lb, ¿cuáles son las tensiones en los cables? 


P4.66 
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4.67 Las bielas ejercen dos fuerzas sobre el cigüeñal. Los 
cosenos directores de F4 son cos 0, = 0.182, cos 9, = 0.818 
y cos 9, = 0.545, y su magnitud es de 4 kN. Los cosenos di- 
rectores de Fg son cos 6, = 0.182, cos €, = 0.818 y cos b, = 
0.545, y su magnitud es de 2 kN. ¿Qué valor tiene la suma 
de los momentos respecto a O debidos a las dos fuerzas? 


P4.67 


4.68 Los pesos de los brazos OA y 4B actúan en sus puntos 
medios. Los cosenos directores de la línea central del brazo 
OA son cos f, = 0.500, cos 0, = 0,866 y cos 8, = 0, mientras 
que los del brazo AB son cos 0, = 0.707, cos 8, = 0.619 y cos 
0, = 0.342, ¿Qué valor tiene la suma de los momentos res- 
pecto a O debidos a las dos fuerzas? 
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4.3 Momento de una fuerza 
respecto a una linea 


El dispositivo mostrado, llamado cabrestante, se usó en los barcos de 
vela. Lo hacían girar con las manijas (Fig. 4.16a) para generar energía y 
levar las anclas e izar las velas. Se sabe que una fuerza vertical aplicada a 
una de las manijas (Fig. 4.16b), no hace girar al cabrestante aun cuando 
la magnitud del momento respecto al punto O sea d|F| en ambos casos. 


Figura 4.16 

(a) Cabrestante girando. 
(b) Una fuerza vertical no 
hace girar el cabrestante. 


(a) (b) 


La medida de la tendencia de una fuerza a causar un giro alrededor de 
una línea o eje se denomina momento de la fuerza respecto a la línea. 
Suponga que una fuerza F actúa sobre un cuerpo, digamos una turbina 
que gira alrededor de un eje £, y que descomponemos Fen componentes con 
base en el sistema coordenado de la figura 4.17. Las componentes F, y 
F, no hacen girar la turbina, así como tampoco la fuerza paralela al eje 
del cabrestante lo hacía girar. Es la componente F, la que tiende a causar 
giros al ejercer un momento de magnitud aF, respecto al eje de la turbi- 
na. En este ejemplo podemos determinar el momento de F respecto a L 
porque el sistema coordenado está convenientemente situado. Plantea- 
mos ahora una expresión que se puede usar para determinar el momento 
de una fuerza respecto a cualquier línea. 


Figura 4.17 
Aplicación de una fuerza a una 
turbina con eje de giro L. 


z 
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Definición 

Consideremos una línea L y una fuerza F (Fig. 4.18a). Sea M, el mo- 
mento de F respecto a un punto arbitrario O sobre £ (Fig. 4.18b). El 
momento de F respecto a L es la componente de M, paralela a £, que 
denotamos con M, (Fig. 4.18c). La magnitud del momento de F respec- 
to a L es |[M;¿|, y cuando el pulgar de la mano derecha apunta hacia M,, 
el arco de los dedos indica el sentido del momento respecto a L. 


En función de un vector unitario e a lo largo de £ (Fig. 4.18d), M, 
está dado por 


(El vector unitario e puede apuntar en cualquier dirección. Véase el aná- 
tisis de las componentes vectoriales en Sec. 2.5.) El momento M, = r X 
F, por lo que podemos también expresar M, como 


Mz =[e- (rx Ple. (4.5) 


Ef producto triple mixto en esta expresión está dado en función de las 
componentes de los tres vectores por 


Ci ly € 
e-(rxE)=|tx Ty Fl. (4.6) 
F, F, F, 


Observe que el valor del escalar e : M, = e : (r x F) nos da la magnitud 
y la dirección de M,. El valor absoluto de e : M, es la magnitud de M,. 
Sie © M, es positivo, M, apunta hacia e, y sie - M, es negativo, M, 
apunta en la dirección opuesta a e. 

El resultado de la Ec. (4.4) o (4.5) no depende del punto sobre £ ele- 
gido para determinar M, = r x F. Si usamos el punto O de la figura 
4.19 para determinar el momento de F respecto a L, obtenemos el resul- 
tado por la Ec. (4.5). Y con el punto O” obtenemos lo mismo, 


[e- (1 x Ple = (e: [(r +u) xFl)e 
=[e-(rxP+e-(ux Ple 
= [e - {r x F)]e. 


porque u x F es perpendicular a e. 


Figura 4.19 
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p Uso de diferentes puntos O y O' para 
determinar el momento de F respecto a L. 


Fe 
L 
(a) 
Fd 
M,=rxF y 
/ 
v y 
o f 
f 
E / 
L $ 


Mo 
A 
\ We e” 
\ Q A1 e 
\ 
ge. 
L M, 
(d) 
Figura 4.18 


(a) La línea £ y la fuerza F. 

(b) M es el momento de F respecto a 
cualquier punto O sobre L, 

(c) La componente M, es el momento de 
F respecto a L. 

(d) Vector unitario e a lo largo de £. 


150 


(a) Un punto Q cualquiera 
sobre £ y el vector r 


(b) M, y el sentido del 
momento respecto a L. 


CAPÍTULO 4 SISTEMAS DE FUERZAS Y MOMENTOS 


Aplicación de la definición 


Para demostrar que M, es la medida de la tendencia de F a ocasionar gi- 
ros alrededor de L, volvemos a la turbina de la figura 4.17. Sea O un punto 
sobre £ a una distancia arbitraria b del origen (Fig. 4.20a). El vector r 
de Qa Pesr = gi — bk, por lo que el momento de F respecto a O es 


i J.k 
Mo=rxF=|ja 0 —b|=bF,i-(aF,4+5bF,)j+aF,k. 
Es Ey dE 


Como el eje z coincide con £, el vector unitario k está dirigido a lo largo 
de Ł. Por tanto, el momento de F respecto a L es 


M, = (k z Mo) k = aF, k. 
Las componentes F, y F, no ejercen momento respecto a L. Si supone- 


mos que F, es positiva. ésta ejerce un momento de magnitud aF, respec- 
to al eje de la turbina en la dirección mostrada en la figura 4.20(b). 


( 


S DA 
LAN dá 
A ¿N> F k 


íb) 


Determinemos el momento de una fuerza respecto a una linea arbitra- 
ria £ (Fig. 4.2la). Primero elegimos un punto sobre la línea. Si escoge- 
mos A (Fig. 4.21b), el vector r de A al punto de aplicación de F es 

r= (8—2)i+ (6—0)j+ (4-4k = 6i +6j (m). 


El momento de F respecto a A es 


i jJ k 
Mi=rxPF=!| 6 6 0 
10 60 —20 


—120i + 120j+300k (N-m). 


El siguiente paso es determinar un vector unitario a lo largo de £. El 
vector de A a 8 es 


{—7 DF (6-0) + (2-4 k= -—91+ 6j-—2k (m. 
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Dividiéndolo entre su magnitud, obtenemos un vector unitario €4g que 
apunta de A a B (Fig. 4.21c): 


El momento de F respecto a L es 


M; = (eag : MaJeas 


= z 20 6 (120) + e 300) | e 
=|(-55) + aa (aa sl 


109.1 e4g (N-m). 


La magnitud de M, es 109.1 N-m; la dirección se indica apuntando el 
pulgar de la mano derecha hacia €4p. 


Y F=10i+60j-20k (N) 7 


B(-7,6,2)m B (-7.6,2) m 


(8, 6, 4) m 


A(2,0,4)1m A(2,0,4)m 


(a) (b) 


= 
B(7,6,2)m F ( B F 


EnA 
tag si s 
A(2,0,4)m A 
tc) 


(d) 


Si calculamos M, usando el vector unitario ez, que apunta de Ba A, 
obtenemos 


M; = —109.1es4 (N-m). 


Obtenemos la misma magnitud, y el signo menos indica que M, apunta 
en la dirección opuesta a €es,, por lo que la dirección es la misma. Por 
ende, la regla de la mano derecha indica el mismo sentido (Fig. 4.21d). 
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Figura 4.21 


(a) Una fuerza F y una línea 2. 
(b) Vector r de A al punto de 
aplicación de F. 

(c) e, z apunta de A a B. 

(d) La regla de la mano 
derecha indica el sentido del 
momento. 
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Casos especiales 


En los ejemplos precedentes se demostraron tres resultados importantes 
que podemos formular en términos más generales: 


1. Si la línea de acción de F es perpendicular a un plano que contenga a 
L (Fig. 4.22a), la magnitud del momento de F respecto a £ es igual 
al producto de la magnitud de E y la distancia D perpendicular de 
L al punto donde la línea de acción corta el plano: |M,] = JEJD. 


2. Cuando la línea de acción de F es paralela a L (Fig. 4.22b), el mo- 
mento de F respecto a £ es nulo: M, = 0. Como M, =r x Fes 
perpendicular a F, M, es perpendicular a £ y la componente vecto- 
rial de M, paralela a £ es nula. 


3. Cuando la línea de acción de F corta a £ (Fig. 4.22c), el momento 
de F respecto a £ es nulo. Como es posible elegir cualquier punto 
sobre £ para evaluar M,, podemos usar el punto donde la línea de 
acción de F corta a L. El momento M, respecto a ese punto es cero, 
por lo que su componente vectorial paralela a £ es nula. 


Figura 4.22 

(a) F es perpendicular a un 
plano que contiene a £. 
(b) F es paralela a L. 

(c) La línea de acción de F 
interseca a L en O. 


(c) 


Los siguientes ejemplos demuestran cómo se determina el momento de 
una fuerza respecto a una línea. El uso de las ecuaciones (4.4)-(4,6) re- 
quiere tres pasos: 


i. Determinar un vector r. Elija cualquier punto O sobre L y determi- 
ne las componentes de un vector r de O a cualquier punto sobre la 
linea de acción de E. 


2. Determinar un vector e. Determine las componentes de un vector 
unitario a lo largo de L. No importa en que dirección apunte a lo 
largo de L. 


3. Evaluar M,. Se puede calcular M, = r X FE y determinar M, usan- 
do la ecuación (4.4), o se puede usar la ecuación (4.6) para evaluar 
el producto triple mixto y sustituir el resultado en la ecuación (4.5). 
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AN Ejemplo 4.7 
¿Qué valor tiene el momento de la fuerza de 50 lb respecto al eje x? 


ESTRATEGIA 

Es posible determinar el momento de dos maneras: 

Primer método Podemos usar las Ecs. (4.5) y (4.6). Como r se puede ex- 
tender desde cualquier punto sobre el eje x a la línea de acción de la fuerza, 


podemos usar el vector de O al punto de aplicación de la fuerza. El vector e 
debe ser un vector unitario a lo largo del eje x; podemos usario ~i. 


Segundo método Éste es el primer caso especial que tenemos, pues la 


fuerza de 50 ib es perpendicular al plano x-z. La magnitud y la dirección del 
momento se pueden determinar directamente de la información dada. 


SOLUCIÓN 


Primer método Determinar un vector r. El vector de O al punto de aplica- 
ción de la fuerza es (Fig. a) 


r = di + 3k (pies). 


Determinar un vector e. Podemos usar el vector unitario È. 
Evaluar M,. De acuerdo con la ecuación (4.6), el producto triple mixto es 


0 0 

O  3|= —150 Ib-pie. 

0 

De la ecuación (4.5), el momento de la fuerza respecto al eje x es 
Mije = li: @ x F)li = -150i (lb-pie). 


La magnitud del momento es de 150 lb-pie y su sentido es como se muestra 
en la figura (b). 


Segundo método Como la fuerza de 50 lb es perpendicular a un plano 
(el plano x-z) que contiene al eje x, la magnitud del momento respecto al eje 
x es igual a la distancia perpendicular del eje x al punto en que la línea de 
acción de la fuerza corta el plano x-z (Fig. c). 


[Miej o| = (3 pie)(50 1b) = 150 Ib-pie. 
Apuntando con el arco de los dedos en la dirección del sentido del momento 
respecto al eje x (Fig. c), la regla de la mano derecha indica que Misje y apun- 


ta en la dirección negativa del eje x. Por tanto, 


Mijex = —150i (1b-pie). 
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50j (1b) 


r 


ta) Vector r de O al punto de 
aplicación de la fuerza. 


ás 150i Ib-pie 


(b) Sentido del momento. 


$ 


4 50j (Ib) 


la ~ 
7p 
A 3pie 


, 
zZ 


(c) La distancia del eje x al punto 
donde la linea de acción de la 
fuerza interseca al plano x-z es 
igual a 3 pies. La flecha indica el 
sentido del momento respecto 
al eje x. 
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Ejemplo 4.8 


¿Qué valor tiene el momento de la fuerza F mostrada en la figura 4.24 res- 
pecto a la barra BC? y 
Figura 4.24 


F =-2i+6j + 3k (kN) 


ESTRATEGIA 


Podemos usar las ecuaciones (4.5) y (4.6) para determinar el momento. Co- 
mo conocemos las coordenadas de los puntos B y C, podemos determinar las 
componentes de un vector r que se extienda de B al punto de aplicación de la 
fuerza o de Cal punto de aplicación. También podemos usar las coordenadas de 
los puntos B y C para determinar un vector unitario a lo largo de la linea BC. 


SOLUCIÓN 


Determinar un vector r Necesitamos un vector de cualquier punto sobre 
la línea BC a cualquier punto sobre la línea de acción de la fuerza, Sea r el 
vector de B al punto de aplicación de F (Fig. a), 


r= (4-04 0-0 j+(0-3)k=4142j— k (m). 


Determinar un vector e Para obtener un vector unitario a lo largo de la 
barra BC, determinamos el vector de Ba C, 


(0-0) i+(4-0)j+(0-3)k=4j-3k (m), 
(a) Vectores r y €sc- y lo dividimos entre su magnitud (Fig. a): 


4j-3k 
y F j-3 


BRC = 5 =0.8j-0.6k. 
c Evaluar M, Según la ecuación (4.6), el producto triple mixto es 
0 08 —06 
tec: (rxPB=|4 2 —1 | = —24.8 kN-m. 
-2 6 3 


Sustituyendo esto en Ec. (4.5), el momento de F respecto a la barra BC es 


z Msc = [esc {rx F)| €anc = —24.8 Esc (KN -1m). 


(b) La regla de la mano derecha indica 
el sentido del momento respecto a 
BC. 


La magnitud de Mp, es de 24.8 kN-m y su dirección es opuesta a la del vector 
Egc- El sentido del momento se muestra en la figura (b). 


ao a lo o TA A - A 
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[Problemas 


4.69 Determine el momento de la fuerza de 40 lb mostrada 4.72 Considere la placa del problema 4,71. Las tres fuerzas 
respecto al eje z, (a) sin usar las ecuaciones (4.4) a (4.6), (b) son paralelas al eje y. Determine la suma de los momentos de 
usando las ecuaciones (4.5) y (4.6). (Véase el Ej. 4.7.) las fuerzas (a) respecto al eje y y (b) respecto al eje z 


y 4.73 Una persona ejerce una fuerza E = —2i — 4j — 12k (lb) 
sobre el punto C de la puerta mostrada. ¿Qué momento ejer- 
ce la fuerza respecto al eje AB de las bisagras? 


(8, 0, O)pie 


P4.69 


4.70 Determine el momento de la fuerza de 20 N mostrada 
respecto (a) al eje x, (b) al eje y y (c) al eje z. 


P4.73 


4.74 Tres fuerzas paralelas al eje y mostrado actúan sobre 
la placa rectangular. La suma vectorial de las fuerzas es igual 
a cero, y la magnitud de la suma de los momentos de las fuer- 
zas respecto a O es de 600 Ib-pie. ¿Qué valor tiene la suma de 
los momentos de las tres fuerzas respecto al eje x? 


P4.70 


4.71) Tres fuerzas paralelas al eje y de la figura actúan sobre 
la placa rectangular, Determine la suma de los momentos de 
las fuerzas respecto al eje x, (a) sin usar las ecuaciones (4.4) a 
(4.6), (b) usando las ecuaciones (4.5) y (4.6). 


3 


P4.74 


2kN 


ra 


P4.71 
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4.75 Se tiene una fuerza F = 100i + 60j — 40k (Ib). ¿Qué 
valor tiene el momento de F respecto al eje y de la figura? 
Dibuje un croquis para indicar el sentido del momento. 


P4.75 


4.76 Suponga que el momento de la fuerza F mostrada en 
el problema 4.75 respecto al eje x es —80i (Ib-pie), que el mo- 
mento respecto al eje y es nulo y que el momento respecto al 
eje z es 160k (lb-pie). Si F, = 80 lb, ¿qué valor tienen F, y F,? 


4.77 El cigtieñal que se muestra en la figura está sometido a 
dos fuerzas ejercidas por las barras de conexión. Los cosenos 
directores de F, son cos 0, = —0.182, eos 6, = 0.818 y eos 0, 
= 0.545, y su magnitud es 4 kN. Los cosenos directores de Fy 
son cos 0, = 0.182, cos 0, = 0.818 y cos 6, = 0.545, y su 
magnitud es de 2 kN. ¿Qué valor tiene la suma de los momen- 
tos de las dos fuerzas respecto al eje x? (Éste es el momento 
que ocasiona que el cigúeñal gire.) 


4.78 Determine el momento de la fuerza de 20 N mostrada 
respecto a la línea AB. Dibuje un croquis para indicar el sen- 
tido del momento. 


A4 (0, 5.0) m (7.4.0) m 


P4.78 


4.79 Se tiene una fuerza F = —10i + 5j — 5k (klb). Deter- 
mine el momento de F respecto a la línea AB mostrada. Dibu- 
je un croquis para indicar el sentido del momento. 


y D, 
B aR 


(6, 6, 0) pie 


P4.79 


4.80 Se tiene una fuerza F = 10i + 12j-— ők (N). ¿Cuál es 
el momento de F respecto a la linea 40 de la figura? Dibuje 
un croquis para indicar el sentido del momento. 


«Á 
(0, 6, 4) m A F 


(8, 0, 6) m 


P4.80 
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4.81 La tensión en el cable AB mostrado es de 1 kN. Deter- 
mine el momento respecto al eje x debido a la fuerza ejercida 
sobre la compuerta por el cable en el punto 8. Dibuje un cro- 
guis para indicar el sentido del momento. 


A Ñ (400, 300, 0) mm 


¡a 
CS 


P4.81 


4.82 Las coordenadas de A son (—2.4, 0, —0.6) m y las de B 
son (-2.2, 0.7, —1.2) m. La fuerza ejercida en B por la escota 
principal AB del bote de vela es de 130 N. Determine el mo- 
mento de la fuerza respecto a la línea central del mástil (el eje 
y). Dibuje un croquis para indicar el sentido del momento. 


P4.82 
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4.83 La tensión en el cable AB mostrado es de 200 lb. De- 
termine los momentos respecto a cada uno de los ejes coorde- 


nados debidos a la fuerza ejercida en B por el cable. Dibuje 
un croquis para indicar los sentidos de los momentos. 


A 2 (2, 5, -2) pie 


B *(10,-2, 3) pie P4.83 


e 


4.84 En la figura P4.84, la fuerza total ejercida por la tobe- 
ra de vapor sobre los álabes de la turbina es E = 20i — 120] 
+ 100k (N); la fuerza actúa efectivamente en el punto (100, 
80, 300) mm. ¿Qué momento se ejerce respecto al eje de la 
turbina (el eje x}? 


O Fijo 


En rotación 


Az P4.84 
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4.85 La tensión en el cable AB mostrado es de 50 N. Deter- 
mine el momento respecto a la línea OC debido a la fuerza 
ejercida por el cable en 3. Dibuje un croquis para indicar el 
sentido del momento. 


fa pa 


(0,7, 10) m A 


B 
z (14,0, 14) m 


P4.85 


4.86 La tensión en el cable 48 mostrado es de 80 lb. ¿Cuál 
es el momento respecto a la línea CD debido a la fuerza ejer- 
cida por el cable sobre la pared en B? 


z A (6, 0, 10) pic 


P4.86 


4.87 La junta universal de la figura P4.87 está conectada al 
eje impulsor en A y 4”. Las coordenadas de A son (0, 40, 0) 
mm y las de 4” son (0, —40, 0) mm. Las fuerzas ejercidas so- 
bre el eje por la junta universal son —-30j + 400k (N) en A y 
30j — 400k (N) en 4”, ¿Cuál es la magnitud del par (momen- 
to) ejercido por la junta universal sobre el eje impulsor res- 
pecto a la línea O-O del eje? 


Junta universal a 
7 Eje impulsor 


4.88 Un conductor aplica las dos fuerzas mostradas para 
aflojar una tuerca. Los cosenos directores de F son cos 0, = 


5 cos f, = t y cos d, = Z Sila magnitud del momento res- 


E EJ 
pecto al eje x debe ser de 22 Ib-pie para que se afloje la tuer- 


sa, ¿cuál es la magnitud de las fuerzas que se deben aplicar? 


P4.88 
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4.89 La tensión en el cable AB mostrada es de 2 kN. ¿Cuál 
es la magnitud del momento respecto al árbol CD debido a la 
fuerza ejercida por el cable en 4? Dibuje un croquis para in- 
dicar el sentido del momento respecto al árbol. 


P4.89 


4.90 En la figura P4.90 se tiene la fuerza F = —100i + 200j 
+ 200k (N). El momento de F respecto a la línea de O a A es 
470i + 315] + 160k (N-m). ¿Cuáles son los cosenos directo- 
res del vector de posición ro; de O a A? 


P4.90 
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4.91 Los cosenos directores de la línea central OA son cos f, 
= 0.500, cos 0, = 0.866 y cos 0, = 0, y los de AG son cos 
9, = 0.707, cos 0, = 0.619 y cos 9, = — 0.342. ¿Cuál es el 
momento respecto a OA debido al peso de 250 N? En un cro- 
quis, indique el sentido del momento respecto al eje. 


P4.91 


4.92 El radio de la rueda del volante mide 200 mm. La dis- 
tancia de O a C es de 1 m. El centro C de la rueda del volante 
se encuentra en el plano x-y. El conductor ejerce una fuerza F 
= 10i + 10] — 5k (N) sobre la rueda en A. Si el ángulo œ = 
0, ¿cuál es la magnitud del momento respecto al eje OC? Con 
un croquis indique el sentido del momento respecto al eje. 


P4.92 
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4.93 Considere la rueda del volante del problema 4.92. De- 
termine el momento de F respecto al eje OC de la rueda del 
volante si œ = 30%. Dibuje un croquis para indicar el sentido 
del momento respecto al eje. 


4.94 En la figura, el peso W causa una tensión de 100 lb en el 
cable CD. Sid = 2 pies, ¿cuál es el momento respecto al eje 
z debido a la fuerza ejercida por el cable CD en el punto €? 


(12, 10, O) pie 


le 
(3,0, 10) pie 


P4.94 


4.95 La barra AB mostrada soporta la cubierta abierta del 
automóvil. La fuerza ejercida por la barra sobre la cubierta 
en B es paralela a la barra. Si la barra debe ejercer un mo- 
mento de 100 Ib-pie respecto al eje x para soportar la cubierta 
y la distancia d'es de 2 pies, ¿cuál es la magnitud de la fuerza 
que la barra debe ejercer sobre la cubierta? 


P4.95 


4.4 Pares 


Ahora que usted ya ha visto cómo calcular el momento debido a una 
fuerza, considere esta pregunta: ¿es posible ejercer un momento sobre 
un cuerpo sin someterlo a una fuerza neta? La respuesta es afirmativa y 
sucede siempre que se toca un disco compacto, se pone en marcha el 
rotor de un motor eléctrico o se aprieta un tornillo con un destornilla- 
dor. Sobre esos cuerpos se ejercen fuerzas, pero en una forma tal que la 
fuerza neta es nula mientras que el momento neto no lo es. 

Dos fuerzas que tienen igual magnitud, direcciones opuestas y líneas 
de acción diferentes se denominan par (Fig. 4.25a). Un par tiende a ge- 
nerar rotaciones aun cuando la suma vectorial de las fuerzas sea nula, y 
tiene la notable propiedad de que el momento que ejerce es el mismo 
respecto a cualquier punto. 

El momento de un par es simplemente la suma de los momentos de las 
fuerzas respecto a un punto O (Fig. 4.25b): 


M=rxEF+rx (E =(r, —-r3 xF. 
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El vector r, — r es igual al vector r mostrado en la figura 4.25(c), por lo 
que podemos expresar el momento como 


M=rxHT. 


Come r no depende de la posición de O, el momento M es el mismo 
para cualquier punto O. 

Debido a que un par ejerce un momento pero la suma de las fuerzas 
es nula, se suele representar en los diagramas simplemente el momento 
(Fig. 4.25d). Como el gato Cheshire en Alicia en el país de las maravi- 
ilas, que desaparece excepto su sonrisa, las fuerzas no aparecen; sólo se 
ve el momento que ejercen. Sin embargo, reconocemos el origen del mo- 
mento al referirnos a él como momento de un par o simplemente par. 

Observe en la figura 4.25(c) que M = r x F es el momento de F 
respecto a un punto sobre la línea de acción de la fuerza —F. La magni- 
tud del momento de una fuerza respecto a un punto es igual al producto 
de la magnitud de la fuerza y la distancia perpendicular del punto a la 
línea de acción de la fuerza, es decir, |M| = D|F], donde D es la distan- 
cia perpendicular entre las líneas de acción de las dos fuerzas (Fig. 
4,258). El producto cruzr x F es perpendicular a r y a F, lo cual implica 
que M es perpendicular al plano que contiene a F y a—F (Fig. 4.25f). Si 
el pulgar de la mano derecha apunta hacia M, los arcos de los dedos 
indican el sentido del momento. 


4.4 PARES 161 


p Figura 4.25 
Tois (a) Un par. 
(b) Determinación del momento respecto 
a 0. 
r (c) Vector r = r) — Fa. 
-F (d) Representación del momento del par. 


(a) 


(e) La distancia D entre las líneas de 
acción. 


(P) M es perpendicular al plano que 


contiene F y —F. 


(e) (1) 
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En la figura 4.26(a) la visual es perpendicular al plano que contiene 
las dos fuerzas. La distancia entre las líneas de acción de las fuerzas es 
de 4 m: la magnitud del momento del par es |M| = (4 m(Q kN) = 8 
kN-m. El momento M es perpendicular al plano que contiene las dos 
fuerzas. Con el arco de los dedos de la mano derecha indicando el senti- 
do antihorario, encontramos que la regla de la mano derecha señala que 
M apunta hacia afuera de la página. Por tanto, el momento del par es 


M = 8k (kN-m). 


Podemos también determinar el momento del par calculando la suma 
de los momentos de las dos fuerzas respecto a cualquier punto. La su- 
ma de los momentos de las fuerzas respecto al origen O es (Fig. 4.26b) 


M =r x (2j) +r x (—2j) 
=(7i+2j) x Q0D+Gi+7Dx Aj 
=8k (kN-m). 


En una situación bidimensional como la de este ejemplo, no es conve- 
niente representar un par mostrando el vector de momento, ya que el 
vector es perpendicular a la página. En vez de esto, representamos el par 
mostrando su magnitud y una flecha circular que indica su sentido (Fig. 
4.260). 


Figura 4.26 y y 
(a) Par con fuerzas de 2 kN. 
(b) Determinación de la suma de los 
momentos de las fuerzas respecto a O. 
(c) Representación de un par en dos y 7,0) m 


(3.7.0) m 
dimensiones. 


2j (kN) 


2j (kN 
-2j (kN) e } -2j (KN) 


(7.2, 0) m (7.2, 0) m 


(a) (b) 


CY 8 kN-m 


te) 
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Si se sujeta una barra y se tuerce (Fig. 4.27a), se ejercerá un momento 
respecto a su eje (Fig. 4,27b). Aunque el sistema de fuerzas sobre la ba- 
rra está distribuido de manera complicada sobre la superficie, el efecto 
es el mismo que si se ejercieran dos fuerzas iguales y opuestas (Fig. 
4.270). Al representar un par como en la figura 4.27(b), o mostrar el 
vector de momento M, queda implícito que algún sistema de fuerzas 
ejerce ese momento. El sistema de fuerzas (como las que se ejercen al 
torcer la barra, o las fuerzas sobre un cigileñal que ejerce un momento 
sobre el árbol motor de un automóvil) suele ser más complicado que dos 
fuerzas iguales y opuestas, aunque el efecto es el mismo. Por ello, pode- 
mos modelar el sistema real como un sistema simple de dos fuerzas. 


Figura 4.27 


barra. 


(b) 


lc) 


El momento M de un par se puede determinar calculando la suma de los 
momentos de sus dos fuerzas respecto a cualquier punto. En algunos 
casos se puede también determinar con base en dos de sus propiedades: 
la magnitud de M es igual al producto de la magnitud de una de las 
fuerzas y la distancia perpendicular entre las líneas de acción de las fuer- 
zas, y la dirección de M es perpendicular al plano que contiene las líneas 
de acción. En los siguientes ejemplos se demuestran ambos métodos de 
cálculo, 
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(a) Torciendo una barra. 
(b) El momento respecto al eje de la 


(c) Se obtiene el mismo efecto aplicando 
dos fuerzas iguales y opuestas. 
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T Ejemplo 4.9 | il 


y La fuerza F de la figura 4.28 es 10i — 4j (N). Determine el momento del par 
y represéntelo como se muestra en la figura 4.27(b). 
(6 6, 0) m 
ESTRATEGIA 
(8, 3, 0) m Existen dos métodos para determinar el momento: 


F i. Primer método. Podemos calcular la suma de los momentos de las fuer- 
X zas respecto a un punto. 


Figura 4.28 2, Segundo método. Podemos sumar los momentos de los dos pares forma- 
dos por las componentes x y y de las fuerzas. 


SOLUCIÓN 
y Primer método Si calculamos la suma de los momentos de las fuerzas res- 
pecto a un punto sobre la línea de acción de una de las fuerzas, el momento de 
(6, 6, 0) m esa fuerza es cero y sólo necesitamos calcular el momento de ta otra fuerza. 
r Escogiendo el punto de aplicación de F (Fig. a), calculamos el momento como 
(8, 3,0) m e 


M=rx(-F) =(-21+ 3j) x (-101+ 45) =22k (N-m). 


Resultaría lo mismo calculando la suma de los momentos respecto a cual- 
(a) Determinación del momento quier punto, Por ejemplo, la suma de los momentos respecto al punto P es 


respecto al punto de aplicación de F. 


i i k i i k 
M=r xF+r xF) =| 2 -4 —3j+]| —4 -l —3 
d 3 10 -4 0 -i0 4 0 
(10,7,3)m 
= 22k (N-m). 


Segundo método Las componentes x y y de las fuerzas forman dos pa- 
res (Fig. c). Determinamos el momento del par original sumando los momen- 
tos de los pares formados por las componentes. 


(b) Determinación del momento 
respecto a P. 


ION A AN 1 
A— 00m (6, 6.0) m 
4 
{5, 3, 0) m 
(8,3,0) m » 
10N Lan 


x X 


(c) Las componentes x y y forman dos pares. 


Sea el par de las fuerzas de 10 N. La magnitud del momento es (3 m) (19 
N) = 30 N-m y su sentido es antihorario, o sea que el vector de momento 
apunta hacia el exterior de la página. Por tanto, el momento es 30 k N-m. 
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El par de las fuerzas de 4 N causa un momento de magnitud (2 m) (4 N) = y 


8 N-m y su sentido es horario, por lo que el momento es —8 k N-m. El mo- 
mento del par original es 


22 N- 
M = 30k — 8k =22k (N-m). J mi 


Su magnitud es de 22 N-m y su sentido es antihorario (Fig. d). 


x 


(d) Representación del momento. 


Dos fuerzas, A y B, y un par de 200 lb-pie actúan sobre la viga. La suma de 
las fuerzas es igual a cero, y los momentos tespecto al extremo izquierdo 
dela viga también suman cero, ¿Qué valor tienen las fuerzas A y B? 


200 Ib-pie Figura 4.29 


SOLUCIÓN 


La suma de las fuerzas es 
EF, =A+B=0, 


El momento del par (200 tb-pie, horario) es el mismo respecto a cualquier 
punto, por lo que la suma de los momentos respecto al extremo izquierdo es 


EM texsremo izquierdo) = (B -200 = 0. 
Las fuerzas son B = 50 lb y A = —50 lb. 


COMENTARIO 


Observe que A y B forman un par (Fig. a). Éste genera un momento de mag- 
nitud (4 pies) (50 Ib) = 200 Ib-pie y su sentido es antihorario, por lo que la 
suma de los momentos del par formado por A y B y el par horario de 200 
Ib-pie es igual a cero. 


y (a) Las fuerzas sobre la viga forman un 
par. 
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Ejemplo 4.11 MI 


Determine la suma de los momentos ejercidos por los dos pares sobre el tubo 
de la figura 4.30. 


Figura 4.30 


SOLUCIÓN 


Consideremos el par de 20 N. La magnitud del momento del par es (2 m}(20 
N) = 40 N-m. La dirección del vector de momento es perpendicular al plano 
y-2, y la regla de la mano derecha indica que el vector apunta en la dirección 
positiva del eje x. El momento del par de las fuerzas de 20 N es 40i (N-rm). 

Descomponiendo las fuerzas de 30 N en sus componentes y y z, obtenemos 
los dos pares mostrados en la figura (a). El momento del par formado por las 
componentes y es —(30 sen 60%) (4)k (N-m), y el momento del par formado 
por las componentes z es (30 cos 60°) (4)j (N-m). 

La suma de los momentos es 


EM = 401 + (30 cos 60°)(4)j — (30sen60”)(4) k 
= 40i + 60j — 103.9k (N-m). 


(a) Descomposición de las fuerzas de 30 y 
N en componentes y y Z. 


30sen 60° N 30sen 60° N 


30 cos 60° N 30 cos 60° N 


z 


COMENTARIO 


Aunque el método que usamos en este ejemplo ayuda a reconocer las contri- 
buciones de los pares individuales en la suma de los momentos, sólo es con- 
veniente cuando las orientaciones de las fuerzas y sus puntos de aplicación 
relativos al sistema coordenado son suficientemente simples. Cuando no es 
éste el caso, la suma de los momentos se puede determinar escogiendo cual- 
quier punto y calculando la suma de los momentos de las fuerzas respecto a 
ese punto. 
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IA ejemplo 4.12 


La fuerza F de la figura 4.31 es —-20i + 20j + 10k (lb). 

(a) ¿Qué momento ejerce el par sobre la ménsula? 

(b) ¿Qué valor tiene la distancia D perpendicular entre las líneas de acción de 
las dos fuerzas? 


y Figura 4.31 


(4, 1, pie 


A 


ESTRATEGIA 


(a) Podemos escoger un punto y determinar la suma de los momentos de las 
fuerzas respecto a ese punto. 

(b) La magnitud del momento del par es D|F|, por lo que podemos usar el 
resultado de la parte (a) para determinar D, 


SOLUCIÓN 


(a) Si determinamos la suma de los momentos de las fuerzas respecto al ori- 
gen O, el momento de —F es igual a cero. El momento del par es (Fig. a) 


i j k 
M=rxF=i 4 1 1 |= -10i — 60j+ 100k (ib-pie). 
=20 20 10 


(4, 1, 1)pie 


xXx 


(a) Determinación de la suma de los momentos respecto a O. 
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4.96 (a) Determine el momento del par mostrado en la figu- 
ra P4.96. 

(b) ¿Qué valor tiene la suma de los momentos de las dos fuer- 
zas respecto al punto (-4, 6, —2) pies? 

(c) Represente el par como se muestra en la figura 4.26(c). 


| 10j 1b 


y 
(4, 0, 0) pie 


-10j lb 


P4.96 


4.97 Las fuerzas de la figura P4.97 están contenidas en el 
plano x-y. 

(a) Determine el momento del par. 

(b) ¿Qué valor tiene la suma de los momentos de las dos fuer- 
zas respecto al punto (10, -40, 20) pies? 

(c) Represente el par como se muestra en la figura 4.26(c). 


1000 Ib 


P4.97 


4.98 Las fuerzas de la figura P4.98 están contenidas en el 
plano x-y, y el momento del par es igual a —90 k N-m. 

(a) ¿Qué valor tiene la distancia b? 

(b) ¿Qué valor tiene la suma de los momentos de las dos fuer- 
zas respecto al punto (3, 3, —2) m? 


P4.98 


4.99 El punto P mostrado se encuentra en el plano x-y, |F| 
= 100 N, y el momento del par es de —500 k (N-m). ¿Cuáles 
son las coordenadas de P? 


P4.99 
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4.100 Las fuerzas están contenidas en el plano x-y. 

(a) Determine la suma de los momentos de los dos pares. 

(b) ¿Cuál es la suma de los momentos de las cuatro fuerzas 
respecto al punto (—6, —6, 2) m? 

(c) Represente el resultado de la parte (a) como se muestra en 
la figura 4.26(c). 


P4.100 


4.101 El momento de un par es de 40 kN-m en sentido an- 
tihorario. 

(a) Exprese el momento del par como un vector. 

(b) Dibuje un croquis que muestre dos fuerzas iguales y 
opuestas que ejerzan el momento dado. 


40 kN-m 


P4.101 


4.102 Se muestran los momentos de dos pares. ¿Qué valor 
tiene la suma de los momentos respecto al punto P? 


50 Ib-pie 


s E, 
- > hd XxX 
(-4, 0, 0) pie 


10 Ib-pie 


P4.102 
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4.103 Determine la suma de los momentos ejercidos por los 
dos pares sobre la placa que se muestra. 


P4.103 


4.104 En la figura P4.104, ¿qué valor tiene la suma de los 
momentos ejercidos sobre el cuerpo? 


y 40 N 


4m 
40N | 
— F 
N 


100 N-m 


30 


enjan 


P4. 104 


4.105 Cuatro fuerzas y un par actúan sobre la viga mostra- 
da. La suma vectorial de las fuerzas es igual a cero, y la suma 
de los momentos respecto al extremo izquierdo de la viga 
también es cero. ¿Qué valor tienen las fuerzas A,, 4, y B? 


P4.105 
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4.106 En la figura P4.106 se tiene la fuerza F = 3i + 2j— 
k (kN). 

(a) ¿Cuál es el momento del par? 

(b) ¿Cuál es la distancia perpendicular entre las líneas de ac- 
ción de las dos fuerzas? 


y 


ns a 


-F 


» 


P4.106 


4.107 Determine la suma de los momentos ejercidos por los 
tres pares sobre la placa que se muestra. (Las fuerzas de 80 lb 
están contenidas en el plano x-z.) 


qe 


= 3pie —-— 3pie =| 
20 Ib 


P4.107 


4.108 ¿Cuál es la magnitud de la suma de los momentos 
ejercidos por los dos pares sobre el dispositivo en forma de T 
que se muestra en la figura? 


`~ 


~ 3pie 
y ` 
T~ 3pie 
50j lb 


50i +20j - 10k lb 


e 


-50i = 205 + 10k lb 


P4.108 


4.109 La tensión en los cables AB y CD es de 500 N. 

(a) Demuestre que las dos fuerzas ejercidas por los cables so- 
bre la compuerta rectangular en 3 y en C forman un par. 

(b) ¿Cuál es el momento ejercido por los cables? 


(6, -2, 3) m 
D 


P4.109 


4.110 Considere el sistema mostrado en el problema 4,109, 
Las tensiones en los cables AB y CD son iguales, y la magni- 
tud del momento ejercido sobre la compuerta por los cables 
es de 6 kN-m. ¿Cuál es la tensión en los cables? 


4.111 Se usan dos llaves para apretar un codo hidráulico. 
La fuerza F = 10 k (lb) se aplica en (6, —5, -3) pulg y la 
fuerza —F se aplica en (4, —5, 3) pulg. 

(a) Determine el momento respecto al eje x de la fuerza ejerci- 
da sobre la llave derecha. 

(b) Determine el momento del par formado por las fuerzas 
que se ejercen sobre las dos Haves. 

(c) Con base en esos resultados, explique por qué se usan dos 
llaves. 


P4.111 
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4.5 Sistemas equivalentes 


Un sistema de fuerzas y momentos es simplemente un conjunto particu- 
lar de fuerzas y momenios de pares. Los sistemas de fuerzas y momentos 
propios de la ingeniería pueden ser complicados. En especial, esto ocu- 
rre cuando se tienen fuerzas distribuidas, como las fuerzas de presión 
ejercidas por el agua sobre una presa. Pero si sólo nos interesan la fuer- 
za total y el momento total ejercidos, un sistema complicado de fuerzas 
y momentos se puede representar con un sistema mucho más sencillo. 

Defínimos los dos sistemas, 1 y 2, como equivalentes si las sumas de 
las fuerzas son iguales, 


(ZF) = (EF), 
y si las sumas de los momentos respecto a un punto O son también iguales, 
(EM) = (E Moh- 


Demostraremos que si las sumas de las fuerzas y las sumas de los mo- 
mentos respecto a un punto son iguales, las sumas de los momentos res- 
pecto a cualquier punto también son iguales. 

Comenzaremos con una ilustración de esas condiciones. Considere- 
mos los sistemas de fuerzas y momentos de la figura 4.32(a). En el siste- 
ma l, un cuerpo está sometido a las fuerzas F, y Fs y a un par Me. En 
el sistema 2, el cuerpo está sometido a la fuerza Fp y a dos pares Mẹ y 
Mr. La primera condición de equivalencia es 


(EF); = (EF) : 
(47) 
Fa + Fz = Fp. 


Si determinamos las sumas de los momentos respecto al punto O de la 
figura 4.32(b), la segunda condición de equivalencia es 


(22M = (Mo) : 
(4.8) 
Ta x Fa +rg x Fs + Me = Fp x Fo + Me + Mr. 


Sistema 1 Sistema 2 


Sn 


(b) 
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Sistema 1 


E, 
Sistema 2 
sA" 
/ 


Figura 4.32 


(a) Diferentes sistemas de fuerzas y 
momentos aplicados a un objeto. 

(b) Determinación de la suma de los 
momentos respecto a un punto O en cada 
sistema. 
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Si estas condiciones se satisfacen, podemos elegir otro punto O” (Fig. 
4.33) y demostrar que las sumas de los momentos respecto a O” también 
son iguales. Es decir, podemos demostrar que 


(SMr) = (Mo) : 
(4.9) 
A x Fa +rh x Fa + Mc = rh x Fp +M; +Mr. 


Figura 4.33 Sistema 1 Sistema 2 
Determinación de la suma de los momentos 
respecto a un punto diferente O’ en cada x Y M; 
A F O 
sistema. / 


En función del vector r de O' a O, las relaciones entre los vectores r4’, 
Ty y Tp de la figura 4.33 y los vectores r4, Fg y rp de la figura 4.32(b) son 


E, =P+Ta  Tg=F+Ta rp=r+rp. 
Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (4.9) obtenemos 
irra) x Fa + (r +rg) x Fog + Me 
= (r +rp) x Fp + Meg + Mr. 
Reordenando términos podemos escribir esta ecuación como 
rx (EF) + (Mp) =r x (EF): + (Mo), 


que se cumple en vista de las ecuaciones (4.7) y (4.8). Las sumas de los 
momentos de los dos sistemas respecto a cualquier punto son iguales. 


Los siguientes ejemplos demuestran cómo se puede determinar si siste- 
mas dados de fuerzas y momentos son equivalentes. Se deben verificar 
las dos condiciones de equivalencia: 


1. ¿Son iguales las sumas de las fuerzas? Se deben determinar las su- 
mas vectoriales de las fuerzas en los dos sistemas para ver si son 
iguales, 


2. ¿Son iguales las sumas de los momentos respecto a un punto arbi- 
trario? Se puede elegir cualquier punto conveniente y determinar 
las sumas de los momentos de los dos sistemas respecto a ese punto 
pera ver si son iguales. 
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Ejemplo 4.13 


Tres sistemas de fuerzas y momentos actúan sobre la viga de la figura 4,34, 
¿Son tales sistemas equivalentes? 


Sistema 1 aa AN | 
Lon | 50N | sn f 
è o SSE PE”: A A ‘i 
p— 1m | ETE a, Im 150 N-m 
Figura 4.34 
SOLUCIÖN 


¿Son iguales las sumas de las fuerzas? Las sumas de las fuerzas son 
(EE); =50j (N), 
(EF), = 50j (N), 
(EF), = 50j (N). 


¿Son iguales las sumas de los momentos respecto a un punto arbi- 
trario? Las sumas de los momentos respecto al origen O son 


(E Mo) =0, 
(E Mod = (50 NJ0.5 m) — (50 N-m) = —25 N-m, 
(E Moj = (50 N( m) — (50 N-m) = 0. 


Los sistemas 1 y 3 son equivalentes. 


COMENTARIO 
Recuerde que puede escoger cualquier punto conveniente para determinar si 
las sumas de los momentos son iguales. Por ejemplo, las sumas de los mo- 
mentos respecto al extremo derecho de la viga son 

(EMexnremo derechodr = “(50 N)(1 m) = 50 N-m, 


(EM extremo derechodz (30 NX(0.5 m) — (50 N-m) = —-75 N-m, 


(EM entreno derechos = —50 N-m. 
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| Ejemplo 4.14 | 


Dos sistemas de fuerzas y momentos actúan sobre la placa rectangular de la 
figura 4.35. ¿Son tales sistemas equivalentes? 


Figura 4.35 Sistema 1 Sistema 2 


25 1b-pie 


SOLUCIÓN 
¿Son Iguales las sumas de las fuerzas? Las sumas de las fuerzas son 


(EF), = 20i + 10j— 105 = 20i (Ib), 
(EF), = 20i + 15i— 15i = 201 (Ib), 


¿Son iguales las sumas de los momentos respecto a un punto arbi- 
trario? Las sumas de los momentos respecto al origen O son 


EM), = (8 piex(10 lb} — (20 lb-pie) = —100 Ib-pie, 


(Mo) 


—(5 pie)(15 lb) — (25 Ib-pie) = —100 Ib-pie. 


Los sistemas son equivalentes. 


COMENTARIO 


Verifiquemos que las sumas de los momentos de los dos sistemas respecto a 
puntos diferentes sean iguales. Las sumas de los momentos respecto a P son 


(EM» = —(8 pie)(10 lb) + (5 pie)(20 1b) — (20 Ib-pie) = 0, 


(Mp), = (3 pieJ(15 lb) + (5 pieJ(20 lb) — (25 Ib-pie) = 0. 
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Ejemplo 4.15 


En la figura 4.36 se muestran dos sistemas de fuerzas y momentos en los que Sistema 1 
F, =-10i1+ 10j—15k (kN), 
F= 30i+ 5j+10k (kN), 


M 


—90i + 150j + 60k (kN-m), 
Fc = iĝi- 5j+ 5k (kN), 


Fp 


Il 


10i1+ 20j— 10k (kN). 


¿Son tales sistemas equivalentes? 


SOLUCIÓN 


Sistema 2 
¿Son iguales las sumas de las fuerzas? Las sumas de las fuerzas son 


(EF) =F, + Fa = 2014 15j—5k (kN), 
(EF) =F¿+Fp =20i+15j—5k (kN), 


¿Son iguales las sumas de los momentos respecto a un punto arbi- 
trario? La suma de los momentos respecto al origen O en el sistema 1 es 


i j k 
(Mo) = (6i xF+M=| 6 0 0 
30 5 10 


+ (—90i + 150j + 60k 
i i 3 : Figura 4.36 


= —90i +90j+90k (kN-m). 


La suma de los momentos respecto a O en el sistema 2 es 


da $ k 
(M0: =(61+34+3k)xFpo=| 6 3 3 
10 20 —10 


= -90i4+ 90j+90k (kN-m). 


Los sistemas son equivalentes. 
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4.6 Representación de sistemas 
con sistemas equivalentes 


Si sólo nos interesan la fuerza y el momento totales ejercidos sobre un 
cuerpo por un sistema dado de fuerzas y momentos, este sistema se pue- 
de representar con uno equivalente. Con esto queremos decir que en 
vez de mostrar las fuerzas y los momentos reales que actúan sobre un 
cuerpo, podemos mostrar un sistema diferente que ejerza la misma fuer- 
za y el mismo momento totales. De esta manera, un sistema dado se 
reemplazaría por otro menos complicado para simplificar el análisis de 
las fuerzas y momentos que actúan sobre el cuerpo, así como para com- 
prender mejor sus efectos sobre el cuerpo. 


Representación de un sistema por medio 
de una fuerza y un par 


Consideremos un sistema arbitrario de fuerzas y momentos y un punto 
O (sistema 1 de la Fig. 4.37). Este sistema se puede representar con otro 
sistema que consista en una sola fuerza actuando en O y un solo par 
(sistema 2). Las condiciones de equivalencia 


(2F)) = (XF) : 
F = (SF) 
bd 
(EMo) = (2Mo)1 : 
M = (Mo), 


se satisfacen si F es igual a la suma de las fuerzas del sistema 1 y M es 
igual a la suma de los momentos respecto a O en el sistema 1. 

No importa la complejidad de un sistema de fuerzas y momentos; 
siempre se podrá representar con una sola fuerza actuando en cierto 
punto y un solo par. En la práctica se presentan tres casos particulares: 


Sistema 1 Sistema 2 


F, XK ü : M 
5 = -i Mx 


N 


Figura 4.37 
(a) Sistema arbitrario de fuerzas y momentos. 
(b) Una fuerza actuando en O y un par. 
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Representación de una fuerza con una fuerza y un par Una Sistema 1 Sistema 2 
fuerza F, se puede representar actuando en un punto P (sistema 1), por F, 
medio de una fuerza F actuando en un punto O diferente y un par M 
(sistema 2). El momento del sistema 1 respecto al punto O es r x Fp, e p° e 
donde r es el vector de O a P (b). Las condiciones de equivalencia son A 
GA 
” 
O 


(ZF): = (£F); : o 


a) 


E = F 


(Mo)? = (Mp): : 


M = rxFp. 


Fuerzas concurrentes representadas por una fuerza Unsistema 
de fuerzas concurrentes cuyas líneas de acción se corten en un punto O 
(sistema 1, Fig. 4.39) se puede representar con una sola fuerza cuya línea 
de acción corte a O (sistema 2). Las dos sumas de las fuerzas son iguales si Figura 4.38 


19) 
(b) 


(a) El sistema l es una fuerza Fp que actúa 
en el punto P. El sistema 2 consiste en una 

7 fuerza F que actúa en el punto O y un par M. 
y la suma de los momentos respecto a O es nula en cada sistema. ¡DNbemminación del mamento del 
sistema 1 respecto al punto O. 


F=F +F +: +Fx 


Fuerzas paralelas representadas por una fuerza Un sistema de 
fuerzas paralelas cuya suma no sea cero (como el sistema 1 de la Fig. 
4,40) se puede representar por una sola fuerza F (sistema 2). En el ejem- 
plo 4.19 demostraremos este resultado. 


Sistema 1 


Sistema 1 Sistema 2 
... F ` 
FA Í y \ Sistema 2 
F, ko f \ F 
` y A 
0 on 
A 

Figura 4.39 


Un sistema de fuerzas concurrentes y un 
sistema que consiste en una sola fuerza F. 


Figura 4.40 
Un sistema de fuerzas paralelas y un 
sistema que consiste en una sola fuerza F. 
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Los siguientes ejemplos muestran cómo representar sistemas de fuerzas 
y momentos por medio de otros sistemas. Dado un sistema de fuerzas y 
momentos, el objetivo será representarlo con un nuevo sistema particu- 
lar, aplicando las condiciones de equivalencia: 


i. Las sumas de las fuerzas deben ser iguales. 


2. Las sumas de los momentos respecto a un punto arbitrario deben 
ser iguales. 


Ejemplo 4.16 


Sistema 1 El sistema 1 de la figura 4.41 consiste en una fuerza F, = 10i + 4j — 3k (lb) 
y que actúa en A. Representelo con una fuerza que actúe en B y un par. 
E, 
: ESTRATEGIA 
A (4,4,2) pie 
Queremos representar la fuerza F 4 con una fuerza F que actúe en B y un par 
x M (sistema 2 de la Fig. a). Podemos determinar F y M usando las dos condi- 


ciones de equivalencia. 


z B8, 0, 6) pie SOLUCIÖN 
Las sumas de las fuerzas deben ser iguales 
Figura 4.41 
(EF) = (EF) : 
F = F,= 10i+4j-3k (b) 


Las sumas de los momentos respecto a un punto arbitrario deben 
ser iguales El vector de B a A es 


rga = (4 — 8)i + (4 —0)j + (2—6)k = —4i+4j—4k (pie), 


por lo que el momento respecto a B en el sistema 1 es 


Sistema 2 A A 
E i j k 
` rea X Fa =| —4 4 -4 | =4i-52j-56k (Ib-pie). 
iO 4 —3 
Las sumas de los momentos respecto a B deben ser iguales: 
x (Mah = (Ma) : 
F M =4i-—52j-— 56k (Ib-pie). 

B -= 
M 


(a) Fuerza actuando en 8 y un par. 
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AAA empio 4.17 


El sistema 1 de la figura 4.42 consiste en dos fuerzas y un par que actúan 
sobre un tubo. Se trata de representar el sistema 1 mediante (a) una sola fuer- 
za que actúe en el origen O del sistema coordenado y un solo par, y (b) una 
sola fuerza. 


ESTRATEGIA 


(a) Podemos representar el sistema 1 por medio de una fuerza F que actúe en 
el origen y un par M (sistema 2 de la Fig. a), y utilizar las condiciones de 
equivalencia para determinar F y M. (b) Suponga que colocamos la fuerza F 
con su punto de aplicación a una distancia D del origen a lo largo del eje x 
(sistema 3 de la Fig. b}. Las sumas de las fuerzas en los sistemas 2 y 3 son 
iguales. Si podemos escoger la distancia D de manera que el momento respec- 
to a O en el sistema 3 sea igual a M, el sistema 3 será equivalente al sistema 2 
y por tanto equivalente al sistema t. 


SOLUCIÓN 
(a) Las condiciones de equivalencia son 
(EF), = (EF), : 
F =30j+ (Q0i+20) =201+50] (kN), 
y 


(EM = (E Mo)i : 
M — = (30 kNX(3 m) + (20 kN){5 m) + 210 kN-m 
= 400 kN-m. 


(b) Las sumas de las fuerzas de los sistemas 2 y 3 son iguales. Igualando las 
sumas de los momentos respecto a O, 


CM = (i Mih: 
(50 kD D = 400 kN-m, 


encontramos que el sistema 3 equivale al sistema 2 si D = 8 m. 


COMENTARIO 


Para representar el sistema mediante una sola fuerza en la parte (b), necesita- 
mos colocar la línea de acción de la fuerza de manera que ésta ejerza un mo- 
mento antihorario de 400 kN-m respecto a O. La colocación del punto de 
aplicación de la fuerza a una distancia D a lo largo del eje x fue sólo una 
manera conveniente de lograr esto. 


Sistema 1 


201 + 203 (k N} 


Figura 4.42 


Sistema 2 


(a) Fuerza F que actúe en O y un par M. 


Sistema 3 


A Lt 
pe 


(b) Sistema que consiste en la fuerza F 
que actúe en un punto sobre el eje x. 
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Ejemplo 4.18 MI 


f 
Sistema 1 El sistema } de la figura 4,43 consiste en las fuerzas y el par siguientes: 


F, =-10i+ 105 — 15k (kN), 


*(4,3, 23m 
P Fe = 30i+ 5j+ 10k (kN), 


F F; z a 
A Mc = —90i + 150] + 60k (kN-m). 
x 


(6, 0, 0) m Suponga que se quiere representar con una fuerza F que actúe en P y un par 
e M (sistema 2). Determine F y M. i 
z Me 
; SOLUCIÓN 
Sistema 2 
y Las sumas de las fuerzas deben ser iguales 


(ZF) = (EF); : 


E =F, +F = 20i+ 15j—5k (kN) 


Las sumas de los momentos respecto a un punto arbitrario deben 
ser iguales Las sumas de los momentos respecto al punto P deben ser 


iguales: 
(Mp) =(2Mp); : 
£ i j ak i jP E 
Figura 4.43 M =| -4 -3 2 |J4+[2 —3 2 
-10 10 -15 39 5 10 


+ (-90i+ 150 + 60k) 


= —105i+ 110j+90k (kN-m). 


Ejemplo 4.19 | 


El sistema | de la figura 4.44 consiste en fuerzas paralelas. Supongamos que 
se quiere representar mediante una fuerza F (sistema 2). ¿Qué valor tiene F y 
dónde corta su línea de acción el plano x-z? 


ESTRATEGIA 


Podemos determinar F de la condición de que las sumas de las fuerzas de los 
dos sistemas deben ser iguales. Para que los dos sistemas sean equivalentes, 
debemos escoger el punto de aplicación P de manera que las sumas de los 
momentos respecto a un punto sean iguales. Esta condición nos dirá dónde 
corta la línea de acción el plano x-z- 
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SOLUCIÓN 
Las sumas de las fuerzas deben ser iguales 


(EF) = (EF) : 
F =30j+20]- 10j= 403 (b) 
Las sumas de los momentos respecto a un punto arbitrario deben 
ser iguales Sean (x, y, z) las coordenadas del punto P. Las sumas de los 


momentos respecto al origen O deben ser iguales. 


(EM) (Mp): : 


ioj k i ji k i j- K 
T y azl =|e 0 E A 
0 40 0 O 30 0 vd -19 0 

E j k 

+ [53 0 S 

0 2 0 


Desarrollando los determinantes, obtenemos 
(20 + 40z) i + (100 — 40x) k = 0. 

Las sumas de los momentos respecto al origen son iguales si 
x = 2.5 pie, 


—0.5 pie. 


Il 


z 


Estos sistemas son equivalentes si F = 40j (lb) y su linea de acción interse- 
ca el plano x-z en x = 2.5 pies y z = —0.5 pies. Observe que no obtuvimos 
una ecuación para la coordenada y de P. Los sistemas son equivalentes si F 
se aplica en cualquier punto a lo largo de su línea de acción. 

COMENTARIO 
Podríamos haber determinado de una manera más sencilla las coordenadas x 


y z del punto P. Como las sumas de los momentos respecto a cualquier punto 
deben ser iguales para que los sistemas sean equivalentes, las sumas de los 
momentos respecto a cualquier ¿nea también deben ser iguales. Igualando 
las sumas de los momentos respecto al eje x, 
(E Mex x) = (EM eje xhi 
(“40 —=-(304) + (10164) + (20x2), 
así z = —0,5 pies; igualando las sumas de los momentos respecto al eje z, 
(E Meje z) = (E Meez)? 
40x = 06) — (10102) — (20)3), 


obtenemos x = 2,5 pies. 
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Sistema Í 


X 
(6, 0, 2) pie 
ig 0, 4) pie 


z -10j lb 


Sistema 2 


pa 


Figura 4.44 
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Representar un sistema con una llave de torsión 


Se demostró que cualquier sistema de fuerzas y momentos se puede repre- 
sentar con una fuerza actuando en un punto y un par. ¿Cuál es el siste- 
ma más simple equivalente a cualquier sistema de fuerzas y momentos? 

Consideremos primero una fuerza arbitraria que actúa en un punto O 
y un par M (sistema 1, Fig. 4.45a), ¿podemos representar este sistema 
con otro más simple? Por ejemplo, ¿podría representarse con la fuerza 
F actuando en un punto P diferente y ningún par (Fig. 4.45b)? La suma 
de las fuerzas es igual que en el sistema 1. Si elegimos un punto P tal que 
r x F = M, donde r es el vector de O a P (Fig. 4.45c), la suma de los 
momentos respecto a O será igual que en el sistema 1 y los sistemas serán 
equivalentes. Pero el vector r x F es perpendicular a F, por lo que pue- 
de ser igual a M sólo si M es perpendicular a F. Esto significa que, en 
general, no podemos representar el sistema 1 sólo con la fuerza F. 

Sin embargo, podemos representar el sistema 1 por medio de la fuerza 
F actuando en un punto P y la componente de M que es paralela a F. Se 
muestra (parte d) el sistema 1 con un sistema de coordenadas de modo 
que F está sobre el eje y y M está contenido en el plano x-y. En términos 
de este sistema coordenado, podemos expresar la fuerza y el par como 
F = FjyM = Mi + M)j. El sistema 2 (parte e) consiste en la fuerza F 
actuando en un punto sobre el eje z y la componente de M paralela a F. 
Si elegimos D para que D = M,/F, podemos demostrar que el sistema 2 
es equivalente al sistema 1. La suma de las fuerzas en cada sistema es F. 
La suma de los momentos respecto a O en el sistema 1 es M, mientras 
que en el sistema 2 es 


Mo) = (DK) x (Fj) + M,j =Mxi+ Myj =M. 


Figura 4.45 Sistema 1 
(a) El sistema 1 es una sola fuerza y un F 
solo par. E 


(b) ¿Puede representarse el sistema 1 con 
una sola fuerza y ningún par? 
(c) El momento de F respecto a O esr x F. 


M 
(d) F actúa sobre el eje y y M está AU P 
contenido en el plano x-y. à 
(e) El sistema 2 es la fuerza F y la 10) o* 
componente de M paralela a F. (a) (b) íc} 
Sistema Í Sistema 2 
y 
F=Fj 
M pm e 
3 A 
FAI 
d 4 7 | 
Z g i 
(d) le) 
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Una fuerza F y un par Mp paralelo a F se denominan Have de torsión; 
es el sistema más simple equivalente a un sistema arbitrario de fuerzas y 
momentos. 

¿Cómo se puede representar un sistema dado de fuerzas y momentos 
por medio de una llave de torsión? Si el sistema consta de una sola fuer- 
za o de un solo par, o si consta de una fuerza F y un par que es paralelo 
a F, se tendrá una llave de torsión y no se podrá simplificario más. Si el 
sistema es más complicado que una sola fuerza y un solo par, se comien- 
za escogiendo un punto O conveniente y representando el sistema con 
una fuerza F actuando en O y un par M (Fig. 4.46a). La representación 
de este sistema con una llave de torsión requiere efectuar dos pasos: 


l. Se determinan las componentes paralela y normal a F de M (Fig. 
4.46b). 


2. La llave de torsión consiste en la fuerza F actuando en un punto P 
y la componente paralela M, (Fig. 4.46c). Para lograr la equivalen- 
cia, se debe escoger el punto P de manera que el momento de F 
respecto a O sea igual a la componente normal M, (Fig. 4.46d), es 
decir, tal que Fop X F = M.. 


7 M 
0 


(u) 


10 


(e) 


Figura 4.46 

(a) Si es necesario, represente primero el sistema con una sola fuerza y un solo par. 
(b) Componentes de M paralela y normal a F. 

(c) Llave de torsión. 

(d) Escoja P tal que el momento de F respecto a O sea igual a la componente 
normal de M. 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


183 


184 CAPÍTULO 4 SISTEMAS DE FUERZAS Y MOMENTOS 


Ejemplo 4.20 PI | 


El sistema de la figura 4.47 consiste en la fuerza y el par 


F=3i+6j+2k (N), 
M =12i4+4j+6k (N-m). 


Represéntelo mediante una llave de torsión, y determine en qué punto la línea 
de acción de la fuerza de la llave corta el plano x-z. 


Figura 4.47 y 


18) x 


ESTRATEGIA 


La llave es la fuerza F y la componente de M paralela a F (Figs. a, b). Debe- 
mos elegir el punto de aplicación P de modo que el momento de F respecto a 
O sea igual a la componente normal M,. Si P es un punto arbitrario del plano 
x-z, podemos determinar dónde interseca la línea de acción de E ese plano. 


SOLUCIÓN 


Dividiendo F entre su magnitud, obtenemos un vector unitario e con la mis- 
ma dirección que F: 


Fo 3i+6j+2k 


¡El ETA = 0.429 i + 0.857 j + 0.286 k. 
Podemos usar e para calcular la componente de M paralela a F: 
M, = (€ + M) e = [(0.429)(12) + (0.857)(4) + (0.286)(6)] e 
= 4.408 i + 8.816 j +2.939k (N-m). 


La componente de M normal a F es 


M, = M — M, = 7.592 i — 4.816 j + 3.061 k (N-m). 
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La llave se muestra en la figura (b). Sean (x, 0, z) las coordenadas de P. El 
momento de F respecto a O es 


Top xXF = = —6z i — (2x — 3z) j + 6x k. 


wo n 
O DO œ 
a F 


Igualando este momento a M,, 
—621 — (2x — 32) + 6x k = 7.5921 — 4.816 j + 3.061 k. 
obtenemos las ecuaciones 
262s 1592 
—2x + 3z = —4.816, 
6x= 3.061. 


Resolviendo estas ecuaciones encontramos las coordenadas del punto P: x = 
0.510 m y z = —1.265 m. 


y 


Y 
z 


A 


n 


(a) Descomposición de M en 
componentes paralela y normal a F. 


(b) Llave de torsión actuando en un 
punto del plano x-z. 
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4.112 Dos sistemas de fuerzas actúan sobre la viga mostra- 4.114 Cuatro sistemas de fuerzas y momentos actúan sobre 

da en la figura. ¿Son tales sistemas equivalentes? una viga de $ pies de longitud. ¿Qué sistemas son equivalentes? 
Estrategia: Revise la equivalencia en los dos casos. Tanto 

las sumas de las fuerzas como las sumas de los momentos res- 

pecto a un punto arbitrario deben ser iguales. 


Sistema 1 Sistema 2 
Y i > 
Sistema 1 Laa 80 lb-pie 8 pie- A 
Sistema 3 Sistema 4 
X 
50N 10 lb Eo a 
-——-—1m Im 
T a 801b/pie ¿0 lb 
= 4 piem- 4 pie < 
Sistema 2 
y P4.114 
| ; 50N 
(4 =e . — 1 
ad 21-53 


4.115 Los cuatro sistemas mostrados en el problema 4.114 
pana Ê pueden hacer equivalentes agregando un solo par a uno de 
los sistemas. ¿De qué sistema se trata y qué par se debe añadir? 


4.116 El sistema 1 es una fuerza F que actúa en un punto 
O. El sistema 2 es la fuerza F actuando en un punto O” dife- 
rente a lo largo de la misma línea de acción. Explique por qué 
esos sistemas son equivalentes. (Este sencillo resultado se de- 
nomina principio de transmisibilidad.) 


4.113 Dos sistemas de fuerzas y momentos actúan sobre la 
viga mostrada. ¿Son equivalentes? 


Sistema 1 


50 Ib-pie 20 1b Sistema 1 Sistema 2 


PEA AAN 
ye” A 
rd 
ge 
A 


Sistema 2 


P4.116 


20 lb a 
101b 30 Ib-pie 


Ed 


pie 2 pie 
P4.113 
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4.117 En la figura P4.117, la suma vectorial de las fuerzas 
ejercidas por los cables sobre el tronco es la misma en los dos 
casos. Demuestre que los sistemas de fuerzas ejercidos sobre 
el tronco son equivalentes. 


A 


- 


P4.117 


- 6 m———— 20m 


4.118 Cada uno de los sistemas 1 y 2 mostrados consiste en 
un par. Si son equivalentes, ¿qué valor tiene F? 


Sistema 1 Sistema 2 
y y 
1 200N a 
Pa F 
20% 
(5, 4.0) m 


P4.118 


4.119 Dos sistemas equivalentes de fuerzas y momentos ac- 
túan sobre la barra. Determine F4 y Fg y el par M. 


Sistema 1 Sistema 2 
120 N-m Fy 
40N LA 
M 3m 
- ém 
P4.119 


187 


4.120 Dos sistemas equivalentes de fuerzas y momentos ac- 
túan sobre la placa mostrada. Determine la fuerza F y el par M. 


Sistema 1 


Sistema 2 
30 lb 


pios 


P4.120 


4.121 Enel sistema 1, cuatro fuerzas actúan sobre la placa. 
Las fuerzas son perpendiculares a la placa, y la fuerza de 400 
lb actúa en su punto medio. En el sistema 2, ninguna fuerza o 
par actúa sobre la placa. Los sistemas 1 y 2 son equivalentes. 
Determine las fuerzas F,, F, y Fs. 


Sistema 1 


P4.121 
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4.122 Tres fuerzas y un par se aplican a una viga (sistema 1). 
(a) Si el sistema 1 se representa con una fuerza aplicada en A 
y un par (sistema 2), ¿qué valores tienen F y M? 

{b} Si el sistema 1 se representa con la fuerza F (sistema 3), 
¿qué valor tiene la distancia D? 


Sistema 1 


40 lb 30 Ib 


30 Ib-pie 


2 pie- 


2 pie 


Sistema 3 


P4,122 


4.123 Represente, mediante una fuerza F, las dos fuerzas y 
el par que actúan sobre la viga mostrada. Determine F y el 
punto en el cual su línea de acción interseca el eje x. 


3m 


le 3m - i 


P4.123 


4,124 Tanto la suma vectorial de las fuerzas que actúan so- 
bre la viga mostrada, como la suma de los momentos respecto 
al extremo izquierdo de la viga, son iguales a cero, 

(a) Determine las fuerzas 4,, A, y B. 

(b) Si las fuerzas 4,, A, y B se representan con una fuerza F 
que actúa en el extremo derecho de la viga y un par M, ¿qué 
valores tienen F y M? 


y 100 lb 


16 pulg 


P4.124 


4.125 Tanto la suma vectorial de las fuerzas que actúan so- 
bre la viga mostrada, como la suma de los momentos respecto 
al extremo izquierdo de la viga, son iguales a cero. 

(a) Determine las fuerzas 4, y 4, y el par Ma. 

(b) Determine la suma de los momentos respecto al extremo 
derecho de la viga. 

(0) Si la fuerza de 600 N, la fuerza de 200 N y el par de 30 
N-m se representan con una fuerza F que actúa en el extremo 
izquierdo de la viga y un par M, ¿qué valores tienen Fy M? 


30 N-m 
200 N 


———————— 380 mm — Fi 180 mm —.; 


P4.125 
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4.126 La suma vectorial de las fuerzas y la suma de los mo- 
mentos respecto al origen O son iguales a cero. 

(a) Determine A,, A, y B. 

(b) Si las fuerzas de 2 klb, 4 klb y 6 klb se representan con 
una fuerza F, ¿qué valor tiene F y dónde corta su línea de 
acción al eje y? 

(c) Si las fuerzas de 2 klb, 4 klb y 6 klb se reemplazan con la 
fuerza antes determinada, ¿qué valor tienen la suma vectorial 
de las fuerzas y la suma de los momentos respecto a O? 


2klb 


6 pie 


P4.126 


4.127 La carga distribuida que ejerce el suelo sobre una 
parte de la cimentación de un edificio está representada por 
cinco fuerzas. Si éstas se representan por medio de una fuerza 
F, ¿qué valor tiene F y en qué punto interseca su línea de ac- 
ción el eje x? 


te 


ol q 85 kN 
-3m PEATE 3m 


P4.127 


4.128 Las fuerzas de empuje ejercidas sobre el avión por 
sus cuatro motores son paralelas al eje x. Sus magnitudes son 


motor 1: 160 kN, 
motor 2: 175 kN, 


motor 3: 185kN, 
motor 4: 160 kN. 


(a) Represente las cuatro fuerzas de empuje con una fuerza F. 
¿Qué valor tiene F y en qué punto corta su línea de acción el 
eje y? (b) El piloto quiere ajustar el empuje del motor 1 de 
manera que las cuatro fuerzas de empuje queden repre- 
sentadas por una fuerza que actúe en el origen. ¿Qué valor 
debe tener la fuerza de empuje del motor 1? 


P4.128 


4.129 El empuje de sustentación sobre un ala de avión está 
representado por ocho fuerzas. La magnitud de cada fuerza 
está dada, en función de su posición x sobre el ala, por 


200/1 — (x/17} lb. 
Si las fuerzas de sustentación se representan con una sola 
fuerza como se indica, ¿qué valor tienen la fuerza F y la dis- 
tancia D? 


P4.129 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


190 CAPÍTULO 4 SISTEMAS DE FUERZAS Y MOMENTOS 


4.130 El sistema mostrado se encuentra en equilibrio. Si las 
fuerzas F ¿y y F ¿e se representan con una fuerza F que actúa 
en A y un par M, ¿qué valor tienen F y M? 


P4.130 


4.131 Tres fuerzas actúan sobre la viga mostrada. 

(a) Represente el sistema con una fuerza F que actúe en el ori- 
gen O y un par M. 

(b) Represente el sistema con una sola fuerza. ¿En qué punto 
corta la linea de acción de la fuerza el eje x? 


10) 
JON" 


50N 


P4.131 


4.132 En la figura P4.132, la tensión en el cable AB es de 
400 N y la tensión en el cable CD es de 600 N. 

(a) Si las fuerzas ejercidas por los cables sobre el poste iz- 
quierdo se representan con una fuerza F que actúa en el ori- 
gen O y un par M, ¿qué valor tiene F y M4? 

(b) Si las fuerzas ejercidas por los cables sobre el poste iz- 
quierdo se representan con una sola fuerza F, ¿en qué punto 
corta su linea de acción el eje y? 


A 
o, 
o 
Y 
a 
o 
A 
x 
N aS 
C x 8 
X o, : 4 
So. 
300 mm o 300 mm 
| Tk x D 
t oi r t x 
je 300 mm == 
P4.132 


4.133 (Fig. P4.132) La tensión en cada uno de los cables 
AB y CD es de 400 N. Si las fuerzas ejercidas por ellos sobre 
el poste derecho se representan con una fuerza F, ¿qué valor 
tiene F y en qué punto corta su línea de acción el eje y? 


4.134 Si las tres fuerzas que actúan sobre la sección trans- 
versal de la viga mostrada se representan con una fuerza F, 
¿qué valor tiene F y en qué punio corta su línea de acción el 
ejex? 


3800 Ib 


500 lb 


P4.134 
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4,135 Los dos sistemas de fuerzas y momentos que actúan 
sobre la viga mostrada son equivalentes. Determine la fuerza 
F y el par M. 


Sistema 1 


RA >. 
I1m_< 


m Pp 


Sistema 2 
y 
Ñ 
A - 2k (KN) 
AS Ss 
o 
E a 
—P, 


P4.135 


4.136 Una ménsula está sometida a la fuerza mostrada. De- 
termine el momento ejercido por la fuerza (a) respecto al eje z 
y (b) respecto al eje y. (c) Si la fuerza se representa con una 
fuerza F que actúa en O y un par M, ¿qué valor tienen F y M? 


10i — 303 + 3k (1b) 


12 pulg 


P4.136 
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4.137 Un jugador de baloncesto anota una canasta y luego 
se cuelga momentáneamente del aro, ejerciendo las dos fuer- 
zas de 100 lb mostradas. Las dimensiones son A = 14.5 pulg 
yr = 9,5 pulg, y el ángulo œ = 120°. 

(a) Si las fuerzas que el jugador ejerce se representan con una 
fuerza F que actúa en O y un par M, ¿qué valores tienen F y M? 
(b) El tablero de vidrio se romperá si |M| > 4000 pulg-lb. ¿Se 
rompe? 


-100j (1b) 


-100j (Ib) 


bl A 


P4.137 


4.138 Las tres fuerzas son paralelas al eje x, 
(a) Si las tres fuerzas se representan con una fuerza F que ac- 
túe en el origen O y un par M, ¿qué valores tienen F y M? 
(b) Si se representan con una sola fuerza, ¿qué valor tiene la 
fuerza y dónde corta su línea de acción al plano y-z? 
Estrategia: En la parte (b), suponga que la fuerza actúa en 
un punto (0, y, z) del plano y-z y use las condiciones de equi- 
valencia para determinar la fuerza y las coordenadas y y z. 
Vea el ejemplo 4.19. 


y 
(0, 6, 2) pie 


300 lb 


0 


(0, 0, 4) pi 100 lb 
¿0 lb 


P4.138 
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4.139 Se muestran las posiciones y los pesos de tres particu- 


las. Si los pesos se representan con una sola fuerza F, deter- 
mine F y demuestre que su línea de acción corta el plano x-z en 
A 
) xı W; 


3 
SW, 
i=1 E i=1 : 


3 sl z 3 


Wi 


(Agr Yy 23) 


Xx 
W,j 


P4.139 


” 


4.140 Dos fuerzas actúan sobre la viga. Si se representan 
con una fuerza F que actúa en C y un par M, ¿qué valores 
tienen F y M? 


P4.140 


4.141 
mostrada. Si se representa mediante una fuerza F que actúa 
en el origen O y un par M, ¿qué valores tienen F y M? 


Una fuerza axial de magnitud P actúa sobre la viga 


y P4.141 


4.142 El berbiquí de la figura P4.142 se está usando para 
quitar un tornillo, 

(a) Si las fuerzas que actúan sobre el berbiquí se representan 
con una fuerza F actuando en el origen O y un par M, ¿qué 
valores tienen F y M? 

(b) Si las fuerzas que actúan sobre el berbiquí se representan 
con una fuerza F’ actuando en un punto P con coordenadas 
(Xp Ya Zp) y un par M', ¿qué valores tienen F' y M'? 


P4,142 
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4.6 REPRESENTACIÓN DE SISTEMAS CON SISTEMAS EQUIVALENTES 


4.143 Dos fuerzas y un par actúan sobre el cubo de la figu- 
ra. Si se representan mediante una fuerza F que actúa en el 
punto P y un par M, ¿qué valor tienen F y M? 


M¿= 
41-4j+4k (kN-m) 


A 


^ 


P4.143 


4.144 Dos árboles están sujetos a los pares mostrados. 

(a) Si los dos pares se representan con una fuerza F que actúa 
en el origen O y un par M, ¿qué valor tienen F y M? 

(b) ¿Cuál es ia magnitud del momento total ejercido por los 
dos pares? 


193 


4.145 Dos personas, A y B, sostienen una barra a la que 
están amarrados tres perros. Las fuerzas y los pares que éstos 
ejercen son 


F= —5i+15j— 10k (lb), 
Ma = 15j+10k (lb-pie), 
F= 5i+10j—10k (lb), 


Ms = —10j — 15k (lb-pie). 


Si la persona B suelta la barra, la persona A tendría que ejer- 
cer una fuerza F y un par M equivalente al sistema inicial. 
¿Qué valores tienen F y M? 


P4.144 


P4.145 
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4.146 El punto G se encuentra en el centro del bloque mos- 4.149 La tensión en el cable AB de la figura es de 100 lb y 


trado. Las fuerzas son la tensión en el cable CD es de 60 lb. Suponga que se de- 
e e sea reemplazar esos dos cables con un solo cable EF tal que 

Baym =e O AZO Ib), la fuerza ejercida sobre la pared en E sea equivalente a las dos 

F; = 105 — 10k (Ib). fuerzas ejercidas por los cables AB y CD sobre las paredes en 


A y C. ¿Cuál es la tensión en el cable EF y cuáles son las 


Si las dos fuerzas se representan con una fuerza F que actúa 
[h a coordenadas de los puntos E y F? 


en G y un par M, ¿qué valor tienen F y M? 


Ps 20 pulg 
z — 30 pulg 


P4.146 


P4.149 
4.147 El motor sobre el fuselaje ejerce un empuje 7, de 16 
klb, y cada motor bajo las alas ejerce un empuje Ty de 12 klb. 
Las dimensiones son 4 = 8 pies, c = 12 pies y b = 16 pies. Si las 
tres fuerzas se representan con una fuerza F que actúa en el 4.150 En la figura P4.150, la distancia s es de 4 m. Si la 
origen O y un par M, ¿qué valores tienen F y M? fuerza y el par de 200 N-m se representan con una fuerza F 
que actúa en el origen O y un par M, ¿qué valor tienen F y M? 


(2,6, 0) m 


1001+20j-20k(N) 


n 


P4.147 P4.150 


4.148 (Véase Prob. 4.147). Suponga que el motor bajo el 
ala a la derecha del piloto pierde fuerza. 

(a) Si las dos fuerzas de empuje restantes se representan con 
una fuerza F que actúa en el origen O y un par M, ¿qué valo- 
res tienen F y M? 

(b) Y si se representan sólo con la fuerza F, ¿en qué punto 
carta su linea de acción el plano x-y? 
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4.151 La fuerza F y el par M del sistema 1 mostrado son 


F 
M 


12i + 43 — 3k (lb), 
di + 7j + 4k (b-pie). 


Suponga que el sistema 1 se quiere representar con una llave 
de torsión (sistema 2). Determine el par M, y las coordenadas 
x y zen que la línea de acción de la fuerza corta el plano x-z. 


Sistema 1 


Sistema 2 


P4.151 


4.152 Un sistema consiste en una fuerza F que actúa en el 
origen O y un par M, cuyos valores son 


F = 10i (lb), 
M = 20j (ib-pie). 


Si el sistema se representa con una llave de torsión que consis- 
te en la fuerza F y un par paralelo Mp, ¿qué valor tiene M, y 
en qué punto interseca la línea de acción de F el plano y-z? 


4.153 Un sistema consiste en una fuerza F que actúa en el 
origen O y un par M, cuyos valores son 


F=i+2j+5k (N), 
M = 101 +8j— 4k (N-m). 


Si el sistema se representa con una llave de torsión que consis- 
te en la fuerza F y un par paralelo M,, (2) determine M, asi 
como en qué punto interseca la línea de acción de F (b) el 
plano x-z y {c} el plano y-z. 


4,154 Considere la fuerza F que actúa en el origen O y el 
par M dados en el ejemplo 4.20. Si este sistema se representa 
con una llave de torsión, ¿en qué punto corta la línea de ac- 
ción de la fuerza el plano x-y? 


4.155 Considere la fuerza F que actúa en el origen O y el 
par M dados en el ejemplo 4.20. Si este sistema se representa 
con una liave de torsión, ¿en qué punto interseca la línea de 
acción de la fuerza el plano y = 3m? 
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4.156 Una llave de torsión consiste en una fuerza de magni- 
tud 100 N que actúa en el origen O y un par de magnitud 60 
N-m. La fuerza y el par señalan en la dirección de O al punto 
(1, 1, 2) m. Si la llave de torsión se representa con una fuerza 
F que actúa en el punto (5, 3, 1) m y un par M, ¿qué valores 
tienen F y M? 


4.157 El sistema I consiste en dos fuerzas y un par. Supon- 
ga que se quiere representar con una llave de torsión (sistema 
2). Determine la fuerza F, el par M, y las coordenadas x y z 
en que la línea de acción de la fuerza interseca el plano x-z. 


Sistema 1 


Sistema 2 


10004 + 6003 (KN-m) 


600k (kN 
K (KN) 3005 (KN) 


P4.157 


4.158 Un plomero ejerce las dos fuerzas mostradas para 
aflojar un tubo. 

(a) ¿Qué momento total ejerce él respecto al eje de! tubo? 

(b) Si las dos fuerzas se representan con una fuerza F que ac- 
túa en O y un par M, ¿qué valores tienen F y M? 

(c) Si las dos fuerzas se representan con una llave de torsión 
que consiste en la fuerza F y un par paralelo M,, ¿qué valor tie- 
ne M, y en qué punto corta la línea de acción de F al plano x-y? 


70k (lb) 


P4.158 
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Ejemplos con computador 


El siguiente ejemplo y los problemas están diseñados para usar una calcula- 
dora programable o un computador. 


Ejemplo 4.21 


Figura 4.48 


(a) Vector de posición req y vector 
unitario epc- 


A Reosar 
a N 
i CA 
Ez Lage A 
| 


(b) Determinación de las componentes x 
yy de rpa 


x 


El radio R del volante de la figura 4.48 mide 200 mm. La distancia de O a € 
es de 1 m. El centro € del volante se encuentra en el plano x-y. La fuerza F 
= sena (101 + 10] — 5k) N. Determine el valor de & para el cual la magnitud 
del momento de F respecto al eje OC del volante es un máximo. ¿Cuál es la 
magnitud máxima? 


ESTRATEGIA 


Determinaremos el momento de F respecto a OC en función del ángulo « y 
obtendremos una gráfica del momento en función de œ. 


SOLUCIÓN 


En función del vector ro, del punto C sobre el eje al punto de aplicación de 
la fuerza, y del vector unitario epg que apunta del punto O a Ca lo largo del 
eje (Fig. a), el momento de F respecto al eje es 


Moc = lese + rca x F)] eoe. 
De la figura (a), el vector unitario egg es 
toc = cos 20% i + sen 20%j, 
y la componente z de roy es —R sen œ. Observando el volante con el eje z 
perpendicular a la página (Fig. b}, vemos que la componente x de ro, es R 


cos e: sen 20° y la componente y es —R cos œ cos 20%, por lo que 


Tca = Rícos a sen 20% i — cos æ cos 20° j — sen e k). 
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La magnitud de Mo, es el valor absoluto del escalar 


cos 20° sen 20° 
toc * Irea X F} =| Reosasen20” —R cos w cos 20° 
IÓ sen œ 10 sen œ 


= R [5 sena cosa + HO(cos 20° — sen 20%) sen? ax]. 


Calculando el valor absoluto de esta expresión en función de œ obtenemos la 
gráfica de la figura 4.49. La magnitud del momento es un máximo para valo- 
res de œ de 70° y 250° aproximadamente. Examinando los resultados calcula- 


dos cerca de œ = 70%, 


a IMoc |; N-m 


57% 1.3725 
68* 1.3749 
69" 1.3764 
70° 1.3769 
71° 1.3765 
Ta 1.3751 


73° 1.3728 


vemos que el valor máximo es aproximadamente de 1.38 N-m, El valor del 


momento en w = 250° también es de 1.38 N-m. 


A problemas 


4.159 Considere el sistema descrito en el problema 4.37. 

(a) Obtenga una gráfica del momento respecto a 4 debido a 
la fuerza ejercida por el resorte sobre la barra circular en B, 
para valores del ángulo œ de 0 a 90%, 

(b) Use el resultado de la parte (a) para calcular el ángulo en 
que se presenta el momento máximo y el valor de éste. 


4.160 El equipo de gimnasia mostrado se usa para descan- 
sar el codo sobre el cojinete fijo y girar el antebrazo mientras 
se estira la cuerda elástica AB, La cuerda se comporta como 
un resorte lineal cuya longitud sin estirar es de 1 pie. Suponga 
que se quiere diseñar el equipo de manera que el momento 
máximo que se ejerza respecto a la junta £ ^n el codo al girar 
el brazo sea de 60 Ib-pie. ¿Qué valor debe tener entonces la 
constante k de resorte de la cuerda elástica? 


1.5 —~ 

Mil 
z 
> 0.5 

0 

O 50 100 150 200 250 300 350 
(e, grados 
Figura 4.49 
Magnitud del momento en función de æ. 
i 
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4.161 El cable de soporte mostrado se extiende desde el 
punto A en la parte superior de la columna de tres metros de 
altura hasta el punto B sobre la línea £. La tensión en el cable 
es de 2 kN. La linea £ interseca el suelo en el punto (3, 0, 1) m 
y es paralela al vector unitario e = ži + $ > žk. La distancia 
a lo largo de Z del suelo al punto B se denota con s. ¿Cuál es 
el intervalo de valores de $ para los cuales la magnitud del 
momento respecto a O debido a la fuerza ejercida por el cable 
en A excede de 5.6 kN-m? 


z (3,0, 1) m 


P4.161 


4.162 Considere el problema 4.94. Determine la distancia d 
que hace que el momento respecto al eje z debido a la fuerza 
ejercida por el cable CD en el punto C sea máximo. ¿Qué va- 
lor tiene el momento máximo? 


4.163 Considere el problema 4.95, La barra AB debe ejer- 
cer un momento de 100 lb-pie respecto al eje x para soportar 
la cubierta del automóvil. Dibuje una gráfica de la magnitud 
de la fuerza que la barra debe ejercer sobre la cubierta en B 
como función de d para l <= q = 4 pies. Si usted fuera a 
diseñar el soporte AB, ¿qué valor de d escogería y cuál es la 
magnitud de la fuerza 48 quese debe ejercer sobre ta cubierta? 


4.164 Considere el sistema mostrado en el problema 4.132. 
Las fuerzas ejercidas por los cables AB y CD sobre el poste 
izquierdo se pueden representar con una sola fuerza F. Deter- 
mine las tensiones en los cables de modo que |F| = 600 N y la 
línea de acción de F interseque el eje y en y = 400 mm. 


4.165 Suponga que se desea representar la fuerza y el par 
de 200 N-m del problema 4.150 con una fuerza F y un par M, 
y escoger la distancia s de manera que la magnitud de M sea 
mínima. Determine s, F y M. 


Resumen del capitulo 


Momento de una fuerza respecto a un punto 


El momento de una fuerza respecto a un punto es la medida de la ten- 
dencia de la fuerza a causar rotaciones alrededor del punto. El momento 
de una fuerza F respecto a un punto O es el vector 


Mo =r x F. 


Ec. (4.2) 


donde r es un vector de posición de O a cualquier punto sobre la línea de 
acción de Y. La magnitud de Mo es igual al producto de la distancia 
perpendicular D de O a la línea de acción de F y la magnitud de F: 


¡Mol = 


D|F]. Ee. (34.3) 


El vector Mo es perpendicular al piano que contiene O y F. Cuando el 
pulgar de la mano derecha apunta hacia Mo, el arco de los dedos indica 
el sentido de la rotación que F tiende a causar alrededor de O, Las di- 
mensiones del momento son (fuerza) x (distancia). 


Si una fuerza se separa en sus componentes, el momento de la fuerza 
respecto a un punto O es igual a la suma de los momentos de sus com- 
ponentes respecto a O. Si la línea de acción de una fuerza pasa por un 
punto O, el momento de la fuerza respecto a O es cero, 

Cuando la vista es perpendicular al plano que contiene a la fuerza y al 


punto (Fig. a), la descripción bidimensional del momento es 
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Momento de una fuerza respecto a una linea 


El momento de una fuerza respecto a una línea es la medida de la ten- 
dencia de la fuerza a causar una rotación alrededor de la línea. Sea O 
cualquier punto sobre una línea L y sea Mo el momento respecto a O de 
una fuerza F. El momento M, de F respecto a L es la componente vec- 
torial de Mp paralela a £. Sie es un vector unitario a lo largo de L, 


M; = (e - Moje = [e - (r x Fe. 
Cuando la línea de acción de F es perpendicular a un plano que con- 
tiene a L, |M,] es igual al producto de la magnitud de F y la distancia D 


perpendicular de £ al punto en que la línea de acción corta el plano. 
Cuando la línea de acción de F es paralela a £ o interseca L, M; = 0. 


Ecs. (4.4), (4.5) 


Pares 


Dos fuerzas que tienen iguales magnitudes pero direcciones opuestas y 
no tienen la misma línea de acción se conocen como par. El momento M 
de un par es el mismo respecto a cualquier punto. La magnitud de M es 
igual al producto de la magnitud de una de las fuerzas y la distancia 
perpendicular entre las líneas de acción, y su dirección es perpendicular 
al plano que contiene a las líneas de acción. 

Como un par ejerce un momento pero ninguna fuerza, se puede rep- 
resentar mostrando el vector de momento (Fig. b), o se puede repre- 
sentar en dos dimensiones mostrando la magnitud del momento y una 
flecha circular que indique su sentido (Fig. c). El momento representado 
de esta manera se llama momento de un par, o simplemente par. 


Sistemas equivalentes 


Dos sistemas de fuerzas y momentos se definen como equivalentes si las 
sumas de las fuerzas son iguales, 


(2), = (2—P),, 
y las sumas de los momentos respecto a un punto O son iguales, 


(EMo) = (EMo)». 


Si las sumas de las fuerzas son iguales y las sumas de los momentos res- 
pecto a un punto también son iguales, entonces las sumas de los momen- 
tos respecto a cualquier punto son iguales. 


Representación de sistemas por medio de sistemas 
equivalentes 


Si el sistema de fuerzas y momentos que actúa sobre un objeto se repre- 
senta con un sistema equivalente, el sistema equivalente ejerce la misma 
fuerza total y el mismo momento total sobre el objeto. 

Cualquier sistema se puede representar con un sistema equivalente que 
consista en una fuerza F que actúe en un punto O dado y un par M (Fig. 
d). El sistema más simple que puede ser equivalente a cualquier sistema 
de fuerzas y momentos es la llave de torsión, que es una fuerza F y un 
par M, paralelo a F (Fig. e). 

Un sistema de fuerzas concurrentes se puede representar con una sola 
fuerza. Un sistema de fuerzas paralelas cuya suma no es cero también se 
puede representar con una sola fuerza. 
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i Problemas de repaso) 


4.166 Determine el momento de la fuerza de 200 N mostra- 
da respecto a A. 

(a) ¿Cuál es la descripción bidimensional del momento? 

(b) Exprese el momento como un vector. 


(-400, 0, 0) mm 


A. 
(400, -200, 0) mm 
-200 j (N) 


P4.166 


4.167 La torre inclinada de Pisa tiene alrededor de 180 pies 
de altura y 23 pies de diámetro. El desplazamiento horizon- 
tal de la parte superior de la torre desde la vertical es de apro- 
ximadamente 15 pies. Si la torre se modela como un cilindro 
y se supone que pesa 7 x 10% lb con este peso actuando en el 
centro, ¿cuál es la magnitud del momento ejercido por el peso 
respecto al punto en el centro de su base? 


P4.167 


4.168 El dispositivo mostrado se ha sugerido como un dise- 
ño para una máquina de movimiento perpetuo. Determine el 
momento respecto al eje de rotación debido a las cuatro ma- 
sas como una función del ángulo cuando el dispositivo gira 
90* en sentido horario desde la posición mostrada, e indique 
si la gravedad podría causar rotación en esa dirección. 


P4.168 


4.169 En el problema 4.168, determine si la gravedad po- 
dría causar una rotación en el sentido antihorario. 


4.170 Determine el momento de la fuerza de 400 N (a) res- 
pecto a A y (b) respecto a B. 


P4.170 
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4.171 Tanto la suma vectorial de las fuerzas que actúan so- 
bre la viga mostrada, como la suma de los momentos respecto 
a A, son iguales a cero. 

(a) ¿Qué valor tienen las fuerzas Ay, A, y B? 

(b) ¿Qué valor tiene la suma de los momentos respecto a B? 


220 mm 


260 mm 


500 mm 


P4.171 


4.172 Para soportar la escalera, la fuerza ejercida en B por 
el émbolo hidráulico 4B de la figura debe ejercer un momen- 
to respecto a C de igual magnitud que el momento respecto a 
C debido al peso de 450 lb de la escalera. ¿Cuál es la magni- 
tud de la fuerza ejercida en B? 


P4.172 


PROBLEMAS DE REPASO 201 
4.173 Se tiene una fuerza F = —60i + 60i (Ib). 


(a) Determine el momento de F respecto al punto A dela figura. 
(b) ¿Cuál es la distancia perpendicutar del punto A a la línea 


de acción de F? 
"$ 


(4, -4, 2) pie 


As. A 
(8, 2, 12) pre 


mn 


P4.173 


4.174 La masa de 20 kg de la figura está suspendida por 
cables unidos a tres postes verticales de 2 metros de altura. El 
punto A se halla en (0, 1.2, 0) m. Determine el momento res- 
pecto a la base E debido a la fuerza ejercida por el cable 4B 
sobre el poste BE. 


P4.174 


4.175 Tres fuerzas de igual magnitud se aplican paralela- 
mente a los lados de un triángulo equilátero. 
(a) Demuestre que la suma de los momentos de las fuerzas es 
la misma respecto a cualquier punto. 
(b) Determine la magnitud del momento. 

Estrategia: Para la parte (a), descomponga una de las fuer- 
zas en componentes vectoriales paralelas a las otras dos fuerzas. 


P4.175 
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4.176 La barra AB que soporta la tapa del piano ejerce una 
fuerza F = —61 + 35] — 12k (lb) en B. Las coordenadas de B 
son (3, 4, 3) pies. ¿Qué valor tiene el momento de la fuerza 


respecto a la línea de bisagras de la tapa (eje a? 


P4.176 


4.177 El sistema de cables y poleas mostrado soporta la mi- 
tad del peso de 600 lb de la plataforma de trabajo. Si la fuer- 
za ejercida hacia arriba en E por el cable EF y la fuerza hacia 
arriba ejercida en G por el cable GA se representa con una 
sola fuerza equivalente F, ¿cuál es el valor de F y en qué pun- 


to corta su línea de acción el eje x? 


4.178 Considere el sistema en el problema 4.177. 


P4.177 


(a) ¿Qué valor tienen las tensiones en los cables 4B y CD? 
{b} Si las fuerzas ejercidas por los cables en A y C se repre- 
sentan con una sola fuerza equivalente F, ¿qué valor tiene F y 


en qué punto corta su línea de acción el eje x? 


4.179 Los dos sistemas son equivalentes. Determine las 
fuerzas A, y A, y el par Ma. 


F Sistema 1 
20 N S 
| 
400 mm 
A, A i 
a 2k æ 
¿l le 
- 600 mm - 400) mm e 
, Sistema 2 
$ “A ; 
400 mm A 
10N 
M, | 
20 N à 
_— y X 
| 
[son | 
- 600 mm =- 400 mme 


P4.179 


4.180 Si los sistemas equivalentes del problema 4.179 se 
representan con una fuerza F que actúa en el origen y un par 
M, ¿qué valor tienen F y M? 


4.181 Si los sistemas equivalentes del problema 4.179 se 
representan con una fuerza F, ¿qué valor tiene F y en qué 
punto corta su línea de acción el eje x? 
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4.182 Los dos sistemas mostrados son equivalentes. Si 
F = —100i + 40] + 30k {lb}, 
M' = —80i + 120j + 40k (lo-pie), 
determine F’ y M. 


Il 


Sistema 2 


Sistema 1 


y 


-— 4 pulg -l 


P4.182 


4.183 Los remolcadores A y B de la figura ejercen fuerzas 
Fa = LKN y F; = 1.2 kN sobre el barco. El ángulo ð = 30°. 
Si las dos fuerzas se representan con una fuerza F que actúa 
en el origen O y un par M, ¿qué valor tienen F y M? 


P4.183 


4.194 Los remolcadores A y B el problema 4.183 ejercen 
fuerzas F¿ = 600 N y Fp = 800 N sobre el barco. El ángulo 
8 = 45°, Si las dos fuerzas se representan con una fuerza F, 
¿Qué valor tiene F y en qué punto corta su línea de acción el 
eje y? 


PROBLEMAS DE REPASO : 203 


4.185 Los remolcadores 4 y B del problema 4.183 quieren 
ejercer dos fuerzas sobre el barco que sean equivalentes a una 
fuerza F de 2 kN de magnitud actuando en el origen O. Si F, 
= 800 N, determine los valores necesarios de F y 8. 


4.186 Si las fuerzas ejercidas por el piso sobre las patas de 
la mesa mostrada se representan con una fuerza F que actúa 
en el origen O y un par M, ¿qué valor tienen F y M? 


SON 
P4.186 


4.187 Si las fuerzas ejercidas por el piso sobre las patas de 
la mesa del problema 4,186 se representan con una fuerza F, 
¿qué valor tiene F y en qué punto corta su línea de acción el 
plano x-z? 


4.188 Las bielas ejercen dos fuerzas sobre el cigileñal de la 
figura. Los cosenos directores de F, son cos 0, = —0.182, cos 
0, = 0.818 y cos 0, = 0.545, y su magnitud es de 4 kN. Los 
cosenos directores de Fp son cos 9, = 0.182, cos 0, = 0,818 y 
cos ô, = —0.545, y su magnitud es de 2 kN, Si las dos fuerzas 
se representan con una fuerza F que actúa en el origen O y un 
par M, ¿qué valores tienen F y M? 


P4.188 


4.189 Silas dos fuerzas del problema 4.188 se representan 
con una llave de torsión que consiste en una fuerza F y un par 
paralelo M,, ¿qué valores tienen F y M, y en qué punto corta 
la línea de acción de F el plano x-z? 
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or su velocidad, resistencia y 

precisión, los robots indus- 

triales, que pueden progra- 
marse para efectuar diversas tare- 
as, son indispensables en la pro- 
ducción industrial. Si el brazo ope- 
rador está en reposo, con las 
ecuaciones de equilibrio se deter- 
minan las fuerzas y los pares ejerci- 
dos por su soporte, 
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Capitulo 5 | 


Cuerpos en 
equilibrio 


A estática es el análisis de cuerpos en equilibrio, inclui- 

dos los operadores robóticos, los puentes, las presas 
y los edificios. Ahora que ya hemos aprendido a calcular 
momentos, podemos enfrentarnos a problemas de equili- 
brio más interesantes. 

En este capítulo establecemos las ecuaciones de equili- 
brio y describimos modelos sencillos de los diversos tipos 
de soportes utilizados en ingeniería. Luego mostramos 
cómo usar las ecuaciones de equilibrio para obtener in- 
formación respecto a los sistemas de fuerzas y momentos 
que actúan sobre los cuerpos. 
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(a) 


Figura 5.1 

(a) Cuerpo sometido a un sistema de 
fuerzas y momentos. 

(b) Determinación de la suma de los 
momentos respecto a O. 

(c) Determinación de la suma de los 
momentos respecto a un punto diferente 
de O”. 


5.1 Ecuaciones de equilibrio 


En el capítulo 3 definimos que un cuerpo está en equilibrio cuando se en- 
cuentra en reposo o en traslación uniforme relativa a un marco de referen- 
cia inercial. Cuando un cuerpo sobre el cual actúa un sistema de fuerzas 
y momentos está en equilibrio, se cumplen las siguientes condiciones. 


1. La suma de las fuerzas es igual a cero, 
EF = 0. (5.1) 


2. La suma de los momentos respecto a cualquier punto es igual a cero, 


Hagamos algunas observaciones generales sobre estas ecuaciones. Si la 
suma de las fuerzas que actúan sobre un cuerpo y la suma de los momentos 
respecto a un punto son nulas, entonces la suma de los momentos respecto 
a cualquier punto es también nula. Para demostrar esto consideremos el 
cuerpo mostrado en la figura 5.1(a), que está sometido a las fuerzas E,, 
F, y Fo y a los pares M, y Mb. Si la suma de las fuerzas es nula, 

EF =F} +Fg +Fc =0, 
y la suma de los momentos respecto a un punto O es igual a cero (Fig. 5.1b), 


EMo = (r4 x E4) + (rg x Eg) + (re x Fc) + Mo + Mg =0, 


podemos elegir cualquier otro punto O' (Fig. 5.1c) y demostrar que la suma 
de los momentos respecto a O' es igual a cero. Es decir, demostraremos que 


EMo = (r, x Fa) + (rg x Eg) + (ro x Fo) + Mo + Me 
= 0. (5.3) 
En función del vector r de O' a O, observe que 
ry =Fr+"Fa, rg =F +r, re =r+rc. 
Sustituyendo en la ecuación (5.3), se tiene 
¿Mo = (r +ra) x Ea +{r+rg) x Eg 
Hr + re} x Fe + Mp + Mg 
=r x (Fa +Fg +Fc) 
+Híra x Ea +rg x Eg +re x Fe + Mo + Me) 


=r x EF + ZMo = (. 
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Figura 5.2 


Tenemos un cuerpo sometido a las fuerzas concurrentes F,, E,,..., Fy 
y a ningún par. Si la suma de las fuerzas concurrentes es cero, la ecuación 
(5.2) se cumple de manera idéntica. La suma de los momentos de las fuer- 
zas respecto a O es igual a cero, por lo que la suma de los momentos respec- 
to a cualquier punto es igual a cero. La única condición de equilibrio en 
un conjunto de fuerzas concurrentes es que su suma sea igual a cero. 

En el capitulo 4 determinamos el momento de una fuerza respecto a 
una línea. Para determinar la suma de los momentos respecto a una línea 
debidos a un sistema de fuerzas y momentos, se elige primero cualquier 
punto O sobre la línea y se determina la suma de los momentos EM, res- 
pecto a O. La suma de los momentos respecto a la línea es entonces la 
componente de EM, paralela a la línea. Si un cuerpo está en equilibrio, 
EM, = 0, por lo que la suma de los momentos respecto a cualquier línea 
también es cero. Este resultado será útil en ciertos tipos de problemas. 


5.2 Aplicaciones bidimensionales 


3.2 APLICACIONES BIDIMENSIONALES 


Cuerpo sometido a fuerzas concurrentes. 


Muchas aplicaciones en ingeniería implican sistemas de fuerzas y momen- 
tos. Por ejemplo, fuerzas y momentos ejercidos sobre diferentes vigas y es- 
tructuras planas, pinzas, algunas grúas y otras máquinas, así como ciertos 
tipos de puentes y presas. Aquí analizamos soportes, diagramas de cuerpo 
libre y las ecuaciones de equilibrio para aplicaciones bidimensionales. 


Soportes 


Estando de pie, el piso nos soporta; sentados en una silla, ésta nos soporta. 
Ahora veremos cómo los cuerpos se mantienen en su lugar o están unidos 
a otros. Las fuerzas y pares ejercidos sobre un cuerpo por sus soportes se 
denominan reacciones, lo que expresa el hecho de que los soportes ““reac- 
cionan” a las otras fuerzas y pares, O cargas, que actúan sobre el cuerpo. 
Por ejemplo, un puente se sostiene gracias a las reacciones ejercidas por 
sus soportes, y las cargas son las fuerzas ejercidas por el peso del mismo 
puente, el tránsito que lo cruza, y el viento. 

Algunos tipos muy comunes de soportes se representan con modelos 
estilizados llamados convenciones de soporte. Los soportes reales a menu- 
do se parecen a los modelos estilizados, pero aungue no se parecieran, 
los representamos por medio de estos modelos silos soportes reales ejercen 
las mismas (o aproximadamente las mismas) reacciones que los modelos. 
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Pasador Cuerpo soportado 


Soporte 


w) 


A 


(b) 


íc) 


Figura 5.3 

(a) Soporte de pasador. 

(b) Vista lateral que muestra el pasador 
atravesando la viga. 

(c) Sujetando una barra soportada. 

(d) El soporte de pasador es capaz de 
generar dos componentes de fuerza. 


Figura 5.5 

(a) Soporte de rodillos. 

(b) La reacción consiste en una 
fuerza normal a la superficie. 
(c)-(e) Soportes equivalentes 

al soporte de rodillos. 


(b) 
Soportes : a 
equivalentes B. aii w a 


Soporte de pasador Tenemos un soporte de pasador; un soporte al 
cual está unido un cuerpo (p. ej., una viga) con un pasador liso que pasa 
por el soporte y el cuerpo. La parte (b) es una vista lateral. 

Para entender qué reacciones puede generar un soporte de pasador, ima- 
ginémonos sosteniendo una barra unida a un soporte de pasador (Fig. c). Si 
tratamos de mover la barra sin hacerla girar (es decir, irasladar la barra), 
el soporte ejerce una fuerza reactiva que lo impide. Sin embargo, sí se 
puede hacer girar la barra alrededor del eje del pasador. El soporte no pue- 
de generar un par respecto al eje del pasador para impedir el giro. Asi, 
un soporte de pasador no puede generar un par respecto al eje del pasador 
pero si puede ejercer una fuerza sobre un cuerpo en cualquier dirección, 
lo que comúnmente se expresa representando la fuerza en términos de sus 
componentes (Fig. 5.3d). Las flechas indican las direcciones de las reaccio- 
nes si A, y A, son positivas. Si se determina que A, o A, son negativas, 
la reacción tendrá la dirección opuesta a la de la flecha. 

Con un soporte de pasador se representa cualquier soporte real capaz 
de ejercer una fuerza en cualquier dirección sin generar un par. Hay sopor- 
tes de pasador en muchos dispositivos comunes, como los diseñados para 
que partes conectadas giren una respecto a la otra (Fig. 5.4). 


Figura 5.4 
Soportes de 
pasador en una 
tijera y en una 
engrapadora. 


/ 
Soportes de pasador 


Soporte de rodillo El soporte de rodillo (Fig. 5.5a) es un soporte de 
pasador montado sobre ruedas. Como el soporte de pasador, el de rodillo 
no puede generar un par respecto al eje del pasador. Como se puede mover 
con libertad en la dirección paralela a la superficie sobre la que rueda, 
no puede generar una fuerza paralela a la superficie sino sólo una fuerza 
normal (perpendicular) a ella (Fig. 5.5b). Las figuras 5.5(c)-(e) son otras 
convenciones usadas comúnmente como equivalentes al soporte de rodi- 


Cuerpo soportado 
Pasador ¥ 


soporte... A — 


A 


(a) 


(c) íd) (e) 
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llo. Las ruedas de vehículos y las ruedas que soportan partes de máquinas 
son soportes de rodillo si las fuerzas de fricción ejercidas sobre ellas son 
despreciables en comparación con las fuerzas normales. Una superficie 
plana y lisa también se puede representar por medio de un soporte de rodi- 
llo (Fig. 5.6). Las vigas y los puentes a veces están soportados de esta mane- 
ra, para que absorban dilataciones y contensiones térmicas. 

Los soportes de la figura 5.7 son similares al soporte de rodillo en que 
no pueden generar un par sino sólo una fuerza normal a una dirección 
particular (la fricción se desprecia). El cuerpo soportado está unido a un 
pasador o deslizador que se mueve libremente en una dirección pero no 
en la dirección perpendicular. A diferencia de los de rodillo, estos soportes 
pueden ejercer una fuerza normal en cualquier sentido. 


(a) (b) (c) A 
Soportes equivalentes 


Soporte de empolramiento El soporte de empotramiento, o sopor- 
te fijo, presenta el objeto soportado literalmente empotrado en la pared 
(Fig. 5.82). Para entender sus reacciones, imaginémonos sujetando una 
barra empotrada en la pared (Fig. 5.8b). Si intentamos trasladar la barra, 
el soporte genera una fuerza reactiva que lo impide; si tratamos de hacerla 
girar, el soporte genera un par reactivo que lo impide. Un empotramiento 
puede generar dos componentes de fuerza y un par (Fig. 5.8c). El término 
M, es el par generado por el soporte y la flecha curva indica su direc- 
ción. Los postes de bardas y los del alumbrado público tienen soportes 
de empotramiento. Las uniones de partes conectadas que no pueden mo- 
verse una con respecto a la otra, como la cabeza y el mango de un martillo, 
se pueden representar como soportes empotrados. 


A y l 
Cuerpo soportado | A 
(a) (b) 


y 


(c) 
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Figura 5.6 


Soporte de un cuerpo por media de una 
superficie plana y lisa. 


Figura 5.7 


Soportes similares al soporte de rodillo 
excepto que la fuerza normal se puede 
ejercer en cualquier dirección. 

(a) Pasador en una ranura. 

(b) Deslizador en una ranura, 

(c) Deslizador sobre un árbol. 


Figura 5.8 


(a) Un empotramiento. 

(b) Sujetando una barra empotrada. 

(c) Reacciones que un empotramiento es 
capaz de generar. 
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En la tabla 5.1 se resumen las convenciones de soportes usadas común- 
mente en aplicaciones bidimensionales, incluidas las del capítulo 3. Aun- 
que el número de convenciones puede parecer muy grande, los ejemplos 
y problemas ayudarán a familiarizarse con ellas. El estudiante debería fi- 
jarse en cómo están soportados algunos de los cuerpos cotidianos e inten- 
tar representar sus soportes con algunas de las convenciones. 


Tabla 5.1 Soportes usados en aplicaciones bidimensionales 


Soportes 


o a 


Cuerda o cable Resorte 


Contacto con una superficie lisa 


Contacto con una superficie rugosa Dos componentes de fuerza 


e 


Soporte de pasador Dos componentes de fuerza 


—_— 
ct 


Soporte de radillo 


Mo QuE gm Una fuerza normal 


Soportes equivalentes 


Pasador guiado o deslizador 


M, 
| A, - — i 
A, 
Soporte empotrado Dos componentes de fuerza y un par 
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Diagramas de cuerpo libre 


En el capítulo 3 presentamos los diagramas de cuerpo libre y los usamos 
para determinar las fuerzas que actúan sobre cuerpos simples en equili- 
brio. Con las convenciones de soportes podemos representar cuerpos más 
elaborados y construir en forma sistemática sus diagramas de cuerpo libre. 
La viga mostrada tiene un soporte de pasador en su extremo izquierdo 
y uno de rodillo en el derecho, y soporta una carga F. El soporte de rodillo 
está sobre una superficie inclinada 30° respecto a la horizontal. Para obte- 
ner el diagrama de cuerpo libre de la viga, la aislamos de sus soportes 
(Fig. 5.9b), pues el diagrama no debe contener más cuerpos que la viga. 
Completamos el diagrama con las reacciones que pueden generar los so- 
portes sobre la viga (Fig. 5.9c). Observe que la reacción generada por el 
soporte de rodillo es normal a la superficie sobre la que descansa. 


(a) (b) 


Figura 5.9 
(a) Viga con soportes de pasador y de 
7 F rodillo. 
| A B (b) La viga se aisla de sus soportes. 
A A i m x (c) Diagrama de cuerpo libre completo. 
de 
A, B 
30 
Reacciones debidas al Reacciones debidas al 
soporte de pasador soporte de rodillo 


tc) 


Este cuerpo tiene un soporte de empotramiento en su extremo izquierdo. 
El cable que pasa por la polea está unido al cuerpo en dos puntos. Aisla- 
mos el cuerpo de sus soportes (Fig. 5.10b) y completamos el diagrama 
de cuerpo libre con las reacciones en el empotramiento y las fuerzas ejerci- 
das por el cable (Fig. 5.10c). No olvide el par en el empotramiento. Se 
supuso que la tensión en el cable es la misma en ambos lados de la polea; 
así, las dos fuerzas ejercidas por el cable tienen la misma magnitud 7. Figura 5.10 

Con el diagrama de cuerpo libre de un cuerpo en equilibrio mostrando (2) Cuerpo con un soporte empotrado. 
cargas y reacciones sobre él, podemos aplicar las ecuaciones de equilibrio. P) Aislamiento del cuerpo. 

(c) Diagrama de cuerpo libre completo. 


d Reacciones 
i debidas al cab T 


e, 


Reacciones debidas 
al empotramiento 
(a) (b) ic} 
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(a) Si ambas personas se sientan en los 
extremos del balancin, la más pesada 


(b) El balancin y las personas en 


(c) Diagrama de cuerpo libre del 


balancín, que muestra los 


Ecuaciones escalares de equilibrio 


Cuando las cargas y las reacciones de un cuerpo en equilibrio forman un 
sistema bidimensional de fuerzas y momentos, se encuentran relacionadas 
por tres ecuaciones escalares de equilibrio: 


E=; (5.4) 
EF, = 0, (5.5) 
EM cualquier penio) 7 0. (5.6) 


¿De la ecuación (5.6) se puede obtener más de una ecuación al evaluar la 
suma de los momentos respecto a más de un punto? Sí, y en algunos casos 
será conveniente hacerlo. Sin embargo, existe una limitación: las ecuacio- 
nes adicionales no serán independientes de las ecuaciones (5.4)-(5.6). En 
otra palabras, no se pueden obtener más de tres ecuaciones de equilibrio 
independientes para un diagrama de cuerpo libre bidimensional, lo que 
implica que no se pueden resolver para más de tres fuerzas o pares descono- 
cidos. En la sección 5.3 veremos esto con más detalle. 

El balancín (una tabla con un soporte de pasador en el centro que le 
permite girar) es un ejemplo común que ilustra la utilidad de la ecuación 
(5.6). Si dos personas de peso diferente se sientan en los extremos, la de 
mayor peso desciende hacia el piso (Fig. 5.11a). Para lograr el equilibrio, 
esa persona debe acercarse al centro del balancín (Fig. 5.11b). 

La figura (c) muestra el diagrama de cuerpo libre del balancin con los 
pesos W, y W, y las reacciones en el soporte de pasador. Evaluando la 


Figura 5.11 


desciende. 


equilibrio. 


pesos de las (a) 


personas y las reacciones en el soporte de 


pasador. 
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suma de los momentos respecto a A, las ecuaciones de equilibrio son 


2k = A, = 0, (5.7) 
IF, = A, - W,- W, =0, (5.8) 
EM puno ay = DW, — D,W, = 0. (5.9) 


Por tanto, A, = 0, A, = W, + Wy DW, = D,W,. La última condi- 
ción indica la relación necesaria entre las posiciones de las dos personas 
para lograr el equilibrio. 

Para demostrar que no se puede obtener una ecuación adicional inde- 
pendiente evaluando la suma de los momentos respecto a un punto diferen- 
te, podemos sumar los momentos respecto al extremo derecho del balancín: 


EM extremo derecho) — (D, st D) W, A DA, = 0, 
Esta ecuación es una combinación linea! de las ecuaciones (5.8) y (5.9): 


(Di + D)W; — DA, = —D2 (A, — Wi — Wo) 
—— 
Ec. (5.8) 


+ (D: Wi — D2W2) = 
Ee. (5.9) 


Hasta ahora hemos supuesto que la tensión en una cuerda o un cable 
es la misma en ambos lados de una polea. Consideremos la polea de la 
figura 5.12(a). En su diagrama de cuerpo libre, figura 5.12(b), suponemos 
que las tensiones no son iguales. Sumando los momentos respecto al centro 
de la polea, obtenemos la ecuación de equilibrio 


EMnmo a, = RT, ~ RT, = 0. 


Las tensiones deben ser iguales para que la polea esté en equilibrio. Sin 
embargo, observe que hemos supuesto que el soporte de la polea se com- 
porta como un soporte de pasador y que no puede generar un par sobre 
la polea. Cuando esto no es así, por ejemplo debido a la fricción entre la 
polea y el soporte, las tensiones no son necesariamente iguales. 


parte 
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Figura 5.12 
(a) Polea de radio R, 
(b) Diagrama de cuerpo libre de la polea y 


del cable. 
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Ahora determinaremos las reacciones generadas sobre cuerpos con dife- 
rentes tipos de cargas y soportes. Esto implica dos pasos en el caso general: 


1, Dibujar el diagrama de cuerpo libre. El diagrama de cuerpo libre se 
obtiene aislando el cuerpo de sus soportes y mosirando las cargas 
y reacciones que los soportes ejercen sobre el cuerpo. 


2. Aplicar las ecuaciones de equilibrio. Para determinar las reacciones 
se usan las ecuaciones (5.4) 45.6). 


Ejemplo 5.1 II 


La viga de la figura 5.13 tiene soportes de pasador y de rodillo, y está sometida 
a una fuerza de 2 kN. ¿Qué valor tienen las reacciones en los soportes? 


Figura 5.13 | KN 


SOLUCIÓN 


Dibujo del diagrama de cuerpo libre Aislamos la viga y mostramos 
las cargas y reacciones que pueden generar los soportes de pasador y de rodillo 
(Fig. a). Hay tres reacciones desconocidas: dos componentes de fuerza, A, y 
A, en el soporte de pasador y una fuerza B en el soporte de rodillo. 


(a) Dibujo del diagrama de cuerpo libre de la viga. 


Aplicación de las ecuaciones de equilibrio Sumando los momentos 
respecto al punto 4, las ecuaciones de equilibrio son 


EF, = A, -— B sen 30° = 0, 


(da 
ka 
tl 


A, + B cos 30% —- 2 = 0, 
EMipunto ay = B cos 30%) — (3X2) = 0. 
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Resolviendo estas ecuaciones, las reacciones son A, = 0.69 kN, A, = 0.80 
kN y B = 1.39 kN. La carga y las reacciones se muestran en la figura (b). Es 
una buena costumbre mostrar las respuestas de esta manera y verificar que se 
cumplan las ecuaciones: 


EF, 


0.69 — 1.39 sen 30° = 0, 
EF, = 0.80 + 1.39 cos 30° — 2 = 0, 


EM puno a) = (5)(1.39 cos 30%) — (3K2) = 0. 


0.69 


kN lso KN A 
39m 9 20 


(b) La carga y las reacciones. 


COMENTARIOS 


Dibujamos las flechas que indican las direcciones de las reacciones A, y A, en 
las direcciones positivas de los ejes x y y, pero podriamos haberlas dibujado 
en cualquier dirección. En la figura (c) dibujamos el diagrama de cuerpo libre 
de la viga con la componente A, apuntando hacia abajo. De este diagrama de 
cuerpo libre obtenemos las ecuaciones de equilibrio 


EF, = A,- B sen 30° = 0, 


[yg] 
"Y 
1l 


y = -A, + B cos 30° — 2 = 0, 


[i 


EM puno a = (SKB cos 30°) — (2)(3) = 0. 


Las soluciones son A, = 0.69 kN, A, = —0.80 kN y B = 1.39 kN. El valor 
negativo de A, indica que la fuerza vertical ejercida sobre la viga por el sopor- 
te de pasador tiene la dirección opuesta a la de la flecha de la figura (c); es 
decir la fuerza de 0.80 kN es hacia arriba. Así, obtenemos de nuevo las reaccio- 
nes mostradas en la figura (b). 


, a 
l 3m -= R 


tc) Diagrama de cuerpo libre alternativo. 
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Ejemplo 5.2 


En la figura 5.14, el cuerpo está empotrado y sometido a dos fuerzas y un par. 
¿Qué valor tienen las reacciones en el empotramiento? 


Figura 5.14 100 Ib 


SOLUCIÓN 


Dibujar diagrama de cuerpo libre  Aislamos el cuerpo de su soporte y 
mostramos las reacciones en el empotramiento (Fig. a). Hay tres reacciones 
desconocidas: dos componentes de fuerza A, y A, y un par M, (recuerde que 
podemos escoger arbitrariamente las direcciones de esas flechas). Descompone- 
mos también la fuerza de 100 lb en sus componentes. 


(a) Dibujo del diagrama de cuerpo libre. 


1060 lb 
100 lb y 100sen 30° lb — 


Ñ | 
j- lb à [> lb T 100 cos 30° lb a 
A pie 
A = A } 
jÁ > | ¡aa a 
A y 
300 Ib-pie E p 300 Ib-pie 
y 
j- 2pi8-e > 2pie-=[« 2 pi» 


Aplicar ecuaciones de equilibrio Sumando los momentos respecto al 
punto A, las ecuaciones de equilibrio son 


EF, = A, + 100 cos 30% = (0, 


EF, = A, -— 200 + 100 sen 30° = 0, 
EM punto a) = Ma + 300 — (200)(2) — (100 cos 30%)(2) 
+ (100 sen 30%1(4) = 0. 
Al resolver esas ecuaciones obtenemos las reacciones A, = —86,6 lb, A, = 


150.0 ib y M¿ = 73.2 lb-pie. 


COMENTARIO 


Observe que el par de 300 Ib-pie y el par M, generados por el empotramiento 
no aparecen en las dos primeras ecuaciones de equilibrio, ya que un par no 
ejerce una fuerza neta. Así mismo, como el momento debido a un par es el 
mismo respecto a cualquier punto, el momento respecto al punto 4 debido 
al par antihorario de 300 ib-pie es antihorario de 300 [b-pie. 
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¡qu _— nn il 


El automóvil de 2800 lb de la figura 5.15 está en reposo. Determine las fuerzas 
normales ejercidas sobre los neumáticos frontales y posteriores por el suelo. 


Ejemplo 5.3 


Figura 5.15 


SOLUCIÓN 


Dibujar diagrama de cuerpo libre En (a) aislamos el auto y mostramos 
su peso y las reacciones generadas por el suelo. Hay dos reacciones desconoci- 
das: las fuerzas A y B ejercidas sobre los neumáticos frontales y posteriores. 


Aplicar ecuaciones de equilibrio Las fuerzas no tienen componente x, 
Sumando los momentos respecto al punto B, las ecuaciones de equilibrio son 


EF, = A + B-2800=0, 


E Mipunto m = (6)(2800) — 9A = 0. Fuerza normal total Fuerza normal total 
ejercida sobre los dos ejercida sobre los dos 
Resolviendo, las reacciones son: A = 1866.7 lb y B = 933,3 lb. neumáticos traseros neumáticos frontales 
COMENTARIO (a) Diagrama de cuerpo libre. 


Este ejemplo no cae estrictamente dentro de nuestra definición de sistema bidi- 
mensional de fuerzas y momentos, porque las fuerzas que actúan sobre el auto- 
móvil no son coplanares. Veamos por qué se pueden analizar problemas de 
esta clase como si fueran bidimensionales. y 

En la figura (b) mostramos una vista oblicua del diagrama de cuerpo libre | 
del automóvil. En esta vista se pueden ver las fuerzas que actúan sobre los neu- 
máticos individuales. La fuerza normal total sobre los neumáticos frontales 
es 4, + Ag = A, y la fuerza normal total sobre los neumáticos posteriores es 
B, + By = B. La suma de las fuerzas en la dirección y es 


EF, = A, + Ag + B, + Bp- 2800 = A + B- 2800 = 0. 


Como la suma de los momentos respecto a cualquier línea debido a las fuerzas 
y pares que actúan sobre un cuerpo en equilibrio es cero, la suma de los momen- 


tos respecto al eje z debido a las fuerzas que actúan sobre el auto es cero: 
h, SS e 
EMeea = Odg + Ap) — (612800) = 94 — (6)(2800) = 0. i 
(b) Perspectiva que muestra las fuerzas 
Obtenemos así las mismas ecuaciones de equilibrio que cuando resolvimos el sobre los neumáticos individuales. 


problema usando un análisis bidimensional. 
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Ejemplo 5.4 


En la figura 5.16, la estructura AB soporta una masa suspendida de 2 Mg (mega- 
gramos). La estructura está unida a un deslizador en una ranura vertical en 
A y tiene un soporte de pasador en B. ¿Qué valor tienen las reacciones en A y B? 


SOLUCIÓN 


Dibujar diagrama de cuerpo libre  Aisiamos la estructura y la masa de 
los soportes y mostramos las reacciones en éstos y la fuerza ejercida por el peso 
de la masa de 2000 kg (Fig. a). La ranura en A puede ejercer sólo una fuerza 
horizontal sobre el deslizador. 


Figura 5.16 


(200019.31) N 


(a) Dibujo del diagrama de cuerpo libre. 


Aplicar ecuaciones de equilibrio Observe que si sumamos los momen- 
tos respecto al punto B, obtenemos una ecuación que contiene sólo una reacción 
desconocida, es decir, la fuerza 4. Las ecuaciones de equilibrio son 
EF, =A+8B,=0, 
EF, = B, — (2000)(9.81) = 0, 
EM unto a = 43) + (2000)(9.81)(2) = 0. 
Las reacciones son: A = —-13.1 kN, B, = 13.1 kN y B, = 19.6 kN. 


COMENTARIOS 


A menudo se pueden simplificar las ecuaciones de equilibrio escogiendo con 
cuidado el punto respecto al cual se toman los momentos. Por ejemplo, cuando 
se escoge un punto en el que las líneas de acción de fuerzas desconocidas se 
cortan, esas fuerzas no aparecen en la ecuación de momento. 
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5.3 Cuerpos estáticamente 
incieterminados 


En la sección 5.2 presentamos ejemplos en los que pudimos usar las ecua- 
ciones de equilibrio para determinar fuerzas y pares desconocidos actuan- 
do sobre cuerpos en equilibrio. Es necesario que se conozcan dos situacio- 
nes comunes en las que este procedimiento no conduce a la solución. 

Primero, el diagrama de cuerpo libre de un cuerpo puede tener más fuer- 
zas o pares desconocidos que el número de ecuaciones independientes de 
equilibrio que se pueden obtener. Como no se pueden escribir más de tres 
de tales ecuaciones para un diagrama de cuerpo libre en un problema bidi- 
mensional, si hay más de tres incógnitas, éstas no se pueden determinar 
con sólo ecuaciones de equilibrio. Esto sucede, por ejemplo, si un cuerpo 
tiene más soportes que el mínimo necesario para mantenerlo en equilibrio. 
Se dice que tal cuerpo tiene soportes redundantes. La segunda situación 
es cuando los soportes de un cuerpo están impropiamente diseñados, de 
modo que no pueden mantener el equilibrio bajo las cargas actuantes. Se 
dice entonces que el cuerpo tiene soportes impropios. En cualquiera de 
estas situaciones se dice que el cuerpo es estáticamente indeterminado. 

Los ingenieros usan soportes redundantes siempre que es posible, para 
aumentar la resistencia y la seguridad. Sin embargo, algunas funciones 
de ciertos cuerpos requieren que éstos se soporten en forma incompleta 
para que efectúen con libertad ciertos movimientos. Estas dos situaciones 
—exceso de soportes para el equilibrio o una cantidad insuficiente— son 
tan comunes que las analizaremos aquí por separado. 


Soportes redundantes 


Consideremos una viga empotrada (Fig. 5.172). De su diagrama de cuerpo 
libre (Fig. 5.17b) obtenemos las ecuaciones de equilibrio 
LF, =A -F= 0, 
L 
E M mo a = Ma — (5) F =0. 


Suponiendo que conocemos la carga F, tenemos tres ecuaciones y tres reac- 
ciones desconocidas, para las cuales obtenemos las soluciones 4, = 0, 
A, = Fy M, = FL/2. 


BIN 
- 


BiN 
=r 
=> 
< 
Nim 
KIN 


(a) (b) 
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Figura 5.17 

(a) Viga con un empotramiento. 

(b) El diagrama de cuerpo libre tiene tres 
reacciones desconocidas. 
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Supongamos ahora que añadimos un soporte de rodillo en el extre- 
mo derecho de la viga (Fig. 5.182). Del nuevo diagrama de cuerpo libre 
(Fig. 5.18b) obtenemos las ecuaciones de equilibrio 


DEL =A; =0! (5.10) 
EF, =A)-F+B=0, (5.11) 
EE 
E M ipunto 4) = Ma = (5) F ar LB:= 0: (5.12) 


Tenemos ahora tres ecuaciones y cuatro reacciones desconocidas. Aunque 
la primera ecuación nos dice que A, = 0, no podemos resolver las ecua- 
ciones (5.11) y (5.12) para las reacciones 4A,, B y Ma. 

Frente a esta situación, algunos estudiantes intentan sumar momentos 
respecto a otro punto, como el B, para obtener una ecuación adicional: 


(b) 


Figura 5.18 


(a) Viga con un empotramiento y un 
soporte de rodillo. 

(b) El diagrama de cuerpo libre tiene 
cuatro reacciones desconocidas. 


E Mipunto E) = Ma + ($) F- LA, =(): 


Por desgracia, esto no ayuda. No se trata de una ecuación independiente 
sino de una combinación lineal de las ecuaciones (5.11) y (5.12): 


L 
E Mipunto 8) =M, + (7) F-ra, 


M 
=M,- (Z)F+LB-LA, -F+ B). 


Ec. (5.12) Ec. (5.11) 


Como lo demuestra este ejemplo, cada soporte adicional en un cuerpo 
cualquiera conlleva reacciones adicionales. La diferencia entre el número 
de reacciones y el número de ecuaciones independientes de equilibrio se 
denomina grado de redundancia. 

Aun si un cuerpo es estáticamente indeterminado debido a sus soportes 
redundantes, quizá sea posible determinar algunas de las reacciones con 
las ecuaciones de equilibrio. Observe que en los ejemplos anteriores pudi- 
mos determinar la reacción A, aunque no pudimos determinar las otras 
reacciones. 

Como los soportes redundantes son tan ubicuos, podría surgir la pre- 
gunta de por qué invertimos tanto esfuerzo en enseñar a analizar cuerpos 
cuyas reacciones se pueden determinar con las ecuaciones de equilibrio. 
Queremos desarrollar su comprensión del concepto de equilibrio y desea- 
mos que practique la formulación de las ecuaciones correspondientes. Las 
reacciones sobre un cuerpo con soportes redundantes se pueden determi- 
nar complementando las ecuaciones de equilibrio con ecuaciones adiciona- 
les que relacionen las fuerzas y pares actuantes sobre el cuerpo con las 
deformaciones de éste, es decir, con su cambio de forma. Por ello, la ob- 
tención de las ecuaciones de equilibrio es el primer paso para su solución. 
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La viga tiene dos soportes de pasador y está cargada con una fuerza de 2 kN. 
(a) Demuestre que la viga es estáticamente indeterminada, 
(b) Determine tantas reacciones como le sea posible. 


Figura 5.19 


ESTRATEGIA 


La viga es estáticamente indeterminada si su diagrama de cuerpo libre tiene 
más reacciones desconocidas que el número de ecuaciones independientes de 
equilibrio que podemos obtener. Sin embargo, aun en este caso podemos resol- 
ver las ecuaciones de equilibrio para algunas de las reacciones. 


SOLUCIÓN 


2KkN 
Dibujo del diagrama de cuerpo libre En la figura (a) dibujamos el P | 


B 
diagrama de cuerpo libre de la viga. Hay cuatro reacciones desconocidas: A, > D —s 
Ap B, y B, y sólo podemos establecer tres ecuaciones de equilibrio indepen- A, | | B, 
A 


dientes. Por consiguiente, la viga es estáticamente indeterminada. B, 


Aplicación de las ecuaciones de equilibrio Sumando ios momentos (a) El diagrama de cuerpo libre. 
respecto al punto 4, las ecuaciones de equilibrio son 


EF, =A + B, =0, 
ER =4 eb 280 
E Mpunto a) = (57B, — (23) = 0. 


De la tercera ecuación podemos despejar B, y luego resolver la segunda ecua- 
ción y encontrar 4,. Los resultados son A, = 0.8 kN y B, = 1.2 kN. La pri- 
mera ecuación nos dice que B, = —4,, pero no podemos obtener sus valores. 


COMENTARIOS 


Este ejemplo nos da una idea de por quélas reacciones sobre cuerpos con restric- y 
ciones redundantes no se pueden determinar únicamente con las ecuaciones de | 
equilibrio. Los dos soportes de pasador pueden ejercer reacciones horizontales 
sobre la viga aun en ausencia de cargas (Fig. b), y esas reacciones satisfacen T 
las ecuaciones de equilibrio para cualquier valor de T (EF, = -T + T = 0). 


Á B 
EO — 
7 


(b) Los soportes pueden ejercer 
reacciones sobre la viga. 
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Soportes impropios 


Decimos que un cuerpo tiene soportes impropios si no permanece en equili- 
brio bajo la acción de las cargas ejercidas sobre él. Un cuerpo con soportes 
impropios se moverá al aplicarle cargas. En problemas bidimensionales, 
esto puede ocurrir de dos maneras: 


1. Los soportes pueden ejercer sólo fuerzas paralelas. Esto deja al cuer- 
po moverse en la dirección perpendicular a las fuerzas de soporte. 
Si las cargas ejercen una componente de fuerza en esa dirección, el 
cuerpo no estará en equilibrio. La figura 5.20(a) es un ejemplo de 
esta situación. Los dos soportes de rodillo pueden ejercer sólo fuerzas 
verticales, mientras que la fuerza Ftiene una componente horizontal. 
La viga se moverá horizontalmente cuando se aplique F, Esto se ve 
con claridad en el diagrama de cuerpo libre (Fig. b). La suma de las 
fuerzas en la dirección horizontal no puede ser igual a cero porque 
los soportes de rodillo sólo pueden ejercer reacciones verticales. 


Figura 5.20 


(a) Viga con dos soportes de rodillo no 
está en equilibrio al someterla a la carga 
mostrada. 

(b) La suma de las fuerzas en la dirección 
horizontal no es igual a cero. 


(b) 


2. Los soportes sólo pueden ejercer fuerzas concurrentes. Si las cargas 
ejercen un momento respecto al punto en que las líneas de acción 
de las fuerzas de soporte se intersecan, el cuerpo no estará en equili- 
brio. Consideremos la viga de la figura; de su diagrama de cuerpo 
libre (Fig. 5.21b) vemos que las reacciones A y B no ejercen momento 
respecto a P, que es donde sus líneas de acción se cortan, pero esto sí 
ocurre en el caso de la carga F. La suma de los momentos respecto 
a P no es cero y la viga girará cuando se aplique la carga. 


Las lineas de acción 
Figura 5.21 a 
de las reacciones 
(a) Una viga con soportes de rodillo Pase intersecan 


sobre superficies inclinadas. 
(b) La suma de los momentos respecto al 
punto P no es igual a cero. 


(a) {b} 


Excepto cuando se abordan de manera explicita soportes impropios, 
en nuestros ejemplos los cuerpos tienen soportes adecuados. Debe desarro- 
llarse el hábito de examinar cuerpos en equilibrio y reflexionar si están 
adecuadamente soportados según las cargas que actúan sobre ellos. 
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Indique si las barras en L están adecuadamente soportadas. Si una barra está 
adecuadamente soportada, determine las reacciones en sus soportes. 


SOLUCIÓN Figura 5.22 


En la figura 5.23 dibujamos los diagramas de cuerpo libre de las barras. 


Barra (a) Las líneas de acción de las reacciones en los dos soportes de rodillo 
se intersecan en P, y la fuerza F ejerce un momento respecto a P. Esta barra 
no está adecuadamente soportada. 


Barra (b) Las lineas de acción de las reacciones se intersecan en A y la fuerza 
F ejerce un momento respecto a A. Esta barra tampoco está bien soportada. 


Barra (c) Las tres fuerzas de soporte no son ni paralelas ni concurrentes. 
Esta barra está propiamente soportada. Las ecuaciones de equilibrio son 


EF, = A, -B=0, 
AA EV 
EM ipumo 4 BL-FL=0. Figura 5.23 


Diagramas de cuerpo libre de las tres 


Resolviendo estas ecuaciones, las reacciones son A, = F, A, = FyB =F. 
barras. 


P B 
A 
o A. 
Las lineas de | Las lineas de 
acción de las! acción de las 


reacciones se Y} 


intersecan | 
Nla 


reacciones se 
intersecan 
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Figura 5.24 


CUERPOS EN EQUILIBRIO 


(a) 


Ejemplo 5,7 PERES 


Aplicación a la ingenieria 


Diseño por factores humanos 


En la figura 5.24 se muestran un portaequipaje mantenido en equilibrio en posi- 
ción inclinada y su diagrama de cuerpo libre. Si el portaequipaje soporta un 
peso W = 501b, a = 30%, a = $ pulg, b = 16 pulg y d = 48 pulg, ¿qué fuerza 
F debe ejercer el usuario? 


ESTRATEGIA 


Las reacciones desconocidas en el diagrama de cuerpo libre son la fuerza F 
y la fuerza normal N ejercida por el piso. Sumando momentos respecto al centro 
de la rueda C, tenemos una ecuación donde sólo F es reacción desconocida. 


SOLUCIÓN 


Sumando momentos respecto a C, 
EM puno y) = EE cos a) + a(W sen a) — D(W cos a) = 0, 
y despejando F, obtenemos 


_(b—atanaw” 


F d (5.13) 


Sustituyendo los valores de W, œ, a, b y d, la solución es F = 11.9 lb, 


CONSIDERACIONES DE DISEÑO 


El diseño que toma en cuenta dimensiones físicas, capacidades y características 
humanas es un reto especial. Este arte se denomina diseño por factores huma- 
nos. Aqui consideramos un simple dispositivo, el portaequipaje de aeropuerto, 
y mostramos cómo su diseño se ve afectado por la consideración de sus posibles 
usuarios y las restricciones impuestas por las ecuaciones de equilibrio. 

El usuario mueve el portaequipaje sujetando la barra en su parte superior, 
inclinándolo y caminando al mismo tiempo que lo jala. La altura de la agarrade- 
ra (la dimensión A) tiene que ser cómoda. Como A = R + dsen ex, si escogemos 
valores de A y el radio de la rueda R, obtenemos una relación entre la longitud 
de la barra d y el ángulo e de inclinación de la misma: 


q EEE (5.14) 
sen a 


Sustituyendo esta expresión para d en la ecuación (5.13) obtenemos 


sen olb — a tan a) W 


e A-R 


(5.15) 


Supongamos que, con base en datos estadísticos relativos a las dimensiones 
humanas, decidimos diseñar un portaequipaje que sea utilizado por personas 
de hasta 6 pies 2 pulg de altura, lo cual corresponde a una dimensión A de aproxi- 
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madamente 36 pulgadas. Sea R = 3 pulg, a = 6 pulg y b = 12 pulg. En la 
figura 5.25 se muestra el valor de F/W resultante en función de œ. Para œ = 
63°, la fuerza que el usuario debe ejercer es nula, lo cual significa que el peso 
del equipaje actúa en un punto directamente por encima de las ruedas. Esta 
sería la solución óptima si el usuario pudiera mantener con exactitud ese valor 
de œ. Sin embargo, es inevitable que e varie, y los cambios resultantes en F 
dificultan el control del portaequipaje. Además, el ángulo relativamente muy 
inclinado dificulta jalarlo. Desde este punto de vista, es deseable escoger un 
diseño dentro del intervalo de valores de a en el que F varíe con lentitud, diga- 
mos 30% < œ <= 45%, (Aun cuando la fuerza que el usuario debe ejercer en 
este intervalo de or es grande en comparación con valores mayores de œ, sólo 
representa aproximadamente el 13% del peso.) En este intervalo de œ, la dimen- 
sión d varía de 5.5 a 3.9 pies. Por conveniencia de peso y facilidad de almacena- 
miento, es deseable tener un portaequipaje más pequeño, por lo que escogemos 
d = 4 pies para nuestro diseño preliminar. 

Hemos elegido la dimensión d con base en valores particulares de las dimen- 
siones R, a y b. En un proyecto real de diseño analizaríamos los intervalos de 
valores esperados de esos parámetros. Nuestro diseño final reflejaría también 
decisiones basadas en la seguridad (p. ej., debe haber suficientes medios para 
fijar el equipaje y no debe tener bordes agudos), la confiabilidad (las barras 
deben ser suficientemente fuertes y las ruedas deben tener cojinetes adecuados 
y confiables) y el costo de fabricación. 


-0,15 
30° 35° 40° 45% 50° 55° 60° 65° 70° 


a 


Figura 5.25 
Gráfica de la razón F/W en función de œ. 


Suponga que los cuerpos están en equilibrio. En los 
enunclados de las respuestas, las componentes x son 
positivas hacia la derecha y kas componentes y son po- 
sitivas hacia arriba. 


5.1 Dibuje los diagramas de cuerpo libre de los objetos a, b 5.2 Dibuje los diagramas de cuerpo libre de los cuerpos a, 
y c mostrados. b y e mostrados. 


{c} 
P5.1 


(a) (b) 


P5.2 
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5.3 La tensión en el cable 48 mostrado es igual a T. Dibuje 5.6 En la figura P5.6, la masa del clavadista es de 80 kg y 
un diagrama de cuerpo libre (a) del conjunto de tubos y cable la masa del trampolín es de 45 kg. 

AB, considerándalos como un solo cuerpo; (b) del conjunto (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre del trampolín. 

de tubos, sin incluir el cable 48; (c) del cable AB. (b) Determine las reacciones en los soportes 4 y B. 


P5.3 


5.4 (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la viga de la figu- 
ra P5.4. 


(b) Determine las reacciones en los soportes. Rag 
500 lb 
A B 5.7 La mesa de planchar mostrada tiene soportes en 4 y B 
A E A que se pueden modelar como soportes de rodillo. 
— - (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la mesa. 
(b) Determine las reacciones en A y B. 
S 3pie ——— ipiam P5.4 
y 
5.5 (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la prensa perfo- 
radora de 60 [b de peso mostrada, suponiendo que las superfi- | 
cies de A y B son lisas. (b) Determine las reacciones en A y B. A. EN — 
E — j ——x 
M 101b 31b 
12 20 
pulg pulg —— pulg 
P5.7 


5.6 En la figura P5.8, la distancia x es de 2 m. 
(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la viga. 
(b) Determine las reacciones en los soportes. 


190 kN 


G ar 
Ea 


h- 10pulg==— lapulg — El 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


5.9 Considere la viga del problema 5.8. Un ingeniero determi- 
na que cada soporte resistirá con seguridad una fuerza de 7.5 
kN. ¿Cuál es el intervalo de valores de la distancia x a la cual 
se puede aplicar con seguridad la fuerza de 10 kN? 


5.10 (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la viga. 
(b) Determine las reacciones en los soportes. 


400 lb 
900 Ib-pie 
IA | 
À E Ls 


- 3pie —L-— 4 pie —- 


a 


= 3 pie ++ -—4 pie — 


P5.10 


5.71 Considere la viga del problema 5.10. Primero represente 
las cargas (fuerza de 100 lb, fuerza de 400 lb y par de 900 Ib-pie) 
con una sola fuerza equivalente y luego determine las reacciones 
en los soportes. 


5.12 (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la viga. 
(b) Determine las reacciones en los soportes. 


| 2kN 
24 kN-m B AW 
- 400 mm | 400 mm J 


5.13 Considere la viga del problema 5.12. Primero represente 
las cargas (la fuerza de 2 kN y el par de 24 kN-m) con una sola 
fuerza equivalente y luego determine las reacciones en los soportes. 


800 mm 


P5.12 


5.14 Un hombre que hace planchas se detiene en la posición 
mostrada. Su peso es W = 175 Ib. Las distancias son a = 10 
pulg, b = 29 pulg y e = 12 pulg. Determine la fuerza normal 
ejercida por el piso (a) sobre cada mano, (b) sobre cada pie. 


B 


VR. 
J Ww 


P5.14 
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5.15 Con cada uno de los dispositivos mostrados se puede 
soportar una carga R aplicando una fuerza F. Estos dispositi- 
vos se denominan palancas de primera, segunda y tercera clases. 
(a) La razón R/F se llama “ventaja mecánica”. Determine la 
ventaja mecánica de cada palanca. 

(b) Determine la magnitud de la reacción en A para cada palan- 
ca. (Exprese sus respuestas en términos de F.) 


PE 


Palanca de primera clase 


=> 


Palanca de segunda clase 


Third-class lever 


P5.15 


5.16 (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la viga mostrada. 
(b) Determine las reacciones en el soporte. 


L pa lb 


1400 lb 
7 pie »| P5.16 


5.17 La fuerza F mostrada tiene una magnitud de 500 lb. De- 
termine las reacciones en el soporte. 


— P5.17 


5 pie 
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5.18 Considere la viga del problema 5.17. Un ingeniero deter- 
mina que el empotramiento fallará si la magnitud de la fuerza 
total ejercida sobre él excede de 1000 Ib o si la magnitud del 


par ejercido sobre él excede de 3000 1b-pie. Con base en estos 
criterios, ¿cuál es la fuerza máxima F que se puede aplicar? 


5.19 Enla figura P5.19, el móvil está en equilibrio. El cuerpo 
B pesa 27 onzas. Determine los pesos de los cuerpos A, € y 
D. (Desprecie los pesos de las barras.) 


5.20 Las fuerzas de sustentación sobre el ala de un aeroplano 
están representadas por ocho fuerzas. La magnitud de cada 
fuerza está dada, en función de su posición x sobre el ala, por 


20041 — (x/17)? lb. 


El peso del ala es W = 400 Ib. Determine las reacciones sobre 
el ala en el punto de unión R. 


| 2 piel 2 pie 2 pie 2 pie 2 piel 2pie| 2 pie! 2pie 


P5.20 


5.21 (Véase Fig. P5.20.) Represente las ocho fuerzas de sus- 
tentación con una sola fuerza equivalente; determine las reac- 
ciones sobre el ala en el punto de unión R. 


5.22 La sierra de cadena, que pesa 14.5 lb, está sometida a 
las cargas en A por el tronco, Determine las reacciones R, B, 
y B, que se deben aplicar para mantener la sierra en equilibrio. 


P5.22 


5.23 La masa del remolque es de 2.2 Mg (megagramos). Las 
distancias son 4 = 2.5 m y b = 5.5 m. La camioneta está en 
reposo, y las ruedas del remolque pueden girar libremente (el 
suelo no ejerce ninguna fuerza horizontal sobre ellas). Elengan- 
che en B se puede representar como un soporte de pasador. 
(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre del remolque. 

(b) Determine la fuerza normal total ejercida sobre las ruedas 
posteriores en A y las reacciones ejercidas sobre el remolque 
en el soporte de pasador B. 


P5.23 
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5.24 Enla figura P5.24, el peso total de la carretilla y su carga 
es W = 100 ib, 


(a) SiF = 0, ¿qué valor tienen ias reacciones verticales en A y B? 
(b) ¿Qué fuerza Fes necesaria para levantar del suelo el soporte 
en 4? 


P5.24 


5.25 El peso del aeroplano es W = 2400 lb. Sus frenos man- 
tienen bloqueadas las ruedas posteriores. La rueda frontal pue- 
de girar libremente (el suelo no ejerce ninguna fuerza horizontal 
sobre elia). La fuerza T ejercida por la hélice del aeroplano es 
horizontal. (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre del aeroplano. 
Determine la reacción ejercida sobre la rueda frontal y la reac- 
ción normal total ejercida sobre las ruedas posteriores (b) cuan- 
do T = 0; (c) cuando T = 250 lb. 
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5.26 Elmontacargas se encuentra en reposo. Las ruedas fron- 
tales pueden girar pero las posteriores no. Las distancias son: 
a = 1.25 m, b = 0.50 m y ce = 1.40 m. El peso de la carga 
es W; = 2 KN y el peso del vehículo con su operador es Wp 
= 8 kN. ¿Qué valor tienen las reacciones en A y B? 


P5.26 


5.27 Considere el montacargas en reposo mostrado en el pro- 
blema 5.26. Las ruedas frontales están en libertad de rodar y 
las traseras están bloqueadas. Las distancias son a = 45 pulg, 
b = 20 pulg y c = 50 pulg. El peso del vehículo junto con el 
operador es Wp = 3000 lb. Por razones de seguridad, se ha es- 
tablecido que la reacción en las ruedas traseras debe ser de 400 
lb por lo menos. Si el peso W, de la carga actúa en la posición 
mostrada, ¿qué valor tiene la máxima carga segura? 


P5.25 
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5.28 El peso del ventilador mostrado es W = 20 lb. Su base 
tiene cuatro patas igualmente espaciadas de longitud b = 12 
pulg y 4 = 36 pulg. ¿Qué valor tiene el máximo empuje Tejerci- 
do por la hélice del ventilador si éste permanece en equilibrio? 


b 


VISTA SUPERIOR 
P5.28 


VISTA LATERAL 


5.29 (Véase Fig. P5.28.) Por seguridad, un ingeniero decide 
que la reacción vertical en cualquiera de las patas del ventilador 
no debe ser menor que el 20% del peso de éste. 5i el empuje 
T es de 1 lb cuando el ventilador tiene su velocidad máxima, 
¿cuál es el valor máximo seguro de A? 


5.30 Para disminuir costos, se considera soportar un ventila- 
dor con tres patas igualmente espaciadas en vez de usar el siste- 
ma de cuatro patas (Prob. 5.28). Para los mismos valores de 
b, hy W, demuestre que el empuje máximo T para el cual el venti- 
lador permanecerá en equilibrio con tres patas está relacionado 
con el valor para el ventilador con cuatro patas por 


Tires patas) — (1/42) Tiensiro paras)" 


P5.30 


5.31 Una fuerza F = 400 N actúa sobre la ménsula mostrada. 
¿Qué valor tienen las reacciones en A y 8? 


j| B 
| | 320 mm 


P5.31 


5.32 El letrero colgante mostrado ejerce fuerzas de 25 lb en 
A y B. Determine la tensión en el cable y las reacciones del so- 
porte en €. 


ACME 
Consulting 
Engineers 


P5.32 
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5.33 El dispositivo mostrado ayuda a una persona a levantar 
cargas pesadas (se usó en Egipto alrededor del año 1550 A.C. 
y continúa en uso en varias partes del mundo). Las distancias 
son a = 12 pies y b = 4 pies. Si la carga que se está levantando 
pesa 100 lb y W = 200 lb, determine la fuerza vertical que la 
persona debe ejercer para soportar la carga en reposo (a) cuan- 
do la carga está justo sobre el terreno (la posición mostrada); 
(b) cuando la carga está a tres pies sobre el terreno (suponga 
que la cuerda permanece vertical). 


P5.33 


5.34 Laestructura mostrada, llamada armadura, tiene un $0- 
porte de pasador en A y un soporte de rodillo en B, y está carga- 
da por dos fuerzas. Determine las reacciones en los apoyos. 

Estrategia: Dibuje un diagrama de cuerpo libre, tratando la 
armadura entera como un solo cuerpo. 


P5.34 
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5.35 Un gimnasta olimpico está en reposo en la posición mos- 
trada. En la figura se muestran el peso de su brazo izquierdo 
y el peso de su cuerpo, sin incluir sus brazos. Las distancias 
sona = b = 9 pulg y e = 13 pulg. Considere el hombro $ 
como un empotramiento y determine las magnitudes de las reac- 
ciones en él, es decir, determine la fuerza y el par que ese hombro 
debe soportar. 


P5.35 


5.36 Determine las reacciones en A de la figura P5.36. 


À | 
5 pie 
800 Ib-pie 


P5.36 
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5.37 Los frenos del auto inmovilizan las ruedas traseras, pero 
las ruedas frontales pueden girar. Determine las fuerzas ejerci- 
das por el suelo sobre las ruedas frontales y traseras cuando 
el auto está estacionado (a) sobre una pendiente de subida con 
a: = 15° y (b) sobre una pendiente de bajada con œ = —15%. 


P5.37 


5.38 El peso W de la barra mostrada actúa en su centro. Las 
superficies son lisas. ¿Cuál es la tensión en la cuerda horizontal? 


P5.38 


5.39 La placa de la figura está soportada por un pasador en 
una ranura lisa en B. ¿Qué valor tienen las reacciones en los 
soportes? 


P5.39 


5.40 En la figura 5.40, la fuerza F = 800 N y el par M = 
200 N-m. La distancia L = 2m. ¿Qué valor tienen las reacciones 
en A y B? 


T 


P5.40 


5.41 Considere la barra en L del problema 5.40. La fuerza 
F =300 lb y la distancia £ = 6 pies. Suponga que los objetivos 
de su diseño requieren que el par M se ajuste en forma tal que 
la reacción en A sea nula. Determine M y las reacciones en B. 


5.42 En la figura P5.42, W = 1.2 kN, Determine la tensión 
en el cable y las reacciones en A. 


P5.42 


5.43 Considere la viga del problema 5.42. Un ingeniero deter- 
mina que el cable soportará con seguridad una tensión de 3 kN 
y que el soporte en A resistirá con seguridad una fuerza de 2,4 
KN. Con base en esos criterios, ¿cuál es el peso máximo de la 
viga que puede soportarse? 
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5.44 La tensión en el cable BC mostrado es de 100 lb, Deter- 5.47 En la figura P5.47, W = 1000 lb. Determine la tensión 
mine las reacciones en el soporte empotrado. en el cable y las reacciones en A. 


P5.47 


css , 548 (VéaseFig. P5.47.) Un ingeniero determina que el cable 
5.45 La tensión en el cable AB mostrado es yes 2 KN. ¿Qué — recistirá con seguridad una tensión de 1000 Ib. ¿Cuál es el peso 
valor tienen las reacciones en C en cada caso? W máximo de la viga que puede soportarse con seguridad? 


5.49 En la figura P5.49, la distancia x = 3 pies. Determine 
la tensión en el cable y las reacciones en 4 y B. 


f Y 
5 2m-—+| |m H- g | - p 
(b) À 100 lb 


P5.45 it AN : | 


P5.49 


5.46 Determine las reacciones en los soportes mostrados. 


5.50 Considere la viga del problema 5.49. Determine el inter- 
valo de valores de la distancia x para la cual la viga puede estar 
en equilibrio en la posición mostrada. 
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5.51 Se quiere diseñar una válvula de seguridad de manera 
que ésta se abra cuando la diferencia entre la presión p en el 
tubo circular (diámetro = 150 mm) y la presión atmosférica 
sea de 10 MPa (megapascales; un pascal es 1 N/m?). El resorte 
está comprimido 20 mm cuando la válvula se encuentra cerrada. 
¿Qué valor debe tener la constante del resorte? 


P5.51 


5.52 La placa rectangular mostrada se mantiene en equilibrio 
por medio de la fuerza horizontal F. El peso Wactúa en el punto 
medio de la placa. Demuestre que F está dada por la ecuación 


(b cos a — A sen a) 


PO rad bewa) j} 


5.53 La barra AB mostrada tiene longitud £ y un peso W que 
actúa en su punto medio. El ángulo œ = 30°. ¿Qué valor tiene 
la tensión en la cuerda? 


P5.53 


5.54 En la figura P5.54, el peso W, = 1000 lb. Ignore el pe- 
so de la barra AB. El cable pasa sobre una polea en C. Determi- 
ne el peso W, y las reacciones en el soporte de pasador en A. 


P5.52 
P5.54 
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5.55 Las distancias son a = 6 pies y b = 3 pies. El par M 
= 200 lb-pie. La constante del resorte k = 1000 1b/pie. El resor- 
te no se encontraría estirado sif = 0. El sistema está en equili- 
brio cuando A = 4 pies y la viga se halla en posición horizontal. 
Determine la fuerza F y las reacciones en A. 


5.56 La barra tiene una longitud de 1 m y su peso W actúa 
en su punto medio. La distancia b = 0.75 m y el ángulo œ = 
30°. La constante del resorte es k = 100 N/m, y el resorte no 
está estirado cuando la barra se encuentra en posición vertical. 
Determine W y las reacciones en 4. 


P5.56 


5.3 CUERPOS ESTÁTICAMENTE INDETERMINADOS 235 


5.57 El pescante de la grúa soporta una carga suspendida de 
15 klb. Cada una de fas barras BC y DE tiene 20 pies de longitud. 
Las distancias son a = 15 pies y b = 2 pies, y el ángulo ĝ = 


30*, Determine la tensión en el cable AB y las reacciones en 
los soportes de pasador C y D. 


P5.57 


5.58 El dispositivo controla los elevadores de un aeroplano 
(las superficies de control horizontal en la cola del avión). Los 
elevadores están unidos al elemento EDG. Las presiones aerodi- 
námicas sobre los elevadores ejercen un par horario de 120 lb- 
pulg. El cable BG está flojo y su tensión se puede ignorar. Deter- 
mine la fuerza F y las reacciones en el soporte de pasador en A. 


6pulg 7 B E Eleyador 
e, 1201b-pul 
2.5 pul pulg 
A 
3 G 
3.5pulg  2pulg = -2.5 pulg 25 —| |-— 1.5pulg 
pulg 
——20pulg 
(No está a escala) 
P5.58 


5.59 (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la viga de la fi- 
gura P5.59 y demuestre que ésta es estáticamente indeterminada. 
(b) Determine tantas reacciones como le sea posible. 


A 20 N-m B 


P5.59 
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5.60 Considere la viga del problema 5.59. Escoja soportes en 
A y B tales que la viga no sea estáticamente indeterminada. De- 
termine las reacciones en los soportes. 


5.61 (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la placa de la 
figura P5.61 y demuestre que dicha placa es estáticamente inde- 
terminada. 

(b) Determine tantas reacciones como le sea posible. 


P5.61 


5.62 Considere la placa del problema 5.61. Escoja soportes 
en 4, B y C tales que la placa no sea estáticamente indetermina- 
da. Determine las reacciones en los soportes. 


5.63 Dibuje el diagrama de cuerpo libre del tubo en forma 
de L de la figura y demuestre que es estáticamente indetermina- 
do. Determine tantas reacciones como le sea posible. 

Estrategia: Coloque el sistema coordenado de modo que el 
eje x pase por los puntos A y B. 


B Į 
$ i] 
80N 00 
100 N-m A mm 
A : ) 
. ME 
300 | 700 5 
mm mm | P5.63 


5.64 Considere el tubo del problema 5.63. Elija los soportes 
en A y B de modo que el tubo no sea estáticamente indetermina- 


do. Determine las reacciones en los soportes. 


5.65 Indique si cada una de las barras en L mostradas está 
propia o impropiamente soportada. Si una barra está propia- 
mente soportada, determine las reacciones en sus soportes. 


P5.65 


5.66 Indique si cada una de las barras en L mostradas está 
propia o impropiamente soportada. Si cualquiera de las barras 
está propiamente soportada, determine las reacciones en sus $0- 
portes. 


P5.66 
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Los problemas 5.67 a 5.70 están relacionados con el 
ejemplo 5.7. 


5.67 Suponga que œ = 40%, d = 1 m,a = 200 mm, & = 
500 mm, R = 75 mm, y la masa del equipaje es de 40 kg. Deter- 
mine F y N. 


5.68 Suponga que œ = 35°, d = 46 pulg, a = 10 pulg, 5 
= 14 pulg, R = 3 pulg, y que no se quiere que el usuario ejerza 
una fuerza F superior a 20 1b. ¿Cuál es el peso máximo de equi- 
paje que se puede colocar sobre el portaequipaje? 


5.69 Una de tas dificultades al tomar decisiones de diseño es 
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actúa puede estar dentro de la “envolvente” R = a < 0.750 y 
0=s5b3<0.75d.Sia = 30%, c = 14 pulg, d = 48 pulg, R = 
3 pulg y W = 801b, ¿cuál es la fuerza F máxima que el usuario 
tendrá que ejercer para cualquier posición del equipaje? 


5.70 En el diseño del portaequipaje del ejemplo 5.7 supusi- 
mos que un usuario sostiene la agarradera a A = 36 pulg sobre 
el piso. Supusimos que R = 3 pulg, a = 6 pulg, b = 12 pulg, 
y escogimos d = 4 pies. La razón resultante entre la fuerza que 
el usuario debe ejercer y el peso del equipaje es F/ W = 0.132. 
Suponga que personas de diferente altura van a usar el portae- 
quipaje. Obtenga una gráfica de F/W como función de h para 
24 < h s 36 pulg. 


que no se sabe cómo colocará el usuario el equipaje sobre el 
vehículo del ejemplo 5.7. Suponga que el punto en que el peso 


5,4 Aplicaciones tridimensionales 


Hemos visto que cuando un cuerpo en equilibrio está sometido a un siste- 
ma bidimensional de fuerzas y momentos, no se pueden obtener más de 
tres ecuaciones independientes de equilibrio. En el caso de un sistema tridi- 
mensional de fuerzas y momentos, se pueden obtener hasta seis ecuaciones 
independientes de equilibrio: las tres componentes de la suma de las fuer- 
zas deben ser nulas y las tres componentes de la suma de los momentos 
respecto a cualquier punto deben también ser iguales a cero. El procedi- 
miento para determinar las reacciones sobre cuerpos sometidos a sistemas 
tridimensionales de fuerzas y momentos —dibujar el diagrama de cuerpo 
libre y aplicar las ecuaciones de equilibrio— es el mismo que para el de 
dos dimensiones. Sólo se requiere familiarizarse con las convenciones 
de soporte usadas en las aplicaciones tridimensionales. 


Soportes 


Presentamos cinco convenciones que suelen utilizarse en problemas tridi- 
mensionales. De nuevo, aun cuando los soportes reales no se parezcan 
fisicamente a esos modelos, los representaremos con los modelos si éstos 
ejercen las mismas (o aproximadamente las mismas) reacciones. 


Soporte de bola y cuenca En el soporte de bola y cuenca, el cuerpo 
soportado está unido a una bola encerrada dentro de una cuenca esférica 
(Fig. 5.26a). La cuenca permite que la bola gire libremente (se desprecia 
la fricción) pero impide que se traslade en cualquier dirección. 

Suponga que usted sostiene una barra unida a un soporte de bola y cuen- 
ca (Fig. 5.26b). Si trata de trasladar la barra (moverla sin girarla) en cual- 
quier dirección, el soporte ejercerá una fuerza reactiva que impedirá el 
movimiento. Sin embargo, usted puede girar la barra respecto al soporte. 
El soporte no puede generar un par para evitar la rotación. El soporte 
de bola y cuenca no puede entonces ejercer un par pero si tres componen- 
tes de fuerza (Fig. 5.26c). Se trata del modelo tridimensional del soporte 
de pasador bidimensional. 
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(a) (b) 


Figura 5.26 


(a) Soporte de boia y cuenca. 

(b) Sujetando una barra soportada. 
(c) El soporte de bola y cuenca puede 
generar tres componentes de fuerza. 
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El fémur humano está unido a la pelvis 
por medio de un soporte de bola y 


Figura 5.28 

(a) Soporte de rodilio, 

(b) La reacción es normal a la superficie 
de soporte. 


La rótula de la cadera es un ejemplo de soporte de bola y cuenca (Fig. 
5.27). El soporte de la palanca de velocidades de un auto se puede modelar 
como soporte de bola y cuenca en el intervalo de su movimiento. 


Figura 5.27 


cuenca. 


Cuenca 


Soporte de rodillo El soporte de rodillo (Fig. 5.28a) es un soporte 
de bola y cuenca que puede rodar sobre una superficie de apoyo. Un sopor- 
te de rodillo sólo puede ejercer una fuerza normal a la superficie de apoyo 
(Fig. 5.28b). Las ruedas de los muebles son soportes de este tipo. 


(a) (b) 


Arficulación El soporte de articulación es el usado para soportar puer- 
tas. Permite que el cuerpo soportado gire respecto a una línea o eje de 
la articulación. La figura 5.29(a) es un cuerpo unido a una articulación. El 
eje z del sistema coordenado está alineado con el eje de la articulación. 

Si sujetamos una barra unida a una articulación (Fig. 5.29b), podemos 
hacer girar la barra alrededor del eje de la articulación. Ésta no puede 
generar un par respecto a su eje (el eje z) para impedir la rotación. Sin 
embargo, no se puede hacer girar la barra respecto a los ejes x o y, porque 
la articulación puede generar pares respecto a esos ejes para impedir el 
movimiento. Además, no se puede trasladar la barra en ninguna dirección. 
En la figura 5.29(c) se muestran las reacciones que una articulación puede 
generar sobre un cuerpo. Hay tres componentes de fuerza, An A, y A, 
y pares respecto a los ejes x y y, Mi y M2. 
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En algunos casos una articulación no genera pares sobre el cuerpo que 
soporta, o éstos son suficientemente pequeños y se pueden despreciar. Un 
ejemplo del último caso es cuando las articulaciones que soportan una 
puerta están apropiadamente alineadas. Aquí la articulación genera sólo 
fuerzas sobre el cuerpo (Fig. 5.29d). Se presentan también casos en que 
una articulación no genera pares sobre el cuerpo ni fuerza en la dirección 
de su eje (la articulación puede de hecho estar diseñada para que no soporte 
una fuerza paralela a su eje). La articulación genera entonces reacciones 
sólo en las direcciones perpendiculares a su eje (Fig. 5.29e). En los ejem- 
plos y en los problemas indicaremos cuándo una articulación no genera 
las cinco reacciones mostradas en la figura 5.29(c). 


Bisagra o 
articulación 
h Cuerpo 
soportado 


ra 


(a) 


(b) 


(d) 
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Figura 5.29 


(a) Articulación o bisagra. El eje z está 
alineado con el eje de la articulación. 

(b) Sujetando una barra soportada. 

(c) En general, una articulación o bisagra 
puede generar cinco reacciones: tres 
componentes de fuerza y dos pares. 

(d) Las reacciones cuando la bisagra no 
genera pares. 

(e) Las reacciones cuando la bisagra no 
genera pares ni una fuerza paralela al eje 
de ella. 
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Cojinete El tipo de cojinete mostrado en la figura 5.30(a) soporta un 
árbol (o eje, o flecha) circular que puede girar alrededor de su eje. Las 
reacciones son idénticas a las generadas por una articulación. En el caso 
más general (Fig. 5.30b), el cojinete puede generar tanto una fuerza sobre 
el árbol soportado en cada dirección coordenada, como pares respecto 
a ejes perpendiculares al árbol, pero no un par respecto al eje del árbol. 

Como con la articulación, puede haber casos en que el cojinete no genere 
pares (Fig. 5.30c) o no genere ni pares ni fuerza paralela al eje del árbol 
(Fig. 5.30d). Algunos cojinetes están diseñados así para aplicaciones es- 
pecíficas. En los ejemplos y problemas indicaremos cuándo un cojinete 
no ejerce todas las reacciones mostradas en la figura 5.30(b). 


Figura 5.30 y y 
(a) Cojinete. El eje z está alineado con el | | 
eje del árbol. | 
(b) En general, un cojinete puede generar 
cinco reacciones: tres componentes de 
fuerza y dos pares.  Cojinete 
(c) Las reacciones cuando el cojinete no 
genera pares. 
(d) Reacciones cuando el cojinete no m 
genera pares ni una fuerza paralela al eje ¿7 E 
del árbol. w 


\ 
\g 


(c) (d) 


Soporte de empotramiento Ya hemos visto el soporte empotrado 
(Fig. 5.31a). Supongamos que sujetamos una barra empotrada (Fig. 
5.31b). No podemos trasladarla en ninguna dirección ni hacerla girar res- 
pecto a algún eje. El empotramiento puede generar fuerzas A,, A, y A, 
en cada dirección coordenada, así como pares M,, M, y M, respecto a 
cada eje coordenado (Fig. 5.31c). 

En la tabla 5.2 se resumen las convenciones de soportes usados común- 
mente en las aplicaciones tridimensionales. 


Y Cuerpo 
soportado 


Figura 5.31 
(a) (a) Empotramiento. 


e 
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Figura 5.31 


(b) Sujetando una barra empotrada. 
(c) Un empotramiento puede generar 
seis reacciones: tres componentes de 
fuerza y tres pares. 


Ecuaciones escalares de equilibrio 


Las cargas y reacciones sobre un cuerpo en equilibrio satisfacen las seis 
ecuaciones escalares de 


EF, 


IM, 


equilibrio, 

(5.16) 
(5.17) 
(5.18) 
(5.19) 
(5.20) 


(5.21) 


Es posible evaluar las sumas de los momentos respecto a cualquier punto. 
Aunque se pueden obtener otras ecuaciones sumando los momentos res- 
pecto a puntos adicionales, no serán independientes de las primeras ecua- 
ciones. No se pueden obtener más de seis ecuaciones independientes de 
equilibrio de un diagrama de cuerpo libre, por lo que se pueden encontrar 
a lo sumo seis fuerzas o pares desconocidos. 
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Tabla 5.2 Soportes utilizados en tres dimensiones 


Nana ¿e 


Cuerda o cable Una fuerza colineal 


"a 


Contacto con una superficie lisa 


^ 


- 


Soporte de rodillos Una fuerza normal 
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Tabla 5.2 Continuación 


Soportes Reacciones 


Tres componentes de fuerza, 
dos camponentes de par 


Articulación 
(el eje z es paralelo al 
eje de la articulación) 


—p — X 
A Y A 
5 X 
Z 
z 
(Cuando no se generan pares) 


x 
| 
E 


Y 


Cojinete 
(El eje z es paralelo al eje 
del árbol soportado) 


(Cuando no se generan 
pares ni fuerza axial) 


Soporte empotrado 


Tres componentes de fuerza, 
Tres componentes de par 
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En los ejemplos siguientes determinaremos las reacciones sobre cuerpos 
con varios tipos de cargas y soportes. Los pasos requeridos son ya conoci- 
dos gracias a nuestra experiencia con las aplicaciones bidimensionales: 


i. Dibujar el diagrama de cuerpo libre. El diagrama de cuerpo libre se 
debe obtener aistando el cuerpo de sus soportes y mostrando las car- 
gas y las reacciones que los soportes pueden generar sobre el cuerpo. 


2. Aplicar las ecuaciones de equilibrio. Se usan las ecuaciones (5.16)- 
(5.21) para determinar las reacciones. 


Ejemplo 5.8 


La barra AB de la figura 5.32 está soportada por los cables BC y BD y por 
un soporte de bola y cuenca en A. El cable BC es paralelo al eje z y el cable 
BD es paralelo al eje x. El peso de 200 N de la barra actúa en su punto medio. 
¿Qué valor tienen las tensiones en los cables y las reacciones en A? 


ESTRATEGIA 


Debemos obtener el diagrama de cuerpo libre de la barra AB aislándola de! 
soporte en A y delos dos cables. Podemos entonces usar las ecuaciones de equili- 
brio para determinar las reacciones en A y las tensiones en los cables. 


SOLUCIÓN 


Dibujo del diagrama de cuerpo libre En la figura (a) aislamos la barra 
y mostramos las reacciones que se pueden generar sobre ella. El soporte de 
bota y cuenca puede generar tres componentes de fuerza, A,, A, Y A, Los tér- 
minos Tse y Tgp representan las tensiones en los cables. 


Fuerzas ejercidas 
por los cables 


z x Y-2003 (N) 


ARO debidas al 


soporte de bola y cuenca 


N, 


(a) Obtención del diagrama de cuerpo libre de la barra. 
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Aplicación de las ecuaciones de equilibrio Las sumas de las fuerzas 


en cada dirección coordenada son iguales a cero: 
EF, = Ar — Teos =0, 
EF, = Ay — 200 =0, (5.22) 
EF, = A, — Tac =0. 


Sea E ¿y el vector de posición de A a B. La suma de los momentos respecto 
ades 


EM punio 4) = Tap X (—Tsc k) + rag x (Tap Ù) + iraa x (—200)) 


A k io j k 
= 1109 04 |+| ı 06 oa | 
Go De Sa O 0 
E E 
+| 0.5 03 02 
O —200 0 


= (0D.6Tpc + 4011 + (Fac — 0.4720)j 
+ (0.6Tgp — 100) k. 


Cada una de las componentes de este vector (las sumas de los momentos respec- 
to a los tres ejes coordenados) es igual a cero: 


EM, = —0.6T gc +40 = 0, 
EM, = Tye — 04Tpp =Ù, 
EM, = 0.6Tgp — 100 = 0. 
Resolviendo estas ecuaciones obtenemos las tensiones en tos cables; 


Tec = 66.7 N, Tap = 166.7 N. 
(Observe que necesitamos sólo dos de las tres ecuaciones para obtener las dos 
tensiones. La tercera ecuación es redundante.) 
De tas ecuaciones (5.22), obtenemos las reacciones en el soporte de bola y 
cuenca: 
A, = 166.7 N, 


A,=200N, A, =66.7N. 


COMENTARIO 


Observe que al sumar momentos respecto a A obtuvimos ecuaciones en las cua- 
les no aparecen las reacciones desconocidas 4,, A, y A, A menudo la obten- 
ción de las soluciones se puede simplificar de esta manera. 


A - —z — A ae N — 
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Ejemplo 5.9 


La barra AC tiene 4 pies de largo y la soportan una bisagra en A y el cable BD. 
El eje de la bisagra corre por el eje z. La línea central de la barra está en el 
plano x-y, y el punto Ë de conexión del cable es el punto medio de la barra. 
Halle la tensión en el cable y las reacciones generadas en la barra por la bisagra. 


Figura 5.33 y 


27 (2,2, -1) pie 


-100j (1b) 


SOLUCIÓN 


Dibujar diagrama de cuerpo libre  Aislamos la barra de la bisagra y del 
cable y mostramos las reacciones que generan (Fig. a). Los términos Ay, A, 
y 4, son las componentes de fuerza generadas por la bisagra y los términos 
M y Må son los pares ejercidos por la bisagra respecto a los ejes x y y. (Re- 
cuerde que la bisagra no puede generar un par sobre la barra respecto al eje 
de la bisagra.) El término T es la tensión en el cable. 


pa 
Reacciones La 
A y 
debidas a Fuerzas ejercidas 
la bisagra 
A por el cable BD 
M; A 
Món A Er 


te 


-100j (lb) 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la barra. 
Aplicar ecuaciones de equilibrio Primero expresamos la fuerza en el 


cable en función de sus componentes. Las coordenadas del punto B son (2 cos 
30%, —2 sen 30%, 0) pies, de manera que el vector de posición de Ba D es 


[2 — 2 cos 30%]i + [2 — (-2 sen 309)j + [-1 — (0k 


Pap 


= 0.2681 + 3j- k. 


Dividimos este vector entre su magnitud para obtener un vector unitario tpp 
que apunta del punto 3 al punto D: 


r e 
esp = 2 =0.0841 + 0.9453 — 0.315k. 
rap! 
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Podemos escribir ahora la fuerza del cable como el producto de su magnitud 

Y Ban: 
T ep = 7(0.0841 + 0,9453 — 0.315 k). 

Las sumas de las fuerzas en cada dirección coordenada deben ser iguales a cero: 

EF, = A, +0.0847 =0, 
EF, = A, + 0.9457 — 100 =0, (5.23) 
EF. = A, — 0.3157 =0. 

Si sumamos momentos respecto a 4, las ecuaciones resultantes no contienen 


las reacciones desconocidas Ay, 4, y A, Los vectores de posición de A a B 
y de 4 a C son 


2 cos 30° i — 2 sen 30° j, 


li 


Tan 


Fac = 4 cos 30% i — 4 sen 30° j. 


La suma de los momentos respecto a A es 


E Mipunto Aa = Mïi + M?j + Fig X {T esp) trac x ({—100j) 


i j k 
= Míi+ Míj+| 1.732 -i 0 
0.0847 0.9457 —0.315T 
i j. ok 
+[ 3464 -2 0 
o  —100 0 


l 


(MP + 0.315T)i + (MÍ +0.546T)j 
+(1.727 — 346) k = 9. 
De esta ecuación vectorial obtenemos las ecuaciones escalares 
EM, = Mô +0.315T =0, 
EM, = M$ +0.546T =0, 
EM, = 1.727 - 346 =0. 
Al resolver estas ecuaciones obtenemos las reacciones 
T = 201 lb, M,/ = -63.4 lb-pie, M,* = —109.8 lb-pie. 


Entonces, de las ecuaciones (5.23) obtenemos las fuerzas ejercidas sobre la ba- 
rra por la bisagra: 


A, = —17.0 lb, A, = -90.2 lb, A, = 63.4 lb. 
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La placa de la figura 5.34 está soportada por bisagras en A y B y por el cable 
CE. Las bisagras, propiamente alineadas, no generan pares sobre la placa, y 
la bisagra en A no genera una fuerza sobre la placa en la dirección del eje de la 
bisagra. Determine las reacciones en las bisagras y la tensión en el cable, 


SOLUCIÓN 


Dibujo del diagrama de cuerpo libre Aislamos la placa y mostramos 
tas reacciones en las bisagras y la fuerza ejercida por el cable (Fig. a). El término 
T es la fuerza ejercida sobre la placa por el cable CE. 


Aplicación de las ecuaciones de equilibrio Como conocemos las coor- 
denadas de los puntos C y E, podemos expresar la fuerza en el cable como el 
-400j (N) producto de su magnitud Ty un vector unitario dirigido de C a E. El resultado es 


Figura 5.34 T(-0.842i + 0.337 j + 0.421 k). 


Las sumas de las fuerzas en cada dirección coordenada deben ser iguales a 
cero: 


Y F, = A, + B, — 0.8427 =0, 
Y F, = A, + B, + 0.337T — 400 = 0, (5.24) 


Y F, = B, +0.421T =0. 


f Si sumamos los momentos respecto a B, las ecuaciones resultantes no conten- 
j drán las tres reacciones desconocidas en B. La suma de los momentos respecto 


: P Reacciones 
Reacciones debidas a la E aBes 
bisagra 4, que debidas alla 
no genera bisagra 8 i j k 0 g We 
Dea Fuerza EM unto 8) = 0.2 0 0 +| 0 0 02 
axial. ) ejercida —0.8427 0.3377 014217 | Ap As 0 
A x por el 
p T CE i i k 
c +| 0.2 0 0.2 
O —400 0 


= (20,24, + 80) i + (—-0.08427 + 0,24) ]j 


400] (N) 


+(0.0674T — 80)k = 0. 
(a) Diagrama de cuerpo libre de la 
placa. Las ecuaciones escalares son 


EM, = 0.24, + 80 = 0, 
EM, = —0.08427 + 0.2A, = 0, 
EM. =0.0674T — 80 = 0. 
Al resolver estas ecuaciones obtenemos las reacciones 


T=1187N, A, =500N, A,=400N. 
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Luego, de las ecuaciones (5.24), las reacciones en B son 
B, = 500 N, B,=-400N, B, =-500N. 


COMENTARIO 


Si nuestro único objetivo hubiese sido determinar la tensión 7, podriamos ha- 
berlo hecho con facilidad estableciendo que la suma de los momentos respecto 
a la línea AB (el eje z} es igual a cero. Como las reacciones en las bisagras no 
ejercen momento respecto al eje z, obtendríamos la ecuación 


(0.2)(0,337P) — (0.2)(400) = 0, 


que da como resultado T = 1187 N. 
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5.71 Enla figura P5.71, la barra ABC está empotradaenA 5.72 
y cargada por las fuerzas 


El operador robótico mostrado está en reposo. Los pe- 
sos de los brazos AB y BC actúan en sus puntos medios. Los 
cosenos directores de la tinea central del brazo 4B son: cos 0, 


To= z TOPAKIN) = 0.500, eos 6, = 0.866, cos 0, = 0, y los cosenos directores 

S id de la línea central del brazo BC son: cos 8, = 0.707, cos 0, = 

y el par 0.619, cos 9, = —0.342. El soporte en A se comporta como un 
empotramiento. ¿Qué valor tienen las reacciones en 4? 


Mo = 2i + j ~ 2k (kN-m). 


(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la barra. 
(b) Determine las reacciones en A. 

Estrategia: Aisle la barra del soporte empotrado y muestre 
las cargas y las reacciones en el soporte. Use las ecuaciones 
(5.16)-(5.21) para determinar tas reacciones (recuerde que se 
pueden sumar los momentos respecto a cualquier punto). 


600 mm 


jo 
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5.73 La barra AB mostrada tiene un soporte de empotra- 
miento en A. La tensión en el cable BC es de 10 kN. 

(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la barra. 

(b) Determine las reacciones en A, 


P5.73 


5.74 Considere la barra del problema 5.73. La magnitud del 
par ejercido sobre la barra por el soporte empotrado es de 100 
kN-m. ¿Qué valor tiene la tensión en el cable? 


5.75 El pescante AB de la figura P5.75 está sometido a una 
fuerza F = —1000] (lb) en B y está sostenido por un soporte 
de bola y cuenca en Á y por los cables CD y CE. 

(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre del pescante. 

(b) Determine las tensiones en los cables y las reacciones en A. 


P5.75 


5.76 (Véase Fig. P5.75.) La fuerza F apunta hacia abajo (pa- 
ralela al eje y). Cada uno de los cables CD y CE resiste con 
seguridad una tensión de 5000 lb. Con base en este criterio, 
¿cuál es la magnitud máxima segura de F? 


5.77 El avión mostrado está en reposo sobre el piso (z = 0 
es el nivel del piso). Su tren de aterrizaje está apoyado en los 
puntos A, B y C. Las coordenadas del punto G donde actúa 
el peso de 350 klb del avión son (10, 1.5, —15) pies. ¿Qué valor 
tienen las reacciones normales ejercidas por el piso sobre el tren 
de aterrizaje del avión? 


P5.77 


5.78 Un ingeniero diseña un sistema de poleas para desplazar 
sus trenes modelo hacia arriba y hacia un lado cuando éstos 
no se encuentran en uso. ¿Qué valor tienen las tensiones en las 
tres cuerdas cuando el sistema está en equilibrio? 
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5.79 La barra en L de la figura P5.79 está soportada por un 
cojinete en A y descansa sobre una superficie horizontal en B. 
La fuerza vertical F = 800 Eb y la distancia $ = 1.5 pies. Deter- 
mine las reacciones en A y B. 


X 


P5.79 


5.80 Considere el sistema del problema 5.79. La fuerza verti- 
cal F = 800 Ib y la distancia b = 1.5 pies. Si las reacciones 
ejercidas en A y B se representan con una sola fuerza equivalen- 
te, ¿qué valor tiene la fuerza y en qué punto corta su línea de 
acción el eje central de la barra? 


5.61 Considere el sistema del problema 5.79. La fuerza verti- 
cal F = 800 lb. El cojinete en A soportará con seguridad una 
fuerza de 500 1b y un par de 1000 lb-pie. El soporte en B resistirá 
con seguridad una fuerza de 500 lb. Con base en esos criterios, 
¿cuál es el intervalo admisible para la distancia b? 


5.82 En la figura P5.82, la barra de 1.1 m de longitud está 
soportada en A por un soporte de bola y cuenca y las dos paredes 
son lisas. La tensión en el cable vertical CD es de 1 kN. 

(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la barra. 

(b) Determine las reacciones en A y B. 


P5.82 
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5.83 La barra de8 pies de longitud que se muestra está susten- 
tada por un soporte de bola y cuenca en A, por el cable 8D 
y por un soporte de rodillo en C. El punto E es el punto medio 
de la barra. La fuerza F = —SOKk (1b). Determine la tensión en 
el cable BD y las reacciones en 4 y C. 


P5.83 


5.84 Considere la barra de 8 pies del problema 5.83. La fuerza 
F = Fj- 50k {lb}. ¿Cuál es el valor máximo de +, para el cual 
el soporte de rodillo en C permanecerá en el suelo? 
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5.85 La torre tiene 70 m de altura. La tensión en cada cable 
es de 2 kN. Considere la base de la torre A como un soporte 
de empotramiento. ¿Qué valores tienen las reacciones en 4? 


re 


A 


A xa 
ra 
A, a ES 
+% SS 
A 


P5.85 


5.86 (Véase Fig. P5.85.) Si la tensión en el cable BC es de 
2 KN, ¿cuáles deben ser las tensiones en BD y BE para que el 
par generado sobre la torre por el empotramiento en A sea igual 
a cero? ¿Qué valor tienen las reacciones resultantes en 4? 


5.87 La puerta de 40 Ib está soportada por bisagras en A y 
B. El eje y es vertical. Las bisagras no generan pares sobre la 
puerta y la bisagra en B no genera una fuerza paralela al eje 
de la bisagra. El peso de la puerta actúa en su punto medio. 
¿Qué valor tienen las reacciones en A y B? 


P5.87 


5.88 Elc<able vertical que se muestra en la figura está conecta- 
do en 4. Determine la tensión en el cable y las reacciones en 
el cojinete B debido a la fuerza F = 101 — 30j — 10k (N). 


P5.88 


5.89 El dispositivo del problema 5.83 está mal diseñado por- 
que los pares que deben ser soportados por el cojinete en B oca- 
sionan que éste se “amarre”, (Imagine que trata de abrir una 
puerta soportada por una sola bisagra.) En el diseño mejorado 
que se muestra en seguida, los cojinetes en B y C no soportan 
pares y el cojinete en C no genera una fuerza en la dirección 
x. Si la fuerza F = 10i — 305 — 10k (N), ¿que valor tienen la 
tensión en el cable vertical y las reacciones en los cojinetes B y C? 


P5.89 
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5.90 Elcabie CD dela grúa dela figura está unido a un cuerpo 
en reposo en D. La grúa está soportada por los cojinetes E y 
F y el cable horizontal AB. La tensión en el cable AB es de 8 
kN. Determine la tensión en el cable CD. 

Estrategia. Como las reacciones ejercidas sobre la grúa por 
los cojinetes no generan momentos respecto al eje z, la suma 
de los momentos respecto a este eje debidos a las fuerzas ejerci- 
das sobre ta grúa por los cables AB y CD, es igual a cero (véase 
el comentario al final del Ej. 5.10). 


-r— 3 m -— jm——Á 


P5.90 


5.91 La grúa del problema 5.90 está soportada por el cable 
horizontal AB y los cojinetes en E y F. Los cojinetes no generan 
pares, y el cojinete en F'no genera fuerza alguna en la dirección 
z. La tensión en ei cable A B es de 8 kN. Determine las reacciones 
en E yF. 
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5.92 Elltanzador de cohetes está soportado por el gato hidráu- 


lico DE y los cojinetes A y B. Éstos están sobre el ejexysoportan 
árboles paralelos a él. El cilindro hidráulico DE ejerce una fuer- 
za sobre el lanzador que apunta a lo largo de la linea de Da 
E. Las coordenadas de D son (7, 0, 7) pies y las de E son (9, 
6, 4) pies. El peso W = 30 klb actúa en el punto (4.5, 5, 2) 
pies. ¿Qué valor tiene la reacción sobre el lanzador en E? 


P5.92 


5.93 Considere el lanzador de cohetes descrito en el problema 
5.92. Los cojinetes en A y B no generan pares, y el cojinete B 
no genera fuerza alguna en la dirección x. Determine las reaccio- 
nes en A y B. 


5.94 La placa de la figura está soportada por bisagras en A 
y B y por el cable CE; está cargada por una fuerza en D. Las 
bisagras no generan pares sobre la placa. ¿Qué valor tiene la 
tensión en el cable CE? 


6 pie 
20i - 60j lb 


B nn 


f 


Y ami 5 


P5.94 
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5.95 Considere la placa del problema 5.94, Las bisagras no 
generan pares sobre la placa, y la bisagra en B no genera una 
fuerza paralela al eje de la bisagra. Determine las magnitudes 
de las fuerzas ejercidas sobre la placa en A y B. 


5.96 La barra ABC de la figura está sustentada por soportes 
de bola y cuenca en A y € y por el cable BD; está cargada por 
el peso suspendido de 200 lb. ¿Qué valor tiene la tensión en el 
cable BD? 


(2,2,-1 pie * 


P5.96 


5.97 En la figura P5.97, los cojinetes en A, By Cno generan 
pares sobre la barra ni fuerzas en la dirección del eje de ésta. 
Determine las reacciones en los cojinetes debido a las dos fuer- 
zas que actúan sobre la barra. 


200 i (N) 


100 k (N) 


P5.97 


5.98 El soporte que conecta el mástil del bote de vela a la cu- 
bierta se comporta como un soporte de bola y cuenca. La cuerda 
que une la pértiga (la vela) a la parte superior del mástil ejerce 
una fuerza de 200 lb sobre éste. La fuerza está en un plano hori- 
zontal a 15° del eje central del bote (vista superior). La pértiga 
de la vela ejerce una fuerza de 50 lb sobre el mástil en P. Esta 
fuerza se ubica en un plano horizontal a 45% del eje del bote 
(vista superior). El mástil está soportado por los cables AB y 
ACD (los cables AE y AFG están flojos y sus tensiones se pue- 
den ignorar). Determine las tensiones en los cables AB y CD 
y las reacciones en la base del mástil, 


VISTA LATERAL [--— 21 pie 3 


< ISpie= 


VISTA POSTERIOR 


7 (Vela no mostrada) 


VISTA SUPERIOR 


P5.98 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


5.5 MIEMBROS SOMETIDOS A DOS Y TRES FUERZAS 255 


5.5 Miembros sometidos a dos 
y fres fuerzas 


Hemos visto cómo se usan las ecuaciones de equilibrio para analizar cuer- 
pos soportados y cargados de diferentes maneras. Aquí analizaremos dos 
casos particulares que ocurren con tanta frecuencia que es necesario fami- 
liarizarse con ellos. El primero es especialmente importante, y en el si- 
guiente capitulo tiene un papel central en el análisis de estructuras. 


Miembros de dos fuerzas 


Si el sistema de fuerzas y momentos que actúa sobre un cuerpo equivale 
a dos fuerzas actuando en puntos diferentes, el cuerpo es un miembro 
de dos fuerzas. Por ejemplo, el cuerpo de la figura 5,.35(a) está sometido 
a dos conjuntos de fuerzas concurrentes cuyas líneas de acción se interse- 
can en A y B., Como podemos representarlas con fuerzas únicas que actúan 
en 4 y B (Fig. 5.35b), donde F = F, + F, + > + FyyF =F/ + 
FS + +*: + Fy, este cuerpo es un miembro de dos fuerzas. 

Si el cuerpo está en equilibrio, ¿qué podemos inferir acerca de las fuerzas 
F y F? La suma de las fuerzas es igual a cero sólo si F” = —F (Fig. 5.35c). 
Además, las fuerzas F y —F forman un par, por lo que la suma de los 
momentos no es cero a menos que las lineas de acción de las fuerzas se 
encuentren a lo largo de la linea que pasa por los puntos A y B (Fig. 5.35d). 
Por tanto, la condición de equilibrio nos dice que las dos fuerzas son igua- 
les en magnitud y opuestas en dirección, y que tienen la misma linea de 
acción. No obstante, sin información adicional no podemos determinar 
su magnitud, 


Figura 5.35 
(a) Cuerpo sometido a dos conjuntos de 
fuerzas concurrentes. 

Fr (b) Representación de las fuerzas 


Æ concurrentes mediante dos fuerzas F y F', 

°. or dl {c} Si el cuerpo está en equilibrio, las 

> B fuerzas deben ser iguales y opuestas. 

x (d) Las fuerzas forman un par a menos 
i pY que tengan la misma linea de acción. 
5 > 
(b) 
-F 


(c) (d) 
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Figura 5.36 

(a) Cable sostenido en A y en B. 
(b) El cable es un miembro de dos 
fuerzas. 

(c) Fuerzas ejercidas por el cable. 


Figura 5.37 

(a) La barra AB conecta el cuerpo al 
soporte de pasador. 

(b) La barra AB es un miembro de dos 
fuerzas. 

(c) Fuerza ejercida sobre el cuerpo 
soportado por la barra AB. 


Un cable unido en dos puntos (Fig. 5,364) es un ejemplo común de un 
miembro de 2 fuerzas (Fig. 5.36b). El cable ejerce fuerzas sobre los puntos 
de conexión, las cuales están dirigidas a lo largo de la linea entre ellos 
(Fig. 5.36c). 


dy 
M 


(a) (b) (c) 


Una barra con dos soportes que ejercen sólo fuerzas sobre ella (ningún 
momento), y que no está sometida a ninguna carga intermedia, es un 
miembro de dos fuerzas (Fig. 5.37a). Tales barras suelen usarse como so- 
portes para otros cuerpos. Como la barra es un miembro de dos fuerzas, 
las líneas de acción de las fuerzas ejercidas sobre la barra deben coincidir 
con la línea entre los soportes (Fig. 5.37b). Note que, a diferencia de un 
cable, la barra puede ejercer fuerzas en A y B en las direcciones mostradas 
en la figura (c) o en las direcciones opuestas (o sea, el cable sólo puede ti- 
rar de sus soportes, mientras que la barra puede tirar de ellos o empujarlos). 


(a) (b) {c} 


Hemos supuesto que los pesos del cable y de la barra se pueden despre- 
ciar en comparación con las fuerzas ejercidas sobre ellos por sus soportes. 
Cuando no es éste el caso, entonces no son miembros de dos fuerzas, 


Miembros de tres fuerzas 


Si el sistema de fuerzas y momentos que actúan sobre un cuerpo equivale 
a tres fuerzas actuando en puntos diferentes, es un miembro de tres 
fuerzas. Podemos demostrar que si un miembro de tres fuerzas está en 
equilibrio, las fuerzas son coplanares y además paralelas o concurrentes. 
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Demostraremos primero que las fuerzas son coplanares. Sean ellas F,, 
E, y F,, y sea P el plano que contiene los tres puntos de aplicación (Fig. 
5.384). Sea £ la línea que pasa por los puntos de aplicación de F, y F,. 
Como los momentos debidos a F, y F, respecto a L son cero, el momento 
debido a F, respecto a L debe también ser cero (Fig. 5.38b): 


[e + ir x Fyle = [F > (e x rle = 0. 


Esta ecuación requiere que F, sea perpendicular a e x r, de modo que 
F, está contenida en P. Esto mismo muestra que F, y F, están contenidas 
en P, asi que las fuerzas son coplanares. (La demostración es diferente 
si los puntos de aplicación están sobre una linea recta, pero el resultado 
es el mismo.) 

Si las tres fuerzas coplanares no son paralelas, habrá puntos en que sus 
líneas de acción se corten. Supongamos que las líneas de acción de dos 
de las fuerzas se cortan en un punto P. Entonces los momentos de esas 
dos fuerzas respecto a P son cero y la suma de los momentos respecto 
a P es cero sólo si la línea de acción de la tercera fuerza también pasa 
por P. Por tanto, las fuerzas son paralelas o bien concurrentes. 


Figura 5.38 


a F, respecto a L. 


Advertir que un cuerpo en equilibrio es un miembro de dos o tres fuerzas 
brinda información sobre su diagrama de cuerpo libre, lo cual puede sim- 
plificar el análisis, como lo demostraremos en los ejemplos siguientes. 
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(b) Determinación del momento debido 
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La barra en L de la figura 5.39 tiene un soporte de pasador en 4 y una carga 


de 6 kN en B. El peso de la barra se puede despreciar. Determine el ángulo 
œ y las reacciones en A. 


Figura 5.39 6kN 


ESTRATEGIA 


La barra es un miembro de dos fuerzas, ya que está sometida sólo a la fuerza 
de 6 kN en B y ala fuerza ejercida por el soporte de pasador. (Si no se pudiese 
despreciar el peso de la barra, ésta no sería un miembro de dos fuerzas.) Deter- 
minaremos de dos maneras el ángulo e y las reacciones en A: primero aplicando 
las ecuaciones de equilibrio y luego aprovechando el hecho de que la barra es 
un miembro de dos fuerzas. 


SOLUCIÓN 


Aplicación de las ecuaciones de equilibrio Dibujamos el diagrama 
de cuerpo libre de la barra de la figura (a), mostrando las reacciones en el so- 
porte de pasador. Sumando momentos respecto al punto A, las ecuaciones de 
equilibrio son 


A 
- LF, = A, + 6cosa = 0, 
A F 
A, EF, = A, + 6sen a = 0, 
(a) Diagrama de cuerpo libre de la 
barra. EM punto a) = (6 sen aX(0.7) — (6 cos a)(0.4) = 0, 


De la tercera ecuación vemos que œ = arctan (0.4/0.7). En el intervalo 0 5 
q < 360°, esta ecuación tiene dos soluciones: œ = 29.7% y œ = 209.7°. Cono- 
cida œ, podemos determinar A, y A, de las dos primeras ecuaciones de equili- 
brio. Las soluciones para los dos valores de « son 


II 


œ = 29,7%, A, = —5.21 KN, A, = -2.98 KN, 


æ = 209.79, A, = 5.21 Kn, A, = 2.98 kN. 
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Consideración de la barra como miembro de dos fuerzas Sabemos 
que la fuerza de 6 kN en B y la fuerza ejercida por el soporte de pasador deben ser 
iguales en magnitud, opuestas en dirección, y dirigidas a lo largo de la línea que 
pasa por A y B. En las figuras (b) y (c) se muestran las dos posibilidades. Reco- 
nociendo entonces que la barra es un miembro de dos fuerzas, conocemos de in- 
mediato las posibles direcciones de las fuerzas y la magnitud de la reacción en A. 

En la figura (b) podemos ver que tan œ = 0.4/0.7, por lo que œ = 29,7? 
y las componentes de la reacción en A son 


A, = —6 cos 29.7" 


5.21 KN, 


A, = —6 sen 29,7” = —2,98 kN. 


En la figura (c), œ = 180% + 29,7% = 209,7", y las componentes de la reac- 
ción en A son 


A, = 6 cos 29,7% 


5.21 kN, 


[j 
Il 


A, = 6 sen 29.7° 


2.98 kN. 


xX 


(b), (c) Posibles direcciones de las fuerzas. 
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Ejemplo 5.12 


El peso de 100 Ib de la placa rectangular en la figura 5.40 actúa en su punto 
medio. Determine las reacciones ejercidas sobre la placa en B y en €. 


Figura 5.40 


ESTRATEGIA 


La placa está sometida a su peso y a las reacciones generadas por los soportes 
de pasador en B y en C, por lo que es un miembro de tres fuerzas. Además, 
la barra AB es un miembro de dos fuerzas, por lo que sabemos que la linea 
de acción de la reacción que genera sobre la placa en B está dirigida a lo largo de 
la línea de A a B. Podemos usar esta información para simplificar el diagrama 
de cuerpo libre de la placa. 


SOLUCIÓN 


La reacción generada sobre la placa por el miembro AB de dos fuerzas debe 
estar dirigida a lo largo de la línea de A a B, y la línea de acción del peso es 
vertical. Como las tres fuerzas que actúan sobre la placa deben ser paralelas 
O concurrentes, sus líneas de acción se deben cortar en el punto P mostrado 
en la figura (a). De las ecuaciones de equilibrio 


EF, 


B sen 45° — C sen 45° = 0, 


LF, 


y = B cos 45% + C cos 45% — 100 = 0, 


obtenemos las reacciones B = C = 70.7 lb, 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la placa. Las tres 
fuerzas deben ser concurrentes. 
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5.99 La barra horizontal mostrada tiene una masa de 10 kg. 
Su peso actúa en el punto medio, y está soportada por un sopor- 
te de rodillo en A y por el cable BC. Use el hecho de que la 
barra es un miembro de tres fuerzas para determinar el ángulo 
ax, la tensión en el cable BC y la magnitud de la reacción en A. 


P5.99 


5.100 La barra horizontal mostrada tiene un peso insignifi- 
cante. Use el hecho de que la barra es un miembro de tres fuerzas 
a fin de determinar el ángulo e necesario para el equilibrio. 


9m 


P5.100 


5.101 En la figura P5.101, el peso suspendido es de 1000 lb. 
Si se ignora su peso, la estructura es un miembro de tres fuerzas. 


Use este hecho para determinar las magnitudes de las reacciones 
en 4 y B, 


P5.101 


5.102 Enla figura P5.102, el peso W = 50 lb actúa en el cen- 
tro del disco. Use el hecho de que el disco es un miembro de 
tres fuerzas para determinar la tensión en el cable y la magnitud 
de la reacción en el soporte de pasador. 


P5.102 
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5.103 El peso W = 40 N actúa en el centro del disco mostra- 5.105 Enla figura P5.105, el peso suspendido es de 600 1b, Use 
do. Las superficies son rugosas. ¿Qué fuerza Fes necesaria para el hecho de que el elemento ABC es un miembro de tres fuerzas 
levantar el disco del suelo? para determinar las magnitudes de las reacciones en A y B. 


50 mm 


P5.105 


5.104 Use el hecho de que la barra horizontal mostrada es 
un miembro de tres fuerzas para determinar el ángulo a y las 
magnitudes de las reacciones en A y B. 


5.106 (a) ¿Esla barra en Ł mostrada un miembro de tres fuerzas? 
(b) Determine las magnitudes de las reacciones en A y B. 
(c) ¿Son concurrentes las tres fuerzas que actúan en la barra 
en L? 


-—— im 2m >| 


P5.104 


700 mm 


P5.106 
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5.107 Elcangilón de excavadora que se muestra está soporta- 5.108 Una placa rectangular está sometida a dos fuerzas, A 
do por el miembro 4 B de dos fuerzas y el soporte de pasadoren yB (Fig. a). En la figura (b), las dos fuerzas están separadas en 
C. Su peso es W = 1500 lb. ¿Qué valor tienen las reacciones sus componentes. Escribiendo las ecuaciones de equilibrio 
en €? en función de las componentes 4,, A,, B, y B,, demuestre que 
las fuerzas A y B son iguales en magnitud y opuestas en 
dirección, y están dirigidas a lo largo de la linea que pasa por 

14 sus puntos de aplicación. 


8 8 
"pulg + pulg > 


P5.107 


(b) P5.108 


5.109 Un cuerpo en equilibrio está sometido a tres fuerzas 
cuyos puntos de aplicación se encuentran sobre una línea recta. 
Demuestre que las fuerzas son coplanares. 


P5.109 
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Ejemplos con computador 


El siguiente ejemplo y los problemas están diseñados para resolverlos con ayuda 
de una calculadora o de un computador. 


Ejemplo 5.13 


La viga pesa 200 ib y la sujeta un soporte de pasador en A y el alambre BC. 
Éste se comporta como un resorte lineal con constante de resorte k = 60 1b/pie 
y no está estirado si la viga se encuentra en la posición mostrada. Determine 
las reacciones en A y la tensión en el alambre cuando la viga está en equilibrio. 


Figura 5.44 


ESTRATEGIA 


Cuando la viga está en equilibrio, la suma de los momentos respecto a A debidos 
al peso de la viga y a la fuerza ejercida por el alambre es igual a cero. Obtendre- 
mos una gráfica de ta suma de los momentos como función del ángulo de giro 
de la viga respecto a la horizontal, para determinar la posición de la viga cuando 
ésta se halla en equilibrio. Una vez conocida la posición, podemos determinar 
la tensión en el alambre y las reacciones en A. 


SOLUCIÓN 
(a) Giro de la viga a través de un Sea a el ángulo entre la horizontal y la línea central de la viga (Fig. a). Las 
ángulo œ. distancias b y h son 
b = 8(1 — cos œ), 
y 
A = 2 + 8 seng, 


y la longitud del aiambre estirado es 
L=ybP +k. 


La tensión en el alambre es 


T =k(L — 2). 


(b) Diagrama de cuerpo libre de la 
viga. 
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Dibujamos el diagrama de cuerpo libre de la viga de la figura (b). En función 
de las componentes de la fuerza ejercida por el alambre, 


Eje h 
de DT 


y la suma de los momentos respecto a A es 
EM, = (8 sen œ)T, + (8 cos YT, — (4 cos a) WF. 


Si escogemos un valor de œ, podemos calcular de manera sucesiva esas canti- 
dades. Calculando EM, como función de œ, obtenemos la gráfica mostrada 
en la figura 5.42. De la gráfica estimamos que EM, = 0 cuando œ = 12%, 
Examinando los resultados calculados cerca de 12°, 


a Ma, 1b-pie 
11.87” —1.2600 
11.88” —0,5925 
11.89? 0.0750 
11.907 0.7424 


11.91% 1.4099 


estimamos que la viga está en equilibrio cuando e; = 11.89”. El valor correspon- 
diente de la tensión en el alambre es T = 99.1 lb. 


Figura 5.42 
Suma de los momentos en función de œ. 


EM, lb-pie 


O, grados 


Para determinar las reacciones en 4, planteamos las ecuaciones de equilibrio 
EF, = A: +T,=0, 
EF, =A EL =W=0; 


y obtenemos A, = —4.7 lb y A, = 101.0 lb. 
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Problemas 


5.110 La placa rectangular mostrada se mantiene en equili- 
brio gracias a la fuerza horizontal F. El peso W actúa en el punto 
medio de la placa, y b/h = 4. Determine el ángulo œ bajo el 
cual la placa está en equilibrio para cinco valores de la razón 
F/W: 0, 0.5, 1.0, 1.5 y 2. (Suponga que 0 s a <= 90°.) 


P5.110 


5.111 Labarra AB mostrada tiene una longitud £ y un peso 
W que actúa en su punto medio. La tensión en la cuerda es T 
1,2 W. ¿Cuál es la longitud de la cuerda? 


PS.11] 


5.112 Considere el sistema mostrado en el problema 5.55. 
Las distancias son e = 2myb= 1 m. El par M = 1 kN-m y la 
fuerza F = 2 kN. La constante del resorte es k = 3 kN/m. 
El resorte no está estirado cuando A = 0. Determine la distancia 
h para que la barra horizontal esté en equilibrio, así como las 
reacciones en A. 


5.113 Considere el sistema mostrado en el problema 5.56. La 
barra tiene 1 m de longitud y su peso W = 35 N actúa en su 
punto medio. La distancia b = 0.75 m. La constante del resorte 
esk = 100 N/m, y el resorte no está estirado cuando la barra 
se halla en posición vertical. Determine el ángulo a y las reaccio- 
nes en Æ, 


5.114 Considere el sistema mostrado en el problema 5.126. 
El actuador hidráulico BC ejerce una fuerza en C que apunta 
a lo largo de la línea de Ba C. Considere el punto A como un 
soporte de pasador. La masa de la carga suspendida es de 4000 
kg. Si el actuador BC puede ejercer una fuerza máxima de 80 
kN, ¿cuál es el valor mínimo admisible de œ? 


5.115 La viga está en equilibrio en la posición mostrada. Ca- 
da resorte sin estirar tiene una longitud de 1 m. Determine la 
distancia $ y las reacciones en A. 


P5.115 
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RESUMEN DEL CAPÍTULO 267 


Cuando un cuerpo está en equilibrio, se cumplen las siguientes condiciones: 
1. La suma de las fuerzas es cero, 
EF =0. Ec. (5.1) 


2. La suma de los momentos respecto a cualquier punto es cero, 
EM cualquier punio) - 0. Ec, (5.2) 


Las fuerzas y los pares ejercidos sobre un cuerpo por sus soportes se 
llaman reacciones. Las otras fuerzas y pares que actúan sobre el cuerpo 
son las cargas. Los soportes comunes se representan por medio de modelos 
llamados convenciones de soporte. 


Aplicaciones bidimensionales 


Cuando las cargas y las reacciones sobre un cuerpo en equilibrio forman 
un sistema bidimensional de fuerzas y momentos, quedan relacionadas 
por tres ecuaciones escalares de equilibrio: 


EF, = 0, 
EF, = 0, Ees. (5.4)45.6) 


EM custquier punto) = 0. 


No más de tres ecuaciones independientes de equilibrio se pueden obtener 
de un diagrama de cuerpo libre bidimensional. 

En la tabla 5.1 se resumen las convenciones de soporte que suelen utili- 
zarse en aplicaciones bidimensionales. 


Aplicaciones tridimensionales 


Las cargas y las reacciones sobre un cuerpo en equilibrio satisfacen las 
seis ecuaciones escalares de equilibrio 


EF, = 0, EF, = 0, EF, = 0, 
Ecs. (5.16)-(5.21) 
EM, = 0, EM, = 0, EM, = 0. 


No más de seis ecuaciones independientes de equilibrio se pueden obtener 
de un diagrama de cuerpo libre dado. 

En la tabla 5.2 se resumen las convenciones de soportes que suelen utili- 
zarse en aplicaciones tridimensionales, 


Cuerpos estáticamente indeterminados 


Un cuerpo tiene soportes redundantes cuando cuenta con más soportes 
que el número mínimo necesario para mantenerse en equilibrio, y soportes 
impropios cuando sus soportes están impropiamente diseñados para man- 
tener el equilibrio bajo las cargas aplicadas. En ambas situaciones, el cuer- 
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po es estáticamente indeterminado. La diferencia entre el número de reac- 
ciones y el número de ecuaciones independientes de equilibrio se llama 
grado de redundancia. Aun si un cuerpo es estáticamente indeterminado 
debido a soportes redundantes, puede ser posible determinar algunas de 
las reacciones a partir de las ecuaciones de equilibrio. 


Miembros de dos y tres fuerzas 


Si el sistema de fuerzas y momentos que actúan sobre un cuerpo equivale 
a dos fuerzas actuando en puntos diferentes, el cuerpo es un miembro 
de dos fuerzas. Si el cuerpo está en equilibrio, las dos fuerzas son iguales 
en magnitud y opuestas en dirección, y están dirigidas a lo largo de la 
línea que pasa por sus puntos de aplicación. Si el sistema de fuerzas y 
momentos que actúa sobre un cuerpo equivale a tres fuerzas actuando 
en puntos diferentes, se trata de un miembro de tres fuerzas. Si el cuerpo 
se encuentra en equilibrio, las tres fuerzas son coplanares y paralelas o 
concurrentes. 


! < [Problemas de repaso | 


5.116 La masa del camión mostrado es de 4 Mg. Sus ruedas 5.118 EnlafiguraP5.118, suponga que la fuerza ejercida por 
están bloqueadas y la tensión en su cable es T = 10 kN. el martillo sobre la cabeza del clavo es vertical, eignore su peso. 


(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre del camión. 


(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre del martillo. 


(b) Determine las fuerzas normales ejercidas sobre las ruedas (b)SiF = 101b, ¿qué valor tienen la fuerza ejercida por el marti- 


del camión por el terreno. 


por el martillo sobre el piso? 


P5.116 


5.117 En el problema 5.116, ¿cuál es el mayor valor de la 
tensión T sin que se levanten las ruedas frontales? 
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Ilo sobre el clavo y las fuerzas normal y de fricción ejercidas 


P5.118 
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5.119 Los paleontólogos especulan que el estegosaurio podía 
apoyarse sobre sus patas traseras por cortos periodos de tiempo 
para alimentarse. Con base en el diagrama de cuerpo libre mos- 
trado y suponiendo rm = 2000 kg, determine las magnitudes 
de las fuerzas B y C ejercidas por el ligamento del 
músculo y por la columna vertebral; calcule 
también el ángulo e. 


P5.119 


5.120 (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la placa de 5.122 Considere la viga mostrada en el problema 5.121. Re- 

50 lb y explique por qué es estáticamente indeterminada. presente las cargas (la fuerza de 300 N y el par de 200 N-m} 

(b) Determine tantas reacciones en A y B como sea posible. con una sola fuerza equivalente y determine las reacciones en 
los soportes. 


5.123 La armadura mostrada soporta un cuerpo suspendido 
de 90 kg. ¿Qué valor tienen las reacciones en los soportes A y B? 


700 mm 


400 mm —./- 
} 


P5.120 


5.121 (a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la viga. 
fb} Determine las reacciones en los soportes. P5.123 


TC 
| lm la l m 1 m— 


P5.121 


300 N 
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5.124 El remolque está en una pendiente de 15°. Sus ruedas 
pueden girar. La conexión en A se comporta como un soporte 
de pasador. Determine las reacciones en A y H. 


5.125 Para determinar la posición del punto en que actúa el 
peso del automóvil mostrado (el centro de masa o centro de 
gravedad) un ingeniero monta el automóvil sobre básculas y 
mide las reacciones normales en las ruedas para dos valores de 
o, obteniendo los siguientes resultados: 


a Ay, KN B, KN 
10° 10.134 4.357 
20° 10.150 3.677 


¿Qué valor tienen las distancias b y A? 


P5.125 


Xx 


P5.124 


5.126 En la figura P5.126, el actuador hidráulico BC ejerce 
una fuerza en Cen la dirección de B a C. Trate el punto A como 
un soporte de pasador. El ángulo œ = 50%, La masa de la carga 
suspendida es de 4000 kg. Determine la fuerza ejercida en C 
y las reacciones en A. 


P5.126 
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5.127 La placa rectangular horizontal mostrada pesa 800 N 
y está suspendida de tres cables verticales. El peso de la placa 
actúa en su punto medio. ¿Qué valor tienen las tensiones en 
los cables? 


5.128 Considere la placa suspendida de 800 N del problema 
5.127. El peso de la placa actúa en su punto medio. Si las reac- 
ciones ejercidas sobre la placa por los tres cables se representan 
con una sola fuerza equivalente, ¿qué valor tiene la fuerza y 
en qué punto corta su línea de acción la placa? 


5.129 La barra de 80 lb está sostenida por un soporte de bola 
y cuenca en 4, por la pared lisa sobre la que se apoya y por 
el cable BC. El peso de la barra actúa en su punto medio. 
(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la barra. 

(b) Determine la tensión en el cable BC y las reacciones en 4. 


P5.129 
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5.130 La barra horizontal de peso W está sostenida por un 
soporte de rodillos en A y por el cable BC. Use el hecho de que 
la barra es un miembro de tres fuerzas para determinar el ángulo 
œ, la tensión en el cable y la magnitud de la reacción en A. 


A B a 
i wW 
| Ln L2 
P5.130 
5.131 El freno está unido al bastidor de la bicicleta por un 


pasador. Determine la fuerza ejercida por el cojinete del freno 
sobre el borde de la rueda en B, en función de ta tensión T en 
el cable, 


Cojinete | 
del freno" | 
Borde de — 

la rueda 


40 mm 


P5.131 


Proyecto 5.1 Encuentre cinco cuerpos en equilibrio cuyos so- 
portes puedan representarse con las convenciones indicadas de 
la tabla 5.1. Asegúrese de que haya al menos un ejemplo de 
soporte de pasador, de rodillo y de empotramiento. Dibuje un 
croquis de cada cuerpo y su diagrama de cuerpo libre. 


Proyecto 5.2 Encuentre cinco cuerpos en equilibrio cuyos so- 
portes puedan representarse con las convenciones de la tabla 
5.2. Asegúrese de que haya al menos un ejemplo de soporte de 
bola y cuenca y uno de articulación. Dibuje un croquis de cada 
cuerpo con sus soportes y su diagrama de cuerpo libre, 
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as grandes estructuras como edificios, puentes y 
E deben resistir enormes fuerzas y momen- 

tos debido a su peso y a las cargas externas a 
que están sometidas. Para soportar esas fuerzas y 
momentos, los ingenieros diseñan estructuras inie- 
riores, como la de acero que soporta la estatua de la 
libertad en Nueva York. Fue diseñada por Gustave 
Eiffel en 1879, y presagió la estructura de la to- 
rre Eiffel, construida entre 1887 y 1889, cuya solidez 
se refleja en sus descendientes modernos, como el 
Hancock Center (Cap. 1). En este capitulo usaremos 
los diagramas de cuerpo libre y las ecuaciones de equi- 
librio para determinar las reacciones de elementos indi- 
viduales de tales estructuras, paso esencial de su diseño. 
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Capitulo 6 


Estructuras en 
equilibrio 


E" ingeniería, el término estructura se puede referir a 
cualquier objeto que tiene la capacidad de soportar y 
ejercer cargas. En este capítulo consideraremos estruc- 
turas compuestas de partes interconectadas o miembros 
(o barras, o elementos). Para diseñar tal estructura, o 
para determinar si una ya construida es adecuada, se 
deben determinar las fuerzas y los pares que actúan so- 
bre ella en su totalidad así como en sus miembros indi- 


viduales. Demostraremos primero cómo se hace esto en 
las estructuras llamadas armaduras, las cuales están 
compuestas enteramente de miembros de dos fuerzas. 
Las estructuras de miembros de acero que soportan al- 
gunos puentes carreteros son armaduras. Luego consi- 
deraremos otras estructuras, llamadas bastidores si son 
estacionarias y soportan cargas, y máquinas si son dise- 
fiadas para tener movimiento y ejercer cargas. Por 
ejemplo, la estructura de miembros de acero que sopor- 
ta la Estatua de la Libertad a la entrada del puerto de 
Nueva York es un bastidor, mientras que un par de te- 
nazas es una máquina. El material que estudiaremos 
aquí servirá de base para aplicaciones estructurales más 
avanzadas. 


273 
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6.1 Armaduras 


Explicaremos la naturaleza de las armaduras, como las que soportan el 
techo de una casa (Fig. 6.1), empezando con ejemplos muy sencillos, 
Supongamos que conectamos con pasadores los extremos de tres barras 
para formar un triángulo. Si agregamos soportes como se muestra en la 
figura 6.2(a), obtenemos una estructura que soportará una carga F. Po- 
demos construir estructuras más elaboradas agregando más triángulos 
(Figs. 6.2b y c). Las barras son los miembros de esas estructuras, y los 
lugares en que las barras se unen entre sí (articulaciones) son las juntas 
o nudos de la armadura. Aunque estos ejemplos son muy sencillos, en la 
figura 6.2(c) podemos ver que la llamada armadura Warren ya se parece 
a las estructuras usadas para soportar puentes y techos de casas (Fig. 
6.3). Si estas estructuras están soportadas y cargadas en sus juntas y des- 
Figura 6.1 preciamos los pesos de las barras, cada una de éstas es un miembro de 
Una casa típica está soportada por dos fuerzas. Tales estructuras se denominan armaduras. f 

armadures asimadera: En la figura 6.4(a) dibujamos el diagrama de cuerpo libre de una ba- 
rra de armadura. Como es un miembro de dos fuerzas, las fuerzas en los 
extremos, que son las sumas de las fuerzas ejercidas sobre la barra en sus 
juntas, deben ser iguales en magnitud, opuestas en dirección y dirigidas 


(a) (b) 


Figura 6.2 


Estructura con barras articuladas 
formando triángulos. 


Armadura de puente Howe Armadura de puente Pratt 
c D — 
Armadura de techo Howe Armadura de techo Pratt 


Figura 6.3 

Ejemplos sencillos de estructuras de 
puentes y techos. (Las líneas representan 
barras y los círculos representan juntas.) 
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a lo largo de la línea entre las juntas. Llamamos Ta la fuerza axial en la 
barra. Cuando T es positiva en la dirección mostrada (es decir, cuando 
las fuerzas se alejan una de otra), la barra está trabajando a tensión. 
Cuando las fuerzas se acercan entre sí, la barra está a compresión. 

En la figura 6.4(b) “cortamos” la barra con un plano y dibujamos el 
diagrama de cuerpo libre de la parte situada a un lado del plano. El 
sistema de fuerzas y momentos internos ejercidos por la parte no inclui- 
da en el diagrama se representa con una fuerza F que actúa en el punto 
P donde el plano corta al eje de la barra, y un par M. La suma de los 
momentos respecto a P debe ser cero, de modo que M = 0. Así, tene- 
mos un miembro de dos fuerzas, lo cual significa que F debe ser igual en 
magnitud y opuesta en dirección a la fuerza T que actúa en la junta (Fig. 
6.40). La fuerza interna es una tensión o compresión igual a la ejercida 
en la junta. Observe el parecido con un cable, en el cual la fuerza interna 
es una tensión igual a la tensión aplicada en sus extremos. 

Muchas estructuras reales, incluidas las '“armaduras de techo” y las 
“armaduras de puente””, consisten en barras conectadas en los extremos, 
pero muy pocas de ellas tienen juntas articuladas con pasadores. Por 
ejemplo, si se observa la junta de una armadura de puente, se verá que 
las barras están atornilladas o remachadas, por lo que no pueden girar 
con libertad en la junta (Fig. 6.5). Es claro que tal junta puede ejercer 
pares sobre las barras. ¿Por qué se llaman armaduras tales estructuras? 

La razón es que están diseñadas para funcionar como armaduras: s0- 
portan cargas sometiendo sus miembros a cargas axiales. Por lo general 
se pueden representar como armaduras, o sea que sus juntas se repre- 
sentan como juntas articuladas bajo el supuesto de que los pares ejerci- 
dos por las juntas sobre las barras son pequeños en comparación con las 
fuerzas axiales. Cuando llamamos armaduras a tales estructuras, quere- 
mos decir que se pueden representar como armaduras, 

En las siguientes secciones describimos dos métodos para determinar 
las fuerzas axiales en las barras de armaduras. El método de las juntas 
es el preferido cuando se requiere determinar las fuerzas axiales en to- 
das las barras de una armadura. Cuando sólo se requiere determinar las 
fuerzas axiales en unas pocas barras, a menudo el método de las seccio- 
nes conduce a soluciones más rápidas que el método de las juntas. 
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(b) 


(c) 


Figura 6.4 


(a) Cada barra de una armadura es un 
miembro de dos fuerzas. 

(b) Obtención del diagrama de cuerpo 
libre de una parte de la barra. 

(c) La fuerza interna es igual y opuesta a 
la fuerza que actúa en la junta; el par 
interno es igual a cero. 


Figura 6.5 
Junta de la armadura de un puente. 
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6.2 Método de las juntas o nudos 


El método de las juntas implica dibujar diagramas de cuerpo libre de las 
Juntas de una armadura, una por una, y usar las ecuaciones de equilibrio 
para determinar las fuerzas axiales en las barras. Por lo general, antes 
debemos dibujar un diagrama de toda la armadura (es decir, tratar la 
armadura como un solo cuerpo) y calcular las reacciones en sus sopor- 
tes. Por ejemplo, la armadura Warren de la figura 6.6(a) tiene barras de 
2 m de longitud y soporta cargas en B y D. En la figura 6.6(b) dibuja- 
mos su diagrama de cuerpo libre. De las ecuaciones de equilibrio, 


EF, = A, + E — 400 — 800 = 0, 


E M guno a = — (19400) — (3X800) + (HE = 0, 


obtenemos las reacciones A, = 0, A, = 500 N y E = 700 N. 


Figura 6.6 

(a) Armadura Warren soportando dos 
cargas. 

(b) Diagrama de cuerpo libre de la 
armadura. 


El siguiente paso es elegir una junta y dibujar su diagrama de cuerpo 
libre. En la figura 6.7(a) aislamos la junta A cortando las barras 4B y 
AC. Los términos Tag y Tac son las fuerzas axiales en las barras AB y AC 
respectivamente. Aunque las direcciones de las flechas que represen- 
tan las fuerzas axiales desconocidas se pueden escoger arbitrariamente, 
observe que las hemos elegido de manera que una barra estará a tensión 
si obtenemos un valor positivo para la fuerza axial. Pensamos que esco- 
ger consistentemente las direcciones de esta manera ayudará a evitar 
CITores. 
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Las ecuaciones de equilibrio para la junta A son 


EF, == Tac + Tan cos 60% m 0, 


EF, = Tas sen 60° + 500 = 0, 
Resolviendo estas ecuaciones obtenemos las fuerzas axiales Tag = -577 


N y Tac = 289 N. La barra AB está a compresión y la barra AC a 
tensión (Fig. 6.7b). 

Para la junta de la figura 6.7(a) usamos una figura real a fin de visua- 
lizar mejor el diagrama de cuerpo libre, aunque es posible usar una figu- 
ra sencilla con sólo las fuerzas que actúan sobre la junta (Fig. 6.7c). 


400 N 800 N Figura 6.7 
B D (a) Obtención del diagrama de cuerpo 
libre de la junta A. 
(b) Fuerzas axiales en las barras AB y AC. 
(c) Diagramas de cuerpa libre de la junta A. 


(a) 


o 
— >> 
2 
b) 
Tas 
60° 
NX 
| Tac 
500 N (tc) 
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Luego obtenemos un diagrama de la junta B cortando las barras AB, 
BC y BD (Fig. 6.8a). De las ecuaciones de equilibrio para la junta B, 


EF, = Tap + Tae cos 60% + 577 cos 60° = 0, 


m 
“y 
tl 


„ = 7400 + 577 sen 60% — Toe sen 60° = 0, 


obtenemos Tac = 115 N y Tap = 346 N. La barra BC está a tensión y 
la barra BD a compresión (Fig. 6.8b). Si seguimos dibujando diagramas 
de cuerpo libre de las juntas, podemos determinar las fuerzas axiales en 
cada una de las barras. 


Figura 6.8 

(a) Obtención del diagrama de cuerpo 
libre de la junta B, 

(b) Fuerzas axiales en las barras 8BD y BC, 


400 N 800 N 
D 


346 N 346 N 


115 N 


En dos dimensiones sólo se puede obtener dos ecuaciones de equilibrio 
independientes de los diagramas de cuerpo libre de una junta. Al sumar 
los momentos respecto a un punto no se obtiene una ecuación más por- 
que las fuerzas son concurrentes. Por tanto, al aplicar el método de las 
juntas se debe escoger juntas sometidas a fuerzas conocidas y con no 
más de dos fuerzas desconocidas. En nuestro ejemplo analizamos prime- 
ro la junta A porque está sometida a la reacción conocida, ejercida por 
el apoyo, y a dos fuerzas desconocidas, Tan y Tac (Fig. 6.72). Pudimos 
luego analizar la junta B porque está sometida a dos fuerzas conocidas y 
a dos desconocidas, Tyc y Tap (Fig. 6.83). Si hubiésemos intentado ana- 
lizar primero la junta B, habriamos tenido tres fuerzas desconocidas. 
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Al determinar las fuerzas axiales en las barras de una armadura, el 


trabajo se simplifica si se está familiarizado con tres tipos de juntas. 


+ Juntas de armaduras con dos barras colineales y sin carga (Fig. 
6.9). La suma de las fuerzas debe ser cero, 7, = T,. Las fuerzas 
axiales son iguales, 


Juntas de armaduras con dos barras no colineales y sin carga (Fig. 
6.10). Como la suma de las fuerzas en x debe ser cera, 7} = 0. Por 
tanto, T, también debe ser cero. Las fuerzas axiales son cero. 


Juntas de armaduras con tres barras, dos de ellas colineales, y 
sin carga (Fig. 6.11). Como la suma de las fuerzas en la dirección 
x debe ser cero, T; = 0. La suma en la dirección y debe ser cero, 
por lo que T, = T. Las fuerzas axiales en las barras colineales son 
iguales y la fuerza axial en la tercera barra es cero. 


AS 
` 


O , 3: sie > T 
= má 
y B 
F 
T, 
íb) 


(a) 


En seguida usaremos el método de las juntas para determinar las fuerzas 
axiales en las barras de una armadura, Esto implica tres pasos: 


l. Determinar las reacciones en los soportes. Por lo general se requie- 
re dibujar el diagrama de cuerpo libre de toda la armadura y deter- 
minar las reacciones en sus soportes. 


. Identificar juntas especiales. Examine la armadura para ver si tiene 
alguno de los tipos de juntas analizadas en la lista anterior. Aunque 
no es esencial, este paso puede simplificar la solución. 


. Analizar las juntas. Dibuje diagramas de cuerpo libre de las juntas 
y aplique las ecuaciones de equilibrio para determinar las fuerzas 
axiales en las barras. Escoja juntas que contengan no más de dos 
Juerzas desconocidas. 
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PS 


Ñ = 
pr 
: 


(a) (b) 
Figura 6.9 


(a) Junta con dos barras colineales y sin 
carga. 
(b) Diagramas de cuerpo libre de la junta. 


Figura 6.10 

(a) Junta con dos barras no colineales y 
sin carga. 

(b) Diagrama de cuerpo libre de la junta. 


Figura 6.11 

(a) Junta con tres barras, dos de las 
cuales son colineales y sin carga. 

(b) Diagrama de cuerpo libre de la junta. 
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Ejemplo 6.1 


Determine las fuerzas axiales en las barras de la armadura de la figura 6.12. 


SOLUCIÓN 


Determinar reacciones en soportes Dibujamos el diagrama de cuerpo 
libre de toda la armadura (Fig. a). De ias ecuaciones de equilibrio 


EF,=A,+B=0, 


EF, +. A, pi = 0, 
PO 6.12 EE E 
obtenemos las reacciones A, = —3.33 klb, A, = 2 klb y B = 3,33 kib. 


identificar juntas especiales Como la junta C tiene tres barras, dos de 
ellas colineales, y no tiene carga, la fuerza axial en BC es igual a cero, Ty = 
O, y las fuerzas axiales en las barras colineales son iguales, Tac = Top 


Dibujar diagramas de las juntas Conocemos la reacción ejercida sobre 
la junta A por el soporte, y A está sometida a la acción de sólo dos fuerzas 
desconocidas: las fuerzas axiales en AB y AC. En (b) dibujamos su diagrama 
de cuerpo libre. El ángulo œ = arctan (5/3) = 59.0%. Las ecuaciones de equi- 
librio para A son s 


EF, = Tacsen a- 3,33 = 0, 


EF, = 2- Tag Taccosa= 0. 


Al resolver estas ecuaciones obtenemos Tyg = 0 y Tac = 3.89 klb. Como las 


(a) Diagrama de cuerpo libre de toda la fuerzas axiales en las barras AC y CD son iguales, Top = 3.89 klb. 


armadura. 


(b) Diagrama de cuerpo libre de la junta A. 


3.33klb 


3,33klb B 


(c) Diagrama de cuerpo libre de la junta B. z S 
3.33klb 8 Tap 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


6.2 MÉTODO DE LAS JUNTAS O NUDOS 281 


Dibujamos ahora el diagrama de cuerpo libre de la junta B de la figura (c). 
(Ya sabemos que las fuerzas axiales en las barras AB y BC son nulas.) De la 
ecuación de equilibrio 


EF, = Tap + 3.33 =0, 
obtenemos Fpp = —3.33 klb. El signo negativo indica que la barra BD está a 


compresión. 
Las fuerzas axiales en las barras son 


AB: cero, 
AC: 3.89 klb (T), 
BC: cero, 
BD: 3.33 klb (C), 
CD: 3.89 klb (T). 


Cada barra de la armadura de la figura 6.13 puede soportar con seguridad 
una fuerza de tensión de 10 kib y una fuerza de compresión de 2 klb. ¿Cuál 
es la máxima carga F dirigida hacia abajo que la armadura puede soportar 
con seguridad? 


ESTRATEGIA 


La armadura es idéntica a la analizada en el ejemplo 6.1. Aplicando de la 
misma manera el método de las juntas, las fuerzas axiales en las barras se 
pueden determinar en función de la carga F. El valor mínimo de F que genere 
una fuerza de tensión de 10 klb o una fuerza de compresión de 2 klb en cual- 
quier barra es el valor máximo de F que la armadura puede soportar. Figura 6.13 


SOLUCIÓN 


Utilizando el método de las juntas de la misma manera que en el ejemplo 6.1, 
obtenemos las fuerzas axiales 


AB: cero, 
AC: 1.94 F(T), 
BC: cero, 
BD: 1.67 F (C), 
CD: 1.94 F(T). 


Para una carga F dada, la fuerza máxima de tensión es de 1.94 F (en las 
barras AC y CD) y la máxima fuerza de compresión es de 1.67 F (en la barra 
BD). La fuerza máxima de tensión dentro de la seguridad se presentaría 
cuando 1.94 F =, 10 klb, o cuando F = 5.14 kib. La fuerza máxima de com- 
presión dentro de la seguridad se presentaria cuando 1.67 F = 2 klb, o sea 
cuando F = 1.20 klb. Por tanto, la carga F máxima que la armadura puede 
soportar con seguridad es de 1.20 klb. 
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| Ejemplo 6.3 | 


Aplicación a la ingenieria 


Diseño de un puente 


En la figura 6.14(1) se muestran las cargas que la estructura de un puente 
debe soportar, asi como los soportes de pasador en los cuales se va a apoyar. 
El encargado del prediseño propone la estructura mostrada en la figura 
6.14(2). ¿Qué valor tienen las fuerzas axiales en las barras? 


2b 


1 (2) 


Figura 6.14 SOLUCIÓN 


Las barras verticales AG, BH, CI, DJ y EK están sometidas a fuerzas a com- 
presión de magnitud F. En la figura (a) dibujamos el diagrama de cuerpo 


libre de la junta B. De las ecuaciones de equilibrio 
F 
| EF, = —T¿gcosa + Tgccos 15° = 0, 
-d The 
Lor EF, = —Tap sena + Tag sen 15° — F = 0, 
—_— AO — 
40° \ / B obtenemos Tag = —2.39 Fy œ = 38.8°. Por simetria, Tpg = Tag. Las fuerzas 
axiales en las barras se indican en la tabla 6.1. 
Tan 
(a) Diagrama de cuerpo libre de Tabla 6.1 Fuerzas axiales en las barras de la estructura del puente 


AG.BH,CTI,DJ,EK | F (0) 


2,39F (0) 
1.93F (0) 


CONSIDERACIONES DE DISEÑO 


Los puentes fueron una aplicación temprana de la ingeniería. Una necesidad 
práctica, el cruce de un río, tuvo una solución tecnológica. Aunque inicial- 
mente la solución fue tan primitiva como colocar un tronco de árbol entre las 
orillas, en el pasado remoto los ingenieros llegaron a construir puentes sor- 
prendentemente complejos. Los arqueólogos han identificado las cimentacio- 
nes de las siete pilas de un puente de 120 m (400 pies) de largo sobre el río 
Eufrates que existió en la Babilonia de Nabucodonosor II (605-562 A.C.) 
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La función de un puente es conceptualmente senciila. Personas y vehículos 
deben ser soportados en forma continua al pasar por él, La dificultad es que 
una viga simple que se extienda entre las orillas fallará si la distancia entre 
éstas, o el claro, es muy grande, Para satisfacer la necesidad de puentes más 
resistentes y con claros más largos, los ingenieros civiles crearon en la anti- 
güedad diseños ingeniosos y estéticos, y continúan haciéndolo así actualmente. 

La estructura propuesta en el ejemplo 6.3, el arco, es un viejo diseño. Ob- 
serve en la tabla 6.1 que todas las barras de la estructura están trabajando 
a compresión. Como la mampostería (piedra, ladrillo u hormigón) es débil a 
tensión pero muy fuerte a compresión, muchos puentes hechos con esos ma- 
teriales se diseñaron a base de arcos. Por lo mismo, los puentes modernos de 
concreto se diseñan con claros salvados por arcos (Fig. 6.15). 


Figura 6.15 

Este puente, en la autopista 1 de 
California, está soportado por un arco 
de acero y hormigón anclado en un risco. 


A diferencia de la mampostería, la madera y el acero pueden soportar gran- 
des fuerzas tanto a compresión como a tensión. Desde las armaduras de ma- 
dera diseñadas por el arquitecto Andrea Palladio (1518-1580), se han usado 
en muy diversas armaduras como soportes para puentes. En la figura 6.14(1) 
las fuerzas pueden ser soportadas por la armadura Pratt de la figura 6.16. 
Sus barras están sometidas a tensión y a compresión (Tabla 6.2). El puente 
Forth (Fig. 6.17) tiene una armadura como estructura de soporte, 


Figura 6.16 
Armadura Pratt soportando un puente. 


Figura 6.17 
El puente Forth (Escocia, 1890) es un 


ejemplo de un puente con armadura de 


f gran tamaño. Cada claro principal mide 
Tabla 6.2 Fuerzas axiales en las barras 520 m de longitud. 


de la armadura Pratt 
Barras Fuerza axial 


AB,BC,COD.DE SES o 
AG,El 2112F E) 


CG,CI 0O71F (T) 
GH,HI 2F (C) 
BG,DI F (T) 
CH 0 
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Las armaduras son muy pesadas para usarse como soporte de puentes muy 
grandes. (El Forth contiene 58 000 ton de acero.) Aprovechando la capacidad 
que tienen los cables relativamente ligeros de resistir grandes fuerzas de ten- 
sión, los ingenieros usan estructuras suspendidas para salvar grandes claros. 
El sistema de cinco fuerzas de nuestro ejemplo puede ser soportado por una 
Barras Fuerza axial simple estructura suspendida (Fig. 6.18). De hecho, el arco a compresión usa- 
do ya en el pasado se ha invertido. (Compare las figuras 6.14(1) y 6.18.) Las 
cargas están “suspendidas”? de las barras AB, BC, CD y DE. Cada elemento 
de esta estructura, excepto las forres AG y EK, trabaja a tensión (Tabla 6.3). 
Los puentes más grandes, como el Golden Gate (Fig. 6.19), consisten en cla- 
ros suspendidos de cables soportados por torres. 


Tabia 6.3 Fuerzas axiales en las barras 
de la estructura suspendida 


BH,CLDJ O, 


AB,DE 2,39F H 
BC,CD 1:93 Mm 


Figura 6.18 
Una estructura colgante soporta un 
puente. 


Figura 6.19 
El puente Golden Gate (California) tiene 
un claro central colgante de 1280 m (4200 
pies) de longitud. 

i ' 
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6.1 Se tiene el peso W = 600 lb. 

(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la junta A. 

(b) Use el diagrama de cuerpo libre obtenido en la parte (a) 
para determinar las fuerzas axiales en las barras AB y AC. 
Indique si se encuentran a tensión (T) o a compresión (C). 


6.2 Laarmadura mostrada soporta una carga de 10 kN en C. 
(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de toda la armadura y 
determine las reacciones en sus soportes. 

ib) Determine las fuerzas axiales en las barras. Indique si se 
encuentran a tensión (T) o a compresión (C). 


6.3 Considere la armadura del problema 6.2. Un ingeniero 
determina que las barras resistirán con seguridad fuerzas axia- 
les de 30 KN ya sea a tensión o a compresión. ¿Cuál es la má- 
xima carga vertical que la armadura resistirá con seguridad en C? 


6.2 MÉTODO DE LAS JUNTAS O NUDOS 285 


Problemas PEA 


6.4 Se tienen las cargas F, = 60 N y F, = 40 N. 

(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de toda la armadura 
mostrada y determine las reacciones en sus soportes. 

(b) Determine las fuerzas axiales en las barras. Indique si se 
encuentran a tensión (T) o a compresión (C). 


o 700 mm 
P6.4 


6.5 Considere la armadura del problema 6.4. Las cargas 
son: F, = 440 N y F, = 160 N. Determine las fuerzas axiales 
en las barras. Indique si se encuentran a tensión (T) o a com- 
presión (C). 


6.6 Se tiene la carga F = 600 lb. Determine las fuerzas axia- 
les en las barras mostradas. 


P6.6 


6.7 Considere la armadura del problema 6.6. Cada barra 
soporta con seguridad una fuerza a tensión de 2000 lb y una 
fuerza a compresión de 1000 lb. Con base en este criterio, de- 
termine la carga máxima vertical F que se puede aplicar con 


seguridad en C. 
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6.8 Setiene la carga F = 10 kN. Determine las fuerzas axia- 
les en las barras mostradas. 


B 
2 


P6.8 


6.9 Considere la armadura del problema 6.8. Cada barra 
resiste con seguridad una fuerza a tensión de 150 kN y una 
fuerza a compresión de 30 kN. ¿Qué valor tiene la carga má- 
xima vertical F que la armadura puede soportar con seguri- 
dad en D? 


6.10 Las armaduras de puente Howe y Pratt están someti- 
das a cargas idénticas, 

(a) ¿En qué armadura se presenta la mayor fuerza a tensión? 
¿En qué barra o barras se presenta y qué valor tiene? 

(b) ¿En qué armadura se presenta la mayor fuerza a compre- 
sión? ¿En qué barra o barras se presenta y qué valor tiene? 


P6.10 


6.11 Se tienen las cargas F, = F, = 10 klb. Determine las 
fuerzas axiales en las barras BD, BE y BG. 


RI 


P6.11 


6.12 Considere la armadura del problema 6.11. Se dan las 
cargas F, = 60 lb y E = 120 lb. Determine las fuerzas axiales 
en las barras AB, BC y BD. 


6.13 La armadura recibe cargas en C y £. Si F = 3 kN, 
¿cuáles son las fuerzas axiales en las barras BC y BE? 


P6.13 


6.14 Considere la armadura del problema 6.13. Cada barra 
resiste con seguridad una fuerza a tensión de 28 kN y una 
fuerza a compresión de 12 kN. Con base en este criterio, 
¿cuál es el máximo valor seguro (positiva) de F, 
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6.15 En la figura P6.15, la armadura conecta un extremo 
de una camilla a un helicóptero de salvamento. Si la camilla 
ejerce cargas verticales de 60 lb en 4 y B, ¿qué valor tienen 
las fuerzas axiales en las barras CF, DF y FG? 


ipie -— 1pie —=-— Ipie = 
F 


P6.15 


6.16 Considere la armadura del problema 6.15. Si la cami- 
la ejerce cargas verticales de 60 lb en A y B, ¿qué valor tienen 
las fuerzas axiales en las barras AC, CD y DG? 


6.17 Determine las fuerzas axiales en las barras en función 
del peso W de la figura. 


0.8 m —+] 


I 
[os m 0 m 


P6.17 
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6.13 Considere la armadura del problema 6.17. Cada barra 
resiste con seguridad una fuerza a tensión de 6 kN y una fuer- 


za a compresión de 2 kN. Con base en este criterio, determine 
el peso máximo W que la armadura soporta con seguridad. 


6.19 Se tienen las fuerzas F; = 600 lb y F, = 300 lb. Deter- 
mine las fuerzas axiales en las barras AE, BD y CD. 


P6.19 


6.20 Considere la armadura del problema 6.19. Las cargas 
son: F, = 450 lb y F, = 150 lb. Determine las fuerzas axiales 
en las barras AB, AC y BC. 


6.21 Cada barra de la armadura mostrada puede soportar 
con seguridad una fuerza a tensión de 4 kN y una fuerza a 
compresión de 1 kN. Determine la máxima masa 1 que puede 
ser suspendida. 


P6.21 
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6.22 La armadura Howe mostrada soporta un techo. Re- 
presente los soportes en A y G como soportes de rodillos. De- 
termine las fuerzas axiales en las barras AB, BC y CP. 


- ; r f 
j- 4pie =p— 4pie =j- Apie ==- 4pie =i- 4pie sle- 4pie= 
P6.22 


6.23 La armadura plana mostrada forma parte de los so- 
portes de una grúa sobre una plataforma petrolera lejos de la 
costa. La grúa ejerce fuerzas verticales de 75 kN sobre la ar- 
madura en B, C y D. El soporte en A se puede representar 
como un soporte de pasador y el soporte en E como un sopor- 
te de rodillos que puede generar una fuerza normal a la línea 
discontinua, pero que no puede generar una fuerza paralela a 
ella. El ángulo œ = 45, Determine las fuerzas axiales en las 
barras de la armadura. 


P6.23 


6.24 (a) Diseñe una armadura unida a los soportes A y B 
queresista las cargas aplicadas en los puntos C y D de la figura. 
(b) Determine las fuerzas axiales en las barras de la armadura 
diseñada en la parte (a). 
1000 1b 
C 


i e lb 
4pie D$ —— 
| 2 pie 


P6.24 


/ 
6.25 (a) Diseñe una armadura unida a los soportes 4 y B 
que resista las cargas aplicadas en los puntos C y D dela figura. 
(b) Determine las fuerzas axiales en las barras de la armadura 
diseñada en la parte (a). 


2kN 
P6.25 


6.26 Se requiere diseñar una armadura soportada en A y B 
(Fig. a) capaz de resistir una fuerza de 300 lb aplicada verti- 
caimente en C. Si se usa el diseño más sencillo (Fig. b), se 
obtiene una tensión de 500 Ib en la barra AC. Mejore este 
diseño con una armadura en la cual la máxima tensión sea 
menor que 500 lb. 


A La 
12pulg 
| G C 
EE E 
| 300 lb 300 lb 
——— léópulg — 
(a) ib) 

P6.26 
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6.27 Las barras mostradas tienen la misma longitud. El re- 
sorte está sin estirar cuando œ = 90°; la superficie horizontal 
es lisa. ¿Para qué valor de œ entre 0 y 90% permanecerá el 
sistema en equilibrio? 


P6.27 
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Los problemas 6.28 y 6.29 están relacionados con el 
ejemplo 6.3. 


5.28 Determine las fuerzas axiales en la armadura Pratt de 
la figura 6.16 y verifique los valores en la tabla 6.2. 


6.29 Determine las fuerzas axiales en la estructura del puen- 
te colgante de la figura 6.18, incluyendo las reacciones ejerci- 
das sobre las torres, y verifique los valores en la tabla 6.3. 


6.3 Método de las secciones 


Cuando sólo se requiere conocer las fuerzas axiales en ciertas barras de 
una armadura, es más rápido determinarlas con el método de las seccio- 
nes que con el de las juntas. Consideremos de nuevo la armadura Wa- 
rren que usamos para presentar el método de las juntas (Fig. 6.20a). La 
armadura está cargada en B y D, cada barra tiene 2 m de longitud, y 


queremos determinar la fuerza axial en la barra BC. 


Como en el método de las juntas, empezamos por dibujar el diagrama 
de cuerpo libre de la armadura entera y determinamos las reacciones en 
los soportes. Los resultados de este paso se muestran en la figura 


Figura 6.20 

(a) Armadura Warren soportando dos 
cargas. 

(b) Diagrama de cuerpo libre de ta 
armadura mostrando las reacciones en los 
soportes. 
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> T X 
Tac 
500 N 


Figura 6.21 


Obtención del diagrama de cuerpo libre 
de una sección de la armadura. 


6.20(b). El siguiente paso es cortar las barras AC, BC y BD para obtener 
un diagrama de cuerpo libre de una parte, o sección, de la armadura 
(Fig. 6.21). Sumando momentos respecto al punto B, las ecuaciones de 
equilibrio para la parte izquierda son 


TE = Tac + Tap F Tac COS 602 = D, 


EF, 


500 — 400 — Fe sen 60% = 0, 
EM ioun a) = Tac (2 sen 60%) — (500)(2 cos 60%) = 0. 


Al resolverlas obtenemos Tae = 289 N, Tsc = 115 N y Tap = —346 N. 

Se puede ver cuán similar es este método al método de las juntas. Am- 
bos implican cortar barras para obtener diagramas de cuerpo libre de las 
partes de una armadura. En ef método de las juntas se avanza de junta 
en junta, dibujando diagramas de cuerpo libre y determinando las fuer- 
zas axiales en las barras. En el método de las secciones se trata de obte- 
ner un solo diagrama de cuerpo libre que nos permita determinar las 
fuerzas axiales en ciertas barras especificas. En nuestro ejemplo obtuvi- 
mos un diagrama de cuerpo libre cortando tres barras, incluida aquella 
(barra BC) cuya fuerza axial queremos determinar. 

En contraste con los diagramas de cuerpo libre de juntas, las fuerzas 
sobre los diagramas de cuerpo libre usados en el método de las secciones 
no suelen ser concurrentes y (como en nuestro ejemplo) se pueden obte- 
ner tres ecuaciones de equilibrio independientes. Aunque hay excepcio- 
nes, por lo general se deben escoger secciones que corten no más de tres 
barras, porque de lo contrario se tendrán más fuerzas axiales desconoci- 
das que ecuaciones de equilibrio. 


En los siguientes ejemplos usaremos el método de las secciones para de- 
terminar las fuerzas axiales en barras particulares de armaduras. Esto 
implica dos pasos: 


1. Determinar las reacciones en los soportes. Por lo general, se requie- 
re dibujar el diagrama de cuerpo libre de la armadura entera y de- 
terminar las reacciones en sus soportes. (Este paso no es siempre 
necesario; véase el Ej. 6.4.) 


2. Escoger una sección. Se obtiene un diagrama de cuerpo libre de una 
parte de la armadura cortando barras, incluidas aquellas cuyas 
fuerzas axiales queremos determinar. Se requiere algo de astucia y 
a veces el procedimiento de ensayo y error para encontrar el diagra- 
ma de cuerpo libre que conduzca al resultado buscado. 
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La armadura de la figura 6.22 soporta una carga de 100 kN. Las barras hori- 
zontales tienen 1 m de longitud. Determine la fuerza axial en la barra CJ e 
indique si trabaja a tensión o a compresión. 


Figura 6.22 


100 kN 


ESTRATEGIA 


Necesitamos obtener una sección que incluya la barra Cf, Cortando las ba- 
rras CD, CJ e IJ obtendremos un diagrama de cuerpo libre con tres fuerzas 
axiales desconocidas. 


SOLUCIÓN 
A 
Elegir una sección En la figura (a) cortamos las barras CD, CJ e EJ y 
dibujamos el diagrama de cuerpo libre de la parte de la armadura a la dere- 
cha del corte. De la ecuación de equilibrio 
EF, = Tæ sen 45° — 100 = 0, 


obtenemos Te; = 141.4 KN. La fuerza axial en la barra CF es de 141.4 kN (D. 


(a) Obtención de la sección. 


COMENTARIO 


Observe que usando la sección a la derecha del corte, no tuvimos que deter- 
minar las reacciones en los soportes A y G. 
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Ejemplo 6.5 


Determine las fuerzas axiales en las barras DG y BE de esta armadura: 


Figura 6.23 


ESTRATEGIA 


No es obvia la sección apropiada, ni está claro de antemano que podamos 
determinar la información pedida co el método de las secciones. No pode- 
mos obtener una sección que corte las barras DG y BE sin cortar más de tres 
barras. Sin embargo, cortando las barras DG, BE, CD y BC se obtiene una 
sección con la que podemos determinar las fuerzas axiales en DG y BE, aun 
cuando el diagrama resultante sea estáticamente indeterminado. 


(a) Diagrama de cuerpo libre de toda la 
armadura. 


J 


SOLUCIÓN 


A Determinar las reacciones en los soportes En (a) dibujamos el dia- 
A grama de cuerpo libre de toda la estructura. De las ecuaciones de equilibrio, 


y 


DF,=A, +K-F-2F-F=0, 


EM uno a) = -FL — 2F (2L) — FGL) + K(4L) =0, 


obtenemos las reacciones A, = 0, A, = 2F y K = 2F. 
Elegir una sección En (b) obtenemos una sección cortando las barras 
DG, CD, BC y BE. Como las líneas de acción de Tpg, Tge y Tep pasan por el 


punto B, podemos determinar Tp sumando momentos respecto a B: 


Món = —2FL — Too L) = 0 


t ci 1 T La fuerza axial Tp = —F. Entonces, de la ecuación de equilibrio 
2F F en 

EF, = Too + Tag =0, 
(b) Sección de la armadura obtenida 


pasando planos por las barras DG, vemos que Taz = —Tpg = F. La barra DG está a compresión y la barra BE 
CD, BC y BE. está a tensión. 
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AA problemas A 


6.30 En el ejemplo 6.4, ¿qué valores tienen las fuerzas axia- 
jes en las barras CO e I? 


6.31 La armadura mostrada soporta cargas en A y H. 

(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la estructura entera 
y determine las reacciones en los soportes B y F. 

(b) Obtenga una sección cortando las barras CE, BE y BD y 
dibuje su diagrama de cuerpo libre. 

(c) Use la sección obtenida en la parte (b) para determinar las 
fuerzas axiales en las barras CE, BE y BD. 


= 400 mm -+ 400 mm > 400 mm +" 400 mm ~ 


P6.31 


6.32 Considere la armadura del problema 6.31. Use ei mé- 
todo de las secciones para determinar las fuerzas axiales en las 
barras EG, EF y DF. 


6.33 La armadura Howe soporta cargas en F y G. 

(a) Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la armadura entera 
y determine las reacciones en los soportes A y E. 

(b) Obtenga una sección cortando las barras CD, CH y GH y 
dibuje su diagrama de cuerpo libre. 

(c) Use la sección obtenida en la parte (b) para determinar la 
fuerza axial en la barra GH. 


20 pie 


P6.33 


E 20pie~}- -20pic=e— 20pìc == 20pic y 


6.34 Considere la armadura del problema 6.33. 

(a) Use el método de las juntas para determinar la fuerza 
axial en la barra BC. 

(b) Obtenga una sección cortando las barras BC, CF y FG y 
úsela para determinar la fuerza axial en la barra BC. 


6.35 La armadura de puente Pratt mostrada soporta cinco 


fuerzas (F = 75 klb}. L = 25 pies. Use el método de las sec- 
ciones para determinar la fuerza axial en la barra JK. 


L JE IRE 


P6.35 


6.36 Considere la armadura de puente del problema 6.35. 
La carga F = 40 klb y la longitud £ = 30 pies. Con el méto- 
do de las secciones determine la fuerza axial en la barra £K. 


6.37 La armadura Warren soporta un puente peatonal en- 
tre dos edificios que ejerce fuerzas verticales de 10 klb en B, 
D, Fy H. Los soportes en A y en 7 son soportes de rodillos. 
(a) Use el método de las juntas para determinar la fuerza 
axial en la barra BC. 

(b) Use el método de las secciones para determinar la fuerza 
axial en la barra BC. 


6.38 Considere la armadura descrita en el problema 6.37. 
Use el método de las secciones para determinar las fuerzas 
axiales en las barras CE, DE y DF. 
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6.39 La armadura Howe mostrada soporta un techo. Re- 
presente los soportes en A y G como soportes de rodillos. 

(a) Use el método de las juntas para determinar la fuerza axial 
en la barra Bf. 

(b) Use el método de las secciones para determinar la fuerza 
axial en la barra BF. 


L 2 m---=-2 m-=-=-2m alo 2m--- 2 m-.la 2m- 


P6.39 


6.40 Considere la armadura del problema 6.39. Use el mé- 
todo de las secciones para determinar la fuerza axial en EJ. 


6.441 Use el método de las secciones para determinar la fuer- 
za axial en la barra EF. 


10 klb 


10 klb 


P6.41 


6.42 Considere la armadura del problema 6.41. Use el mé- 
todo de las secciones para determinar la fuerza axial en la ba- 
rra FG. 


6.43 La carga F = 20 KN y la dimensión Ł = 2 m. Use el 
método de las secciones para determinar la fuerza axial en la 
barra HK. 

Estrategia: Obtenga una sección cortando las barras HK, 
HI, IJ y JM. Se pueden determinar las fuerzas axiales en las 
barras HK y JM, aunque el diagrama de cuerpo libre resul- 
tante es estáticamente indeterminado, 


Pó.43 


6.44 Considere la armadura del problema 6.43. La carga F 
= 50 KN y la longitud £ = 2 m. Use el método de las seccio- 
nes para determinar las fuerzas axiales en las barras DH y GJ. 
6.45 Considere la armadura del problema 6.21. La masa es 
m = 200 kg. Use el método de las secciones para determinar 
la fuerza axial en la barra CD. 


6.46 El peso del cangiión es W = 1000 lb. El cable pasa 
sobre poleas en A y D. 

(a) Determine las fuerzas axiales en las barras FG y HL 

(b) Dibujando diagramas de cuerpo libre de secciones, expli- 
que por qué las fuerzas axiales en las barras FG y HI son 
iguales. 


P6.d6 
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6.47 Considere la armadura del problema 6.46, El peso del 6.49 Considere la armadura del problema 6.48. Determine 
cangilón es W = 1000 lb. El cable pasa sobre poleas en 4 y las fuerzas axiales en las barras HJ y GI. 
D. Determine las fuerzas axiales en las barras IK y JL. 

6.50 Considere la armadura del problema 6.48. Dibujando 
6.48 La armadura mostrada soporta cargas en N, P y R, diagramas de cuerpo libre de secciones, explique por qué las 
Determine las fuerzas axiales en las barras JL y KM. fuerzas axiales en las barras DE, FG y HJ son nulas. 


P6.48 


6.4 Armaduras espaciales 


Podemos construir una estructura tridimensional sencilla conectando 
seis barras en sus extremos para obtener un tetraedro, como se muestra 
en la figura 6.24(a). 

Agregando barras podemos obtener estructuras más elaboradas (Figs. 
6.24b y c). Las estructuras tridimensionales como éstas se denominan 
armaduras espaciales si tienen juntas que no ejercen pares sobre las ba- 
rras (es decir, las juntas se comportan como soportes de bola y cuenca) 
y si están cargadas y soportadas sólo en sus juntas. Las armaduras espa- 
ciales se analizan con los mismos métodos descritos para las armaduras 
bidimensionales. La única diferencia es que se requiere tratar con rela- 
ciones geométricas más complicadas. 


Figura 6.24 


Armaduras espaciales con (a) 6, (b) 9 y 
(c) 12 barras. 


(a) (b) 
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En la armadura espacial de la figura 6.25(a) la carga F = —2i-— 6j — 
k (kN). Las juntas A, B y C descansan sobre un piso liso. A se apoya 
donde se unen las paredes lisas y C sobre una de las paredes. Podemos 
aplicar el método de las juntas a esta armadura. 


Figura 6.25 

(a) Armadura espacial que soporta una 
carga F, 

(b) Diagrama de cuerpo libre de la 
armadura completa. 

(c) Obtención del diagrama de cuerpo 
libre de la junta C. 


B (2, 0. 3) m 


(b) 


y 


V _ => 


B(2,0,3) m 


C2(4,0,0)m 


(a) 


Calculamos las reacciones ejercidas por los soportes (piso y paredes). 
Dibujamos el diagrama de la armadura entera (Fig. 6.25b). La esquina 
puede ejercer tres componentes de fuerza en A, el piso y la pared dos 
componentes en C, y el piso una fuerza normal en 8. Sumando momen- 
tos respecto a A, las ecuaciones de equilibrio son 


ZE =A 2=0 


EF,=4A,+B,+C,-6=0, 


F,=A,+€,=1=0, i 
EM punto ar =Tag X Byj+rac x (Cy 4 C¿K) +rap xF 
i j k i j ki 
S2 0 3+4 0o 0 
0 B, 0 de EE 
dk 
+| 2 3 1 
2 —6 -! 


Ii 


(3B, + 3)i + (4C)j 


+ (2B, +4C,—6)k=0. 


Resolviendo estas ecuaciones obtenemos las reacciones 4, = 2 kN, A, 
= 4 kN, 4, = 1 kN, B, = 1 kN, C, = 1kNyC, = 0. 


En este ejemplo, las fuerzas axiales en las barras AC, BC y CD se 
pueden determinar a partir del diagrama de cuerpo libre de la junta C 
(Fig. 6.25c). Para plantear las ecuaciones de equilibrio de la junta debe- 
mos expresar las tres fuerzas axiales en función de sus componentes. Co- 
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mo la barra AC se encuentra sobre el eje x, expresamos la fuerza reque- 
rida sobre la junta C con la fuerza axial 7 ¿¿ como vector —Tyci. Sea Fog 
el vector de posición de Ca B: 


Tez = Q- Mi + (0-0 + (3— O)k = —2i + 3k (m). 
Dividiendo este vector entre su magnitud obtenemos un vector unitario 


que apunta de Ca B, 


ecg = -CB = —0.555 i + 0.832k, 
Ircgl 


y expresamos la fuerza ejercida sobre la junta € por medio de la fuerza 
axial Ty. como el vector 


Tecetcr = Tgc(—0.555 i + 0.832 k). 


De la misma manera, expresamos la fuerza ejercida sobre la junta C 
mediante la fuerza axial Tep como el vector 


Tepí—0.5351 + 0.802] + 0.267 k). 
Haciendo igual a cero la suma de las fuerzas sobre la junta, 

—Taci + Teet-0.5551 + 0.832 k) + Tepí—0.5351 + 0.802 j 

+ 0.267 k) + (1)j =0, 

obtenemos las tres ecuaciones de equilibrio 

EF, = —Tac — 0.555Tgc — 0.535Tcp =0, 

ZF, =0.8027cp +1 =0, 

EF, = 0.832Tgc + 0.267Tcp =0. 
Resolviendo estas ecuaciones, las fuerzas axiales son Tac = 0.444 kN, 
Tsc = 0.401 kN y Top = —1.247 kN. Las barras AC y BC están a ten- 
sión y la barra CD a compresión. Dibujando los diagramas de cuerpo 
libre de las juntas restantes, podemos obtener las fuerzas axiales en to- 
das las barras. 

Como lo demuestra este ejemplo, se pueden obtener tres ecuaciones 

de equilibrio a partir del diagrama de cuerpo libre de una junta en tres 


dimensiones, por lo que deben elegirse juntas que estén sometidas a 
fuerzas conocidas con no más de tres fuerzas desconocidas. 
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Problemas 


6.51 En la figura P6.51, el peso suspendido W = 600 lb. 
Las barras AB y AC tienen juntas de bola y cuenca en cada 
extremo. Determine la tensión en el cable AD y las fuerzas 
axiales en las barras AByAC. 

Estrategia: Dibuje el diagrama de cuerpo libre de la junta A. 


y 


D (0,4, 0)pie 


A (3, 4. 4)pic 


(2 
Ar 


B (0, 0, 3)pie 5) C (4, 0, O)pie 


ea 


P6.51 


6.52 La armadura espacial mostrada soporta una carga ver- 
tical de 10 kN en D. Se muestran las reacciones en las juntas 
A, B y C. ¿Qué valor tienen las fuerzas axiales en las barras 
AD, BD y CD? 


e 


P6.52 


6.53 Considere la armadura espacial del problema 6.52. Las 
reacciones en las juntas 4, B y C se muestran en la figura. ¿Qué 
valor tienen las fuerzas axiales en las barras AB, AC y AD? 


6.54 Considere la armadura espacial del problema 6.52. 
Las reacciones en las juntas 4, B y C se muestran en la figu- 
ra. ¿Qué valor tienen las fuerzas axiales en las barras AB, BC 
y BD? 


6.55 La armadura espacial mostrada soporta una carga ver- 
tical F en 4. Cada barra tiene una longitud £, y la armadura 
tiene soportes de rodillo en B, € y D. ¿Qué valor tienen las 
fuerzas axiales en las barras? 


P6.55 


6.56 La armadura espacial mostrada tiene soportes de rodillo 
en B, C y D y sostiene una carga vertical en A de 800 lb. ¿Qué 
valor tienen las fuerzas axiales en las barras AB, ACy AD? 


y 
/ 
===>, Y (6, 0, 0) pie 
z 


P6.56 


6.57 Considere la armadura espacial del problema 6.56. 
¿Qué valor tienen las fuerzas axiales en las barras BC, BD y CD? 
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6.58 A la caja del espejo del telescopio la soporta una ar- 
madura espacial de seis barras. La masa de la caja es de 3 Mg 


f E 
y su peso actúa en G. La distancia del eje del telescopio a los Caja e cana 
puntos 4, B y Ces de } m, y a los puntos D, E y F es de 2,5 è W 

m. Si el eje del telescopio es vertical (œ = 90°}, ¿qué valor A 


tienen las fuerzas axiales en las barras de la armadura? 


6.59 Considere el telescopio del problema 6.583. Determine 
las fuerzas axiales en las barras cuando el ángulo « entre la A 
horizontal y el eje del telescopio es de 20°. 7 X7 


VISTA DE EXTREMO 


6.5 Bastidores y máquinas 


Muchas estructuras, como el bastidor de un automóvil y la estructura 
humana de huesos, tendones y músculos, no están compuestas entera- 
mente de miembros de dos fuerzas y no se pueden representar como ar- 
maduras (Fig. 6.26). En esta sección consideraremos estructuras de 
miembros interconectados que no satisfacen la definición de una arma- 
dura. Estas estructuras se denominan bastidores si están diseñadas para 
permanecer en reposo al soportar cargas, y máquinas si están diseñadas 
para moverse y aplicar cargas. 


P6.58 


Figura 6.26 

El bastidor de un 
automóvil (a) y el 
esqueleto de una 
persona (b) 

no son armaduras. 


Cuando se analizan armaduras cortando barras para obtener diagra- 
mas de cuerpo libre de juntas o secciones, las fuerzas internas que ac- 
túan en los “cortes”? son simples fuerzas axiales (véase la Fig. 6.4). Esto 
no es generalmente cierto para bastidores o máquinas, y se requiere un 
método diferente para su análisis. En vez de cortar barras, se aíslan de 
la estructura barras enteras o en algunos casos combinaciones de ele- 
mentos. (b) 


http://carlos2524 .jimdo.com/ 


300 CAPÍTULO 6 ESTRUCTURAS EN EQUILIBRIO 


| mo. Lmao] 


6KkN 


Figura 6.27 
Bastidor soportando dos cargas. 


--1 m—e--1] m-=-=-1 m 
6kN 
A B e 
(o o ED ——— 
rd y 
7 d Im 
Á — - 
r; y 8kN 
/ y | m 
E oy t 


Figura 6.28 


Obtención del diagrama de cuerpo libre 
del bastidor completo. 


Para analizar un bastidor o una máquina, se dibuja un diagrama de 
toda la estructura (tratándola como un solo cuerpo) y se determinan las 
reacciones en sus soportes. Á veces la estructura entera será estáticamen- 
te indeterminada, pero se debe determinar tantas reacciones como sea 
posible. Luego se dibujan diagramas de elementos individuales, o de 
grupos selectos, y se aplican las ecuaciones de equilibrio para determinar 
las fuerzas y los pares que actúan sobre ellos. Consideremos la estructu- 
ra en reposo de la figura 6.27. BE es un miembro de dos fuerzas, pero 
ABC, CD y DEG, no. Esto es un bastidor. Queremos determinar las 
fuerzas en sus elementos. 


Análisis de la estructura completa 


La figura 6.28 es el diagrama dé cuerpo libre del bastidor entero. Es 
estáticamente indeterminado: tiene cuatro reacciones desconocidas, A, 
Ap G, y G, y sólo podemos escribir tres ecuaciones independientes de 
equilibrio. Sin embargo, observe que las lineas de acción de tres de las 
reacciones se cortan en 4, Sumando momentos respecto a 4, 


EM unto ay = (26 + (108) — (3)(6) =0, 
obtenemos la reacción G, = 5 kN. Luego, de la ecuación de equilibrio, 
EF. =A¿+G,+8=0, 


obtenemos la reacción 4, = —13 kN. Aunque no podemos determinar 
A, o G, del diagrama de cuerpo libre de la estructura, podemos hacerlo 
analizando elementos individuales. 


Análisis de los elementos 


El siguiente paso es dibujar los diagramas de cuerpo libre de los elemen- 
tos. Para ello, consideramos la unión de un elemento con otro como si 
fuera un soporte. Visto de esta manera, cada elemento se puede conside- 
rar como un cuerpo soportado del tipo que vimos en el capítulo $. Ade- 
más, las fuerzas y los pares que los elementos ejercen entre sí son iguales 
en magnitud y opuestos en dirección. Una simple demostración ilustrará 
esto. Si usted sujeta sus manos como se muestra en la figura 6.29(a) y 
ejerce una fuerza sobre su mano izquierda, su mano izquierda ejerce una 
fuerza igual y opuesta sobre su mano derecha (Fig. 6.29b). Asj mismo, 
si usted ejerce un par sobre su mano izquierda, su mano izquierda ejerce 
un par igual y opuesto sobre su mano derecha. 


Figura 6.29 po aun 
Demostración de la tercera ley de Newton: à 


(a) Sujete sus manos y jale su mano 
izquierda. 

(b) Sus manos ejercen fuerzas iguales y 
opuestas. 


(a) (b) 
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La figura 6.30 muestra el bastidor “desarmado” junto con los diagra- 
mas de sus elementos. Observe que las fuerzas ejercidas entre sí por los 
elementos son iguales y opuestas. Por ejemplo, en el punto C del diagra- 
ma del elemento ABC, la fuerza ejercida por CD se denota con C, y C,. 
Podemos elegir arbitrariamente las direcciones de esas fuerzas descono- 
cidas, pero las fuerzas ejercidas por ABC sobre CD en C deben ser igua- 
les y opuestas, como en la figura. 

Antes de completar el análisis debemos estudiar dos aspectos impor- 
tantes de esos diagramas de cuerpo libre. 


T A, 
A 
B 
A, 
| q 

| G, 

E - 
| É g 
T 


Miembros de dos fuerzas En la figura 6.30, BE es un miembro de 
dos fuerzas, y hemos tomado esto en cuenta al dibujar su diagrama de cuer- 
po libre. Tes la fuerza axial en el elemento BE, y una fuerza igual y opuesta 
está actuando sobre ABC en B y sobre GED en E. 

Detectar los miembros de dos fuerzas en los bastidores y máquinas y 
dibujar sus diagramas como lo hemos hecho, reduce el número de incóg- 
nitas por determinar y simplifica mucho el análisis. Aquí, si no tratamos 
BE como un miembro de dos fuerzas, su diagrama tendrá cuatro fuer- 
zas desconocidas (Fig. 6.31a). Tratándolo como un miembro de dos 
fuerzas (Fig. 6.31b), reducimos a tres las fuerzas desconocidas. 


Cargas aplicadas en las juntas Cuando una carga se aplica en 
una junta surge esta pregunta: ¿dónde se coloca la carga cuando se di- 
bujan los diagramas de cuerpo libre de los elementos individuales? La 
respuesta es: sobre cualquiera de los elementos unidos en la junta. 
Aquí, la carga de 6 kN actúa en la junta donde se conectan los ele- 
mentos ABC y CD. Al dibujar los diagramas de cuerpo libre de los ele- 
mentos individuales (Fig. 6.30), supusimos que la carga de 6 kN actúa 
sobre ABC. Las componentes de fuerza C, y C, sobre el diagrama del 
elemento ABC son las fuerzas ejercidas por CD. En una vista lateral 
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Figura 6.30 


Obtención del diagrama de cuerpo libre 
de los miembros. 


Figura 6.31 


Diagrama de cuerpo libre del miembro AE: 
(a) Sin tratarlo como miembro de dos 
fuerzas. 

(b) Tratándolo como miembro de dos 
fuerzas. 
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(Fig. 6.32a), se ve que la carga de 6 kN se puede aplicar a cualquier 
elemento, o una parte puede actuar sobre un elemento y una parte sobre 
el otro. El punto importante es que podemos suponer que la carga actúa 
sobre cualquier elemento y las soluciones para las fuerzas ¿orales sobre 
los elementos serán las mismas. En vez de dibujar los diagramas ABC y 
CD en el punto C (Fig. 6.32b), podríamos dibujarlos con los 6 kN ac- 
tuando sobre CD (Fig. 6.32c) y las soluciones para las fuerzas totales en 
C serían las mismas: 

C= Cr, 


X 
C, =C,-6. 


Entonces, si en una junta actúa una carga, ésta se puede colocar sobre 
cualquiera de los elementos unidos en la junta cuando se dibujen los 
diagramas de cuerpo libre de los elementos individuales. Sólo asegúrese 
de no colocarla en más de un elemento. 


A esca 6kN 6kN 
(a) La carga de podría aplicarse Barra ABC 
de dos maneras. S los B to IE 
(b) Suponiendo que la carga de 6 kN actúa O ll 
sobre la barra ABC. 
(c) Suponiendo que la carga de 6 kN actúa Barra CD — 
Sot abarates IA TO e e 
VISTA FRONTAL VISTAS LATERALES 
(a) 
J6KkN 
G 
/ Cy 
Fi c, 
Barra ABC ` 


C, c 
Barra CD E | | C 
(b) 


C 

/ C 
ri , 
C; 


Barra ABC. 
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Para detectar errores en los diagramas de cuerpo libre de los elemen- 
tos, éstos se deben ““reensamblar”” (Fig. 6.33a). Las fuerzas en las cone- 
xiones entre los elementos se cancelan (son fuerzas internas una vez que 
los elementos están reensamblados) y se debe recuperar el diagrama de 
cuerpo libre de la estructura completa (Fig. 6.33b). 


El paso final es aplicar las ecuaciones de equilibrio a los diagramas de 
cuerpo libre de los elementos (Fig. 6.34). En dos dimensiones, podemos 
obtener tres ecuaciones de equilibrio independientes del diagrama de 
cuerpo libre de cada elemento de una estructura que no tratemos como 
un miembro de dos fuerzas. (Al suponer que las fuerzas sobre un miem- 
bro de dos fuerzas son fuerzas axiales iguales y opuestas, ya hemos usa- 
do para ese elemento las tres ecuaciones de equilibrio). En este ejemplo 
(Fig. 6.30), hay tres elementos además del miembro de dos fuerzas, por 
lo que se tienen (3)(3) = 9 ecuaciones de equilibrio individuales y 9 fuer- 
zas desconocidas: Ay, Ap Co Cy Dya Dp Gya Gy y T. 
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(a) “Reensamblaje*” de los diagramas de 
cuerpo libre de las barras individuales. 
(b) Se ha recuperado el diagrama de 
cuerpo libre del bastidor completo. 
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Figura 6.34 
Diagramas de cuerpo libre de las barras. 


=] me | m-. 


(b) 


(c) 


Recordemos que obtuvimos los valores A, = -13 kN y G, = 5kNa 
partir del análisis de la estructura completa. Las ecuaciones de equilibrio 
obtenidas del diagrama de cuerpo libre de la estructura no son inde- 
pendientes de las ecuaciones de equilibrio obtenidas de los diagramas de 
cuerpo libre de los elementos, pero al usarlas para determinar A, y G, 
ahorramos tiempo en la solución de las ecuaciones de los elementos. 
Consideremos el diagrama de cuerpo libre del elemento ABC (Fig. 
6.34a). Como ya conocemos A,, podemos determinar C, de la ecuación 


EF, = Ay + C = 0, 


y obtenemos C, = —A, = 13 kN. Consideremos ahora el diagrama de 
cuerpo libre de GED (Fig. 6.34b). Podemos determinar D, de la ecuación 


EF =G D =0, 
y obtenemos D, = —G, = —5 kN. Consideremos ahora el diagrama de 
cuerpo libre del miembro CD (Fig. 6.34c). Como ya conocemos Cy, po- 
demos determinar C, sumando momentos respecto a D: 

EM quo) = 2C,- (E, — (1168) = 0. 
Obtenemos C, = 18 kN. Entonces, de la ecuación 

EF, -=D = 0, 


encontramos que D, = —C, = —18 kN. Ahora podemos regresar a los 
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diagramas de cuerpo libre de los elementos ABC y GED para determinar 
A, y G, Sumando momentos respecto al punto B del elemento ABC, 


EM punio sy DA, F C, = (26) = 0, 


obtenemos A, = 2C, — 12 = 24 kN. Luego, sumando momentos respec- 
to al punto Æ del elemento GED, 


EM punto E) = (DO, — (DG, = 0, 


obtenemos G, = D, = —18 KN. Por último, en el diagrama de cuerpo 
libre del elemento GED usamos la ecuación de equilibrio 


EF, =D,+ G,+ T=0, 


que nos da el resultado T = —D,— G, = 36 KN. Las fuerzas sobre los 
elementos se muestran en la figura 6.35. A menudo se pueden identificar 
errores al presentar las fuerzas de esta manera, y confirmar así que cada 
elemento está en equilibrio. 

Como lo demuestra este ejemplo, la determinación de las fuerzas en los 
elementos se puede simplificar si se escoge con cuidado el orden en que 
se resuelven las ecuaciones de equilibrio. 


En los siguientes ejemplos determinamos las fuerzas y los pares sobre los 
elementos de un bastidor y una máquina. Se requieren dos pasos: 


1. Determinar las reacciones en los soportes. Dibuje el diagrama de 
cuerpo libre de la estructura completa y determine las reacciones en 
los soportes. Este paso puede simplificar en forma considerable el 
análisis de los elementos. Si el diagrama de cuerpo libre es estática- 
mente indeterminado, determine tantas reacciones como sea posible. 


2, Analizar los elementos. Dibuje los diagramas de cuerpo libre de los 
elementos y aplique las ecuaciones de equilibrio para determinar 
las fuerzas que actúan sobre ellos. Este paso se puede simplificar 
identificando los miembros de dos fuerzas. Si una carga actúa so- 
bre una junta de la estructura, se puede colocar la carga en el dia- 
grama de cuerpo libre de cualquier elemento unido a esa junta. 
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pa 


I8KkKN  18kN 


Figura 6.35 
Fuerzas sobre los elementos del bastidor. 
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4 Ejemplo 6.6 


El bastidor de la figura 6.36 está sometido a un par de 200 N-m. Determine 
las fuerzas y los pares sobre sus elementos. 


Figura 6.36 


SOLUCIÓN 
Determinar las reacciones en los soportes En la figura (a) dibuja- 


mos el diagrama de cuerpo libre de todo el bastidor, El término M4 es el par 
ejercido por el empotramiento. De las ecuaciones de equilibrio 
EF, = A, = 0, 
EF, =A,+ C=0, 
EM uno a) = Ma 7 200 + (1)C = 0, 


obtenemos la reacción A, = 0. De este diagrama de cuerpo libre no podemos 


(a) Diagrama de cuerpo libre del bastidor determinar A,, M4 o C. 


completo. 


Analizar los elementos En la figura (b) ““desarmamos”* el bastidor para 
obtener los diagramas de cuerpo libre de los elementos. Las ecuaciones de 


(b) Obtención de los diagramas de cuerpo libre de las barras. 
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equilibrio para el elemento 8C son 
EFR =-B M 


EF, = -B,+ C = 0, 


EM punto B 7 —200 + (0.49C = 0, 


Resolviendo estas ecuaciones obtenemos, B, = 0, B, = 500 N y C = 500 N. 
Las ecuaciones de equilibrio para el elemento AB son 


EF, = A, + B,=0, 
EF, = A, + B, = 0, 
EM punto 4) = Ma + (0.6)B, = 0, 


Como ya conocemos Ap, B, y B,, podemos despejar A, y a M4 de estas ecua- 
ciones. Los resultados son A, = —500 N y M4 = —300 N-m. Esto completa 
la solución (Fig. c). 


300 N-m ( A 500 N B 
B 500 N 200 N-m 


500 N 


500 N 


(c) Fuerzas y pares sobre las barras. 


COMENTARIOS 


Pudimos resolver las ecuaciones de equilibrio para el elemento BC sin tener 
que considerar el diagrama de cuerpc libre del elemento AB. Resolvimos asi 
las ecuaciones de equilibrio para el elemento 4B. Analizando primero los ele- 
mentos con menos incógnitas, suele ser posible resolverlos en forma secuen- 
cial, aunque en algunos casos se tendrán que resolver simultáneamente las 
ecuaciones de equilibrio de los elementos. 

Aunque no pudimos determinar las reacciones A,, 4,, M4 y C con las tres 
ecuaciones de equilibrio obtenidas del diagrama de cuerpo libre del bastidor 
completo, pudimos determinarlas con los diagramas de cuerpo libre de los 
elementos individuales. Dibujando diagramas de cuerpo libre de los elemen- 
tos ganamos tres ecuaciones, ya que obtuvimos tres ecuaciones de equilibrio 
de cada elemento, pero sólo dos nuevas incógnitas, B, y B,. 
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Ejemplo 6.7 


El bastidor de la figura 6.37 soporta un peso suspendido W = 40 ib. Deter- 
mine las fuerzas en los elementos ABCD y CEG. 


Figura 6.37 


SOLUCIÓN 
Determinar las reacciones en los soportes En la figura (a) dibuja- 


mos el diagrama de cuerpo libre de todo el bastidor. De las ecuaciones de 
equilibrio 
EF, =A,—D=0, 
EF, =A,-40=0, 
EM punto a) = (18) D — (19)(40) = 0, 


obtenemos las reacciones A, = 42.2 lb, A, = 40 lb y D = 42.2 lb. 


(a) Diagrama de cuerpo libre del bastidor 


completo. 
C 


18 pulg 
| 


Analizar los elementos En !a figura (b) obtenemos los diagramas de 
cuerpo libre de los elementos. Observe que BE es un miembro de dos fuerzas. 
El ángulo œ = arctan (6/8) = 36.9. 
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8 pulg daa (b) Obtención de los diagramas de cuerpo 
c, C E Gl G, libre de las barras. 


El diagrama de cuerpo libre de la polea tiene sólo dos fuerzas desconoci- 
das. De las ecuaciones de equilibrio 


EF, = G,- 4 = 0, 


0, 


EF, = G,- 40 


obtenemos G, = 40 lb y G, = 40 Ib. Hay ahora sólo tres fuerzas desconoci- 
das en el diagrama de cuerpo libre del elemento CEG. De las ecuaciones de 
equilibrio 
EF, = CC, — R cos o — 40 = 0, 
EF, = —C, - R sen & — 40 = 0, 
EM punto y) = SR sen œ — {16)40 = 0, 


obtenemos C, = 66.7 lb, C, = 40 lb y R = —133.3 lb, lo que completa la 
solución (Fig. c). 


D 221 (c) Fuerzas sobre las barras ABCD y CEG. 
40 1b 
66.7 lb 
40 1b 1333lb 66.7 Ib € E G 
36.9" 36.9 30 lb 


ww > 13331  haom 
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Ejemplo 6.8 


Determine las fuerzas en los elementos del bastidor de la figura (6.38). 


Figura 6.38 120 N 
300 mm 
| 300 N 
| D 

300 mm 

mad , l p ' 
400 mm —+ 400 mm —--. 

ESTRATEGIA 


Se verifica que no se puede obtener ninguna información del diagrama de 
cuerpo libre de todo el bastidor. Para analizar los elementos, debemos en- 
frentarnos a una situación interesante que se presenta en la junta D, donde 
actúa una carga y están conectados tres elementos. Obtendremos los diagra- 
mas de cuerpo libre de los elementos aislando el elemento AD y separando 
los elementos BDy CD. 


SOLUCIÓN 


Analizar los elementos Primero aislamos el elemento AD del resto de la 
estructura introduciendo las reacciones D, y D, (Fig. a). Luego separamos los 
elementos BD y CD introduciendo fuerzas iguales y opuestas E, y E, (Fig. b). 
En este paso podríamos haber colocado la carga de 300 N y las fuerzas D, y 
D, en cualquiera de los diagramas de cuerpo libre. 


120 N 
A 


(a) Barra 4D aislada. 


Sólo tres fuerzas desconocidas actúan sobre el elemento AD. De las ecuacio- 
nes de equilibrio 


EF, = 4 +D,=0, 


Lg] 
"Y 
ll 


y = D,- 120 = 0, 


EMowopm = 0.A + (0.4120) = 0, 
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obtenemos A = 160 N, D, =—160 N y D, = 120 N. Ahora consideremos el B, 180 N Diaz 
diagrama de cuerpo libre del elemento BD. De la ecuación 


EM punto p = —(0.8)B, + (0.4)(180) = 0, 
obtenemos B, = 90 N. Ahora, mediante la ecuación 
EF, = B,- D, + E, — 180 = 90- 120 + £E,- 180 =0, 


obtenemos E, = 210 N. Conocida E,, hay sólo tres fuerzas como incógnitas 
en el diagrama de cuerpo libre del elemento CD, De las ecuaciones de equilibrio 


EF, = C,-E,=0, 


EF, = C, - E,- 240 = C,- 210-240 = 0, 
EM punto y = (0.3)E, — (0.8)E, — (0.4)(240) 


= (0.3)E, — (0.8210) — (0.41(240) = 0, 


obtenemos C, = 880 N, C, = 450 N y E, = 880 N. Por último, volvemos al 
diagrama de cuerpo libre del elemento BD y usamos la ecuación ha Amare de mía m 


EF, = B, + E,-— D,— 300 = B, + 880 + 160- 300 = 0 
(b) Las barras BD y CD separadas. 


para obtener B, = —740 N, lo que completa la solución (Fig. c). 


D 160 N 


tc) Valores de las fuerzas en las barras. 
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Ejemplo 6.9 


La camioneta de la figura 6.39 está estacionada en una pendiente de 10°. Sus 
frenos impiden que las ruedas en B giren, pero las ruedas en C y en A del re- 
molque pueden girar libremente. La conexión en D se comporta como soporte 
de pasador. Determine las fuerzas ejercidas sobre la camioneta en B, C y D. 


Figura 6.39 pie -e 
AX apie | 
E 1 i x 
ES 
3 
SL 


ESTRATEGIA 


Podemos tratar este ejemplo como una estructura cuyos “elementos”? son la 
camioneta y el remolque. Debemos aislarlos y dibujar sus diagramas de cuer- 
po libre para determinar las fuerzas que actúan sobre la camioneta. 


SOLUCIÓN 
Determinar las reacciones en los soportes Aquí las reacciones son 
las fuerzas ejercidas por el suelo sobre la camioneta y el remolque. En (a) 
dibujamos el diagrama de ambos enganchados. Como las ruedas en B están 
bloqueadas, el suelo ejerce una fuerza normal y una de fricción, pero en A y 
en C sólo hay fuerzas normales. Las ecuaciones de equilibrio son 

EF, = B,- 3 sen 10° — 14 sen 10° = 0, 


EF 


y = A + B, + C- 8c0s 10% — 14 cos 10° = 0, 


EM punto 4) = (198, + (25)C + (6168 sen 10°) 
—(41(8 cos 10%) + (33014 sen 10°) 
—(221(14 cos 10%) = 0. 


De la primera ecuación obtenemos la reacción B, = 3.82 klb, pero no pode- 
mos resolver las otras dos para encontrar las tres reacciones A, B, y C. 


Analizar los elementos En (b) y (c) dibujamos los diagramas de cuerpo 
libre del remolque y de la camioneta, mostrando las fuerzas D, y D, ejercidas 
en la conexión del enganche. Sólo tres fuerzas desconocidas aparecen en el 
diagrama del remolque. De las ecuaciones de equilibrio del remolque, 
EF, = D,- 3 sen 10° = 0, 
EF, = A + D,- 8c0s 10" = 0, 
EM punto p = (0.5168 sen 10%) + (12)(8 cos 10%) — (16)4 = 0, 


obtenemos A = 3.95 klb, D, = 1.39 klb y D, = 1.93 klb. (Observe que 
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ta) Diagrama de cuerpo libre combinado 
= siena | del camión y el remolque. 


(b), (c) Diagramas de cuerpo libre 
individuales. 


y RA 
1 (b) (c) 


sumando momentos respecto a D obtenemos una ecuación que contiene sólo 
una fuerza desconocida.) 


Las ecuaciones de equilibrio para la camioneta son 


EF, = B, — D, — 14senl0” =0, 
EF, = B,+€ - D, ~ Mcos10” =0, 


EM pumo y = (11)C + (5.570, — (JD, + GH l4senl10°) 
—(8)(14 cos 10°) = 0, 


Sustituyendo los valores ya conocidos de D, y D, podemos resolver estas 
ecuaciones y obtener B, = 3.82 klb, B, = 6.69 klb y C = 9,02 klb. 


COMENTARIO 


No pudimos resolver dos de las ecuaciones de equilibrio para la camioneta y 
el remolque enganchados. Cuando eso sucede, se pueden usar las ecuaciones 
de equilibrio de toda la estructura para verificar los resultados: 


EF, = B,—8sent0” — l4senlO? 
= 3.82 — Bsen10” — J4senl0” = 0, 


EF, = A+ B,+C-8co3 10" — l4cos 10° 
= 5.05+6,69 + 9.02 — 8cos 10 — l4cos 10° = Ô, 


E M puno 4) = (HB, + aye JE (6)(8 sen 10°) 
—(41(8 cos 10°) + (39014 sen10) — (22) 14 cos 10°) 


= (14)(6.69) + (25)(9.02) + (6)(8 sen 10°) 


—(4K8 cos 10% + (3)(14 senl0°) 
(22014 cos 10% = Q. 
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Ejemplo 6.10 


¿Qué fuerzas se ejercen sobre el perno en E de la figura 6.40 como resultado 
de las fuerzas de 150 N sobre las tenazas? 


Figura 6.40 150 N 


ESTRATEGIA 


Un par de tenazas es un ejemplo de una máquina simple, es decir, una estruc- 
tura diseñada para moverse y ejercer fuerzas. Las interconexiones de los ele- 
mentos están diseñadas para obtener una ventaja mecánica, sometiendo un 
objeto a fuerzas mayores que las ejercidas por el usuario. 

En este caso no se puede obtener información del diagrama de cuerpo libre 
de la estructura entera. Debemos determinar las fuerzas ejercidas sobre el 
perno dibujando diagramas de cuerpo libre de sus elementos. 


SOLUCIÓN 


Anolizar los elementos En la figura (a) ““desarmamos” las tenazas para 
obtener los diagramas de cuerpo libre de los elementos etiquetados como (1), 
(2) y (3). En los diagramas de cuerpo libre (1) y (3), la fuerza R es ejercida 
por el miembro AB de dos fuerzas. El ángulo a = arctan (30/70) = 23.2%, 
Nuestro objetivo es determinar la fuerza E ejercida por el perno. 

El diagrama de cuerpo libre del elemento (3) tiene sólo tres fuerzas desco- 
nocidas y la carga de 150 N, por lo que podemos determinar R, D, y D, tan 
sólo de este diagrama de cuerpo libre. Las ecuaciones de equilibrio son 


Ú EF, = D, + Rcosa = 0, 


j EF, = D,- Rsena + 150 = 0, 


EM punto B) = (30D, — (1001150) = 0, 


Resolviendo estas ecuaciones obtenemos D, = ~1517 N, D, = 500 N y R = 
1650 N. 
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-|30 mm 100 mm 


30 mm 


(2) 


Ho 100 mm ¿de E 
(50 N 


(a) Obtención de los diagramas de cuerpo libre de jas barras. 


Conociendo D, podemos determinar E a partir del diagrama de cuerpo li- 
bre del elemento (2) sumando momentos respecto a C, 


EM puno o) = BOE - BOD, = 0. 
La fuerza ejercida por las tenazas sobre el perno es E = —D, = 1517 N. La 


ventaja mecánica de las tenazas es (1517 N)/(150 N) = 10.1. 


COMENTARIO 


Observe que no tuvimos que usar el diagrama de cuerpo libre del elemento 
(D) para determinar E. Cuando esto sucede, se puede usar el diagrama de 
cuerpo libre “no utilizado” para verificar los resultados. Usando los resulta- 
dos obtenidos para R y E, podemos verificar que la suma de los momentos 
respecto al punto C del elemento (1) es cero: 


EMuno o = (1300150) — (100)R sen œ + (30)E 


= (1301150) — (100)(1650) sen 23.2% + (301(1517) = 0. 
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AAA Problemas 


6.60 Con respecto a la figura P6.60, dibuje el diagrama de 6.62 Enel bastidor mostrado, determine las reacciones en el 
cuerpo libre de (a) el bastidor completo; (b) los elementos in-  empotramiento A y la fuerza ejercida sobre la estructura por 
dividuales AB y BC. (c) Determine las fuerzas y los pares enel el piso liso en €. 

elemento AB. 


6pie 


P6.60 


LL pie  ——L— 3pie ola 3pie = 
6.61 (a) Determine las fuerzas y los pares sobre el elemento 
AB para los casos (1) y (2) de la figura P6.61. P6.62 
(b) Usted sabe que el momento de un par es el mismo respecio 
a cualquier punto. Explique por qué las respuestas no son las 
mismas en los casos (1) y (2). 
6.63 Se tiene la fuerza F = 10 kN. Determine las fuerzas 
sobre el elemento 4BC mostrado, presentando sus respuestas 


200 Nam 5 como se ilustra en la figura 6.35, 


| 
-_ —İm Im = 
l | | 


6.64 Considere el bastidor del problema 6.63. El cable CE 
(2) resiste con seguridad una tensión de 10 kN. Con base en este 
criterio, ¿cuál es la máxima fuerza F dirigida hacia abajo que 


Rara! se puede aplicar al bastidor? 
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6.65 El actuador bideráulico B D mostrado ejerce una fuerza 
de 6 kN sobre el elemento ABC. La fuerza es paralela a BD y 
el actuador está a compresión. Determine las fuerzas en ei ele- 
mento ABC y presente sus respuestas como se muestra en la 
figura 6.35. 


P6.65 


6.66 El gato hidráulico del problema 6.65 está diseñado para 
ejercer una fuerza vertical C. El actuador BD ejerce una fuerza 
sobre la viga ABC paralela a BD. La fuerza de elevación má- 
xima que el gato puede ejercer está limitada por el soporte de 
pasador A, que soporta con seguridad una fuerza de 20 kN. 
¿Cuál es la máxima fuerza de elevación que el gato puede ejer- 
cer en C, y cuál tiene la fuerza axial resultante en el actuador? 


6.67 Determine las fuerzas sobre el ¿lemento BC mostrado 
y la fuerza axial en el miembro AC. 


300 mm — 500 mm 


P6.67 
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6.68 Un gimnasta hace ejercicio con el aparato mostrado en 
la figura. Para girar la barra ABD debe ejercer una fuerza 
vertical en A tal que la fuerza axial en el elemento BC sea de 
250 lb. Cuando la barra ABD está a punto de girar, ¿qué 
fuerza ejerce el gimnasta en A y qué fuerzas se ejercen sobre 
el elemento CDE en D? 


þ-- 2pie rh 2 pie -- 
C 


4 


l pie 5 pulg 


5 pie 5 pulg 


P6,68 


6.69 El bastidor mostrado soporta una carga de 1 kN, De- 
termine las fuerzas sobre el elemento CDE. 


P6.69 
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6.70 Determine las fuerzas sobre el elemento ABC: mostra- 
do, presentando sus respuestas como se ilustra en la figura 
6.35. Obtenga las respuestas de dos maneras: 

(a) Cuando dibuje los diagramas de cuerpo libre de los ele- 
mentos individuales, coloque la carga de 400 lb sobre el dia- 
grama de cuerpo libre del elemento ABC. 

(b) Cuando dibuje los diagramas de cuerpo libre de los ele- 
mentos individuales, coloque la carga de 400 lb sobre el dia- 
grama de cuerpo libre del elemento ED. 


L—1pie -1 pie 


P6.70 


6.74 Se tiene el peso W = 12 kN. Determine las fuerzas $0- 
bre el elemento ABC mostrado, presentando sus respuestas 
como se ilustra en la figura 6.35. 


| E 


- 200 mm Ja mm 7] 


På.71 


6.72 Se tiene el peso W = 12 kN. Determine las fuerzas so- 
bre el elemento ABC mostrado, presentando sus respuestas 
como se ilustra en la figura 6.35. 


| Í 
|- 200 mm -= 200 mn 
P6.72 


6.73 La tensión en el cable BD mostrado es de 500 lb. De- 
termine las reacciones en A para los casos (a) y (b). 


| 300 lb 
(—spuig-spuig-l 


{a) 


m- 3pulg- 
(b) 


-8 pulg 


P6.73 
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6.74 Determine las fuerzas sobre el elemento ABCD mos- 6.76 Determine las fuerzas sobre el elemento BCD de la fi- 
trado, presentando sus respuestas como se ilustra en la figura gura P6.76. 
6.35. 


P6.74 


P6.76 


6.75 El peso W = 5 kN. Determine las fuerzas sobre el ele- 
mento ABCD mostrado, presentando sus respuestas como se 


ilustra en la figura 6.35. 6.77 Determine las fuerzas sobre el elemento ABC de la fi- 


gura P6.77. 


P6.77 


P6.75 
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6.78 Se tiene el peso W = 80 lb. Determine las fuerzas so- 
bre el elemento ABCD mostrado. 


P6.78 


6.79 Un gimnasta sostiene en reposo el peso de 80 Ib en la 
posición mostrada. ¿Qué valor tienen las reacciones en el em- 
potramiento E y en el soporte de pasador F? (A y C son cone- 
xiones de pasador.) 


2 pie 'a. le 
e 2 pulg —+—-2pie=—++6 pulg > D 


9pulg 


6 pie 


6.80 Se tiene la fuerza F = 800 N. Determine las fuerzas 
sobre el elemento ABC de la figura. 


P6.80 


6.81 Considere el bastidor del problema 6.80, El elemento 
CD resiste con seguridad una fuerza axial a compresión de 2 
kN. Con base en este criterio, ¿cuál es la fuerza máxima F 
que el bastidor puede soportar? 


6.82 La longitud del resorte sin estirar es Lọ. Demuestre que 
cuando el sistema está en equilibrio, el ángulo e satisface la 
relación 


sen æ =2(Ly — 2F/k)/L. 


P6.82 
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6.83 En la figura P6.83, el soporte de pasador en A resiste 
con seguridad una fuerza de 24 kN. Con base en este criterio, 
¿cuál es el peso W máximo que el bastidor puede soportar? 


6.85 Determinelas fuerzas sobre el elemento AD de la figura. 


P6.85 


-300 mm 400 mm ~= 400 mm — 


6.86 El bastidor mostrado se usa para soportar cables de 
alta tensión. Si b = 3 pies, a = 30% y W = 200 lb, ¿qué 


P6.83 valor tiene la fuerza axial en el elemento HJ? 


6.84 Determine las reacciones en 4 y C de la figura P6.84. 


P6.84 


P6.86 
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6.87 En la figura P6.87, ¿cuáles son las magnitudes de las 
fuerzas ejercidas por las tenazas sobre el perno en A cuando 
las fuerzas de 30 fb se aplican como se muestra? (B es una 
conexión de pasador.) 


P6.87 


6.88 Se tiene el peso W = 60 klb. ¿Cuál es la magnitud de 
la fuerza que los elementos ejercen entre si en el punto D de la 
figura? 


P6.88 


6.89 La figura (a) es un diagrama de los huesos y el biceps 
del brazo de una persona que soporta una masa. La tensión 
en el biceps mantiene el antebrazo en posición horizontal, co- 
mo se ¡ilustra en el sencillo modelo mecánico de la figura (b). 
El peso del antebrazo es de 9 N y la masa m = 2 kg. 

(a) Determine la tensión en el biceps AB. 

(b) Determine la magnitud de la fuerza ejercida sobre la parte 
superior del braza por el antebrazo en la junta € del codo. 


P6.89 
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6.90 La abrazadera mostrada comprime dos bloques de 
madera. Determine la magnitud de la fuerza que las barras 
ejercen entre si en € cuando los bloques están comprimidos 
con una fuerza de 200 N. 


-125 mm === 125 mm==|=—125 mm — 
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6.92 El cucharón C del cargador frontal está soportado por 
dos brazos idénticos, uno a cada lado del cargador. Se mues- 
tra uno de los dos brazos (ABC), el cual está soportado en A 
por un soporte de pasador y por el actuador hidráulico 80. 
La suma de las otras cargas ejercidas sobre el brazo, incluido 
su propio peso, es F = 1.6 kN. Determine la fuerza axial en 
el actuador 20 y la magnitud de la reacción en A. 


6.91 El mecanismo mostrado se usa para pesar pequeños 
bultos de correo. Al colocar un paquete en 4 la aguja lastra- 
da gira un ángulo œ. Desprecie el peso de las barras pero no el 
contrapeso en B, el cual tiene una masa de 4 kg. Sia = 20°, 
¿qué masa tiene el paquete en A? 


6.93 Determine la fuerza ejercida sobre el perno por la má- 
quina cortadora mostrada, asi como la magnitud de la fuerza 
que sus barras ejercen entre sien la conexión de pasador en A. 


— P6.91 


P6.93 
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6.94 En la figura (a) se muestran los huesos y los tendones 
de la pata de un caballo. En la figura (b) se muestra un mode- 
to mecánico de la misma pata. Si el caballo está en reposo y la 
fuerza normal ejercida por el suelo sobre su pata es NY = 1200 
N, determine las tensiones en el músculo flexor digital super- 
ficial 8C y en los ligamentos patelares DF. 


P6.94 


6.95 El mecanismo mostrado en la figura está diseñado pa- 
ra ejercer una gran fuerza sobre la barra horizontal en A para 
una operación de estampado. Si el cilindro hidráulico OE 
ejerce una fuerza axial de 800 N y œ = 80°, ¿qué fuerza hori- 
zontal se ejerce sobre la barra horizontal en 4? 


6.96 El mecanismo mostrado levanta una carga W al exten- 
derse el actuador hidráulico DE. Las barras AD y BC tienen 2 
m de largo y las distancias son b = 1.4 m y A = 0.8 m. Si W 
= 4 kN, ¿qué fuerza debe ejercer el actuador DE para mante- 
ner la carga en equilibrio? 
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6.97 El eslabonamiento está en equilibrio bajo la acción de 
los pares M, y Mg. Si œ4 = 60% y ag = 70°, ¿qué valor tiene 
la razón M¿/Myg? 


P6.97 


6.98 La mitad de la carga W = 4 kN del cargador frontal 
de la figura está soportada por el elemento ACG y por el ac- 
tuador hidráulico BC. Determine las reacciones en A y la 
fuerza axial a compresión en el actuador BC. 


P5.98 
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6.99 Se tienen los pesos W, = 1500 lb y W, = 2000 Ib. 
Determine las fuerzas sobre el elemento BCD en los puntos B 
y D de la figura. 


14 14 
pulg pulg 


2 
pulg pulg 


P6.99 


6.100 El mecanismo de la máquina de escribir mostrado es- 
tá en equilibrio bajo la acción de la fuerza de 2 N sobre la 
tecla en A y la fuerza F sobre la barra impresora en N. Deter- 
mine la fuerza F y las reacciones en D, Fy M. 


11011010 
(Dimensiones en milimetros) 
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Ejemplos con computador 


Los siguientes problemas y el ejemplo están diseñados para resolverse con 
ayuda de una caleuladora programable o un computador, 


Ejemplo 6.11 


El dispositivo de la figura 6.41 se usa para comprimir aire en un cilindro me- 
diante la aplicación de un par M al brazo AB. La presión p en el cilindro y la 
fuerza neta F ejercida por la presión sobre el émbolo son 


Figura 6.41 donde A = 0.02 m’ es el área de la sección transversal del émbolo, Pan = 
10% Pa (Pascales, o N/m?) es la presión atmosférica, Ves el volumen de aire 
en el cilindro y Vo es el valor de Y cuando œ = 0. R = 150 mm, b = 350 
mm, d = 150 mm y L = 1050 mm. Si M y e son inicialmente cero y M 
aumenta hasta alcanzar 40 N-m, ¿cuánto valen al final e: y p? 


ESTRATEGIA 


Expresando el volumen de aire en el cilindro en función de æ, caicularemos la 
fuerza ejercida sobre el cilindro por la presión en función de œ. Del diagrama 
de cuerpo libre del émbolo obtendremos la fuerza axial en el miembro BC de 
dos fuerzas en función de la presión sobre el cilindro. Luego, del diagrama 
del brazo 48 obtendremos una relación entre M y «a. 


SOLUCIÓN 


De la geometría de los brazos AB y BC (Fig. a), el volumen de aire en el 
cilindro es 


V=4(L-d- b? — Risen? a + Rcosa) 
Cuando œ = 0, el volumen es 
Vo= A(L—-d-bW4R). 


Por tanto, la fuerza ejercida por ta presión sobre el émbolo es 


L-d—-b+R 
= ÁPam — lil 
L-—d-— yb — Risenta + R coso 


En las figuras (b) y (c) dibujamos los diagramas de cuerpo libre del émbolo 
y el brazo AB, donde N es la fuerza ejercida sobre el émbolo por el cilindro 
(la fricción se ignora), O es la fuerza axial en el miembro BC de dos fuerzas, 
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AB. 


Q Pda 
BEN CN 


SAT 


N| Np- Risen a 


(b) Diagrama de cuerpo libre del émbolo. 


y A, y A, son las reacciones debidas al soporte de pasador A. De la figura (b) 
obtenemos la ecuación de equilibrio 


EF, =F-Qcosf=0, 


donde 


B = arctan ( Rsena 1 


Vb- sra) 


La fuerza ejercida sobre el brazo AB en B es 
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ic) Diagrama de cuerpo libre del brazo 


Qcos Bi 4 OsenB ij. 60 
El momento de esta fuerza respecto a Á es 50 
E 40 
: j k ¿30 Je 
raa X (O cos fi + Q sen Bj) =| Reosa Rseng 0 = 
Qcosfá Osenf 0 20 
10 
OR(cos a sen 8 — sen œ cos B)k. 
0 (AAA 
O 10° 20° 30° 40° 50° 60? 7 
Usando este resultado, la suma de los momentos respecto a A es , a di 
EMúunto ay = M + QRícos ex sen 8 — sen a cos 8) = 0. Figura 6.42 


El momento M en función de e. 


Si escogemos un valor de œ, podemos calcular sucesivamente V, F, 8, O y 
M. Calculando M en función de a obtenemos la gráfica mostrada en la figura 
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6.42. Para aproximadamente œ = 80%, el momento M = 40 N-m. Exami- 
nando los resultados calculados cercanos a los 80%, 


a M, Nam 
79.59 39.9601 
79.607 — 39.9769 
79.61% 39.9937 
79.622 40.0105 
79.63° 40.0272 


calculamos que œ = 79.61° cuando M = 40 N-m. 
Una vez que conocemos œ, podemos calcular V y luego p, obteniendo 


p = 1.148 pam = 1.148 x 10° Pa. 


[Problemas |? 


6.10] (a) Para cada barra de la armadura mostrada ob- 
tenga una gráfica de (fuerza axial)/F como función de x pa- 
ra0< xsim, 

(b) Si tuviera que diseñar esta armadura, ¿qué valor de x 
escogería con base en los resultados de la parte (a)? 


P6.101 


6.102 Considere el mecanismo para pesar sobres de co- 
rreo descrito en el problema 6.91. 


(a) Obtenga una gráfica del ángulo œ en función de la masa- 


de los sobres para valores de la masa de 0 a 2 kg. 
(b) Use los resultados de la parte (a) para calcular el valor de 
œ cuando la masa es de 1 kg. 


6.103 Considere el sistema descrito en el ejemplo 6.11. 

(a) Obtenga una gráfica de M como función de œ para valo- 
res de œ de 0 a 180°. 

(b) Use los resultados de la parte (a) para calcular el valor 
máximo de M y el ángulo q en que éste ocurre. 


6.104 Considere el sistema descrito en el problema 6.96. 
El cilindro hidráulico DE ejerce una fuerza axial de 800 N. 
(a) Obtenga una gráfica de la componente horizontal de la 
fuerza ejercida por la barra AB sobre la barra horizontal en 
A para valores de œ de 45° a 85°. 

(b) Use los resultados de la parte (a) para calcular el valor de 
a: para el cual la fuerza horizontal es de 2 kN. 


6.105 El objeto suspendido pesa 10 kN. Las dos barras 
tienen iguales áreas A en sus secciones transversales y cada 
una resiste con seguridad una fuerza axial de 404 MN (4 en 
metros cuadrados). Determine el valor de kh que minimiza el 
volumen total de material en las dos barras. 


j 1 E 


P6.105 


6.106 En P6.96 las barras AD y BC tienen 2 m de longi- 
tud, b = 14m y W = 4 EN. Si la fuerza máxima que el 
actuador hidráulico DE puede ejercer es de 20 kN, ¿cuál es 
la mínima altura Á para soportar la carga? 
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6.107 El eslabonamiento en el problema 6.97 está en equi- 
librio bajo la acción de los pares Ma y Mg. Cuando œ4 = 
60%, æy = 70%. Para el intervalo O = a, = 180°, calcule los 
valores máximos positivo y negativo de M/M y los valores 
de ay en que esto ocurre. 
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6.109 Considere la armadura del problema 6.23. La grúa 
ejerce fuerzas verticales de 75 KN sobre la armadura en los 
puntos 8, € y D. El soporte en A se puede representar como 
un soporte de pasador y el soporte en E como un soporte de 
rodillo que puede ejercer una fuerza normal a la linea dis- 


continua pero no una fuerza paralela a ella. Determine el 
valor del ángulo e para el cual la máxima fuerza a compre- 
sión en cualquiera de las barras es lo más pequeña posible. 
¿Qué valor tienen las fuerzas axiales resultantes en las barras? 


6.108 Considere el cargador frontal del problema 6.98. 
La mitad de su carga W = 4 kN está soportada por el ele- 
mento ACG y el actuador hidráulico BC. Si el actuador BC 
puede ejercer una Fuerza axial máxima de 12 kN, ¿cuál es la 
máxima altura sobre el terreno a la cual puede soportarse el 
centro de masa G? 


Resumen del capitulo 


Una estructura de miembros interconectados en juntas o nudos es una 
armadura si está compuesta en su totalidad por miembros de dos fuer- 
zas. De lo contrario, se trata de un bastidor si está diseñada para perma- 
necer en reposo y soportar cargas, y de una máquina si está diseñada 
para moverse y ejercer cargas. 


Armaduras 


Un miembro de una armadura está a tensión si las fuerzas axiales en sus 
extremos se alejan, y está a compresión si las fuerzas axiales se acercan. 
Para determinar las fuerzas axiales en los miembros de una armadura, 
debe dibujarse un diagrama de cuerpo libre de la armadura completa y 
hallar las reacciones en sus soportes. Las fuerzas axiales en las barras se 
pueden determinar con dos métodos. El método de las juntas implica dibu- 
jar diagramas de cuerpo libre de cada una de las juntas de una armadura y 
usar las ecuaciones de equilibrio para determinar las fuerzas axiales en 
los miembros. En dos dimensiones, escoja juntas que estén sometidas a 
fuerzas conocidas y a no más de dos fuerzas desconocidas. El método de 
las secciones implica dibujar diagramas de cuerpo libre de partes, O sec- 
ciones, de una armadura y usar las ecuaciones de equilibrio para deter- 
minar las fuerzas axiales en los miembros seleccionados. 

Las armaduras espaciales son tridimensionales; se analiza con los mis- 
mos métodos que las armaduras bidimensionales. Elija juntas sometidas 
a fuerzas conocidas y a no más de tres fuerzas desconocidas. 


Bastidores y máquinas 


Comience el análisis de un bastidor o de una máquina dibujando el dia- 
gramá de cuerpo libre de la estructura completa y determinando las 
reacciones en sus soportes. Si la estructura es estáticamente indetermina- 
da, halle la mayor cantidad de reacciones posible. Luego dibuje diagramas 
de los elementos individuales, o de una combinación seleccionada de ele- 
mentos, y aplique las ecuaciones de equilibrio para hallar las fuerzas que 
actúan sobre ellos, Al identificar los miembros de dos fuerzas se reduce 
el número de fuerzas desconocidas por determinar. Sien una junta se apli- 
ca una carga, ésta puede colocarse en el diagrama de cuerpo libre en cual- 
quiera de los elementos unidos en la junta. 
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Problemas de repaso 


6.110 La armadura de puente Pratt mostrada soporta car- 6.114 La armadura soporta una carga de 400 N en C. De- 
gas en F, G y H. Determine las fuerzas axiales en las barras termine las fuerzas axiales en las barras AC, CD y CF, 
BC, BG y FG. 


bh "| “| "| À 
'60kN 80kN Y20kN 
iaaii 


P6.110 


P P6.114 
6.111 Considere la armadura del problema 6.110. Determi- 


ne las fuerzas axiales en las barras CD, GD y GH. 

6.115 Considere la armadura del problema 6.114. Determi- 
6.112 La armadura mostrada soporta cargas en F y H. De- ne las fuerzas axiales en las barras CE, EF y EH. 
termine las fuerzas axiales en las barras AB, AC, BC, BD, 
CD y CE. 6.116 Considere la armadura del problema 6.114. ¿Qué ba- 
rras soportan las mayores fuerzas de tensión y de compresión, 
y cuáles son sus valores? 


6.117 En la figura P6.117, un altoparlante está suspendido 
de la armadura por cables conectados en D y E. La masa del 
altoparlante es de 130 kg y su peso actúa en G. Determine las 
fuerzas axiales en los miembros BC y CD. 


0.5 m 0.5 ir j [05m 
lm 


E 


L-—ópulg 6pul 6pulg-—— 6 pulg] Y R: 
P6.112 


6.113 Considere la armadura del probiema 6.112. Determi- 
ne las fuerzas axiales en las barras EH y FH. 
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6.118 Considere el sistema del problema 6.117. Si cada 
miembro de la armadura resiste con seguridad una tensión de 
3 kN y una compresión de 3 kN, ¿cuál es el valor máximo que 
con seguridad puede tener la masa del altoparlante? 


6.119 Determine las fuerzas sobre el elemento ABC, pre- 
sentando sus respuestas como en la figura 6.35. 


P6.119 


6.121 
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6.120 La estructura mostrada soporta una banda transpor- 
tadora que se utiliza en una mina de carbón. Los cables co- 
nectados a la banda ejercen la fuerza F en J. Como resultado 
del contrapeso W = 3 klb, la reacción en E y la reacción ver- 
tical en D son iguales. Determine F y las fuerzas axiales en las 
barras BG y EF. 


H F ei 
50° li | 3pie> 
10pie-|=- 10 pie-»—13 pie 


P6.120 


Considere la estructura descrita en el problema 


6.120. El contrapeso W = 8 klb está articulado en D y es 
soportado por el cable ABC, que pasa sobre una polea en A. 
¿Cuál es la tensión en el cable y qué fuerzas se ejercen sobre 
el contrapeso en D? 


6.122 Se tienen los pesos W, = 4 kN y W, = 10 kN. Deter- 
mine las fuerzas sobre el elemento ACDE en los puntos A y E. 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


l diseño de un automóvil, en especial 
[> la ubicación del motor, determina la 

posición de su centro de masa, o sea, 
el punto en que el peso del vehículo actúa 
efectivamente. La posición del centro de 
masa determina las fuerzas ejercidas so- 
bre los neumáticos del automóvil cuando 
éste se encuentra en equilibrio, e influye 
también en su comportamiento dinámico. 
Ahora veremos cómo localizar los centros 
de masa y cómo utilizarlos para determi- 
nar las fuerzas y los momentos que ac- 
túan sobre los cuerpos en equilibrio. 
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Capítulo ia | A a |] 
Centroides y 
centros de masa 


E peso de un cuerpo no actúa en un solo punto sino 
que está distribuido sobre su volumen total. Sin em- 
bargo, el peso se puede representar con una sola fuerza 
equivalente actuando en un punto llamado centro de 
masa. Por ejemplo, cada parte de un automóvil tiene 
peso, pero podemos representar su peso total con una 
sola fuerza que actúa en su centro de masa. 

En este capítulo definimos el centro de masa y mos- 
tramos cómo se determina para varias clases de cuer- 
pos. También damos definiciones que pueden interpretarse | 
como las posiciones medias de áreas, volúmenes y lí- 
neas. Esas posiciones medias se llaman centroides. Los 
centroides coinciden con los centros de masa en clases 
particulares de cuerpos, pero también surgen en muchas 
otras aplicaciones. Por ejemplo, en el capitulo 9 expre- 
samos la fuerza hidrostática ejercida sobre una placa 
sumergida en función del centroide del área de la placa. 


333 
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Figura 7.1 
(a) Grupo de estudiantes en un aula. 
(b) Su posición media. 


7.1 Cenfroides 


Como el centroide tiene tantas aplicaciones, lo definimos primero usando el 
concepto general de un ““peso ponderado”. Luego analizamos los cen- 
troides de áreas, volúmenes y líneas antes de presentar el centro de masa. 


Introducción 


Comencemos con la idea común de una posición media. Supongamos 
que queremos determinar la posición media de un grupo de estudiantes 
en un aula. Primero establecemos un sistema coordenado para poder ex- 
presar la posición de cada estudiante. Por ejemplo, podemos alinear los 
ejes con las paredes (Fig. 7.1a). Numeramos a los estudiantes del 1 al N 
y denotamos la posición del estudiante 1 con x,, Yı, etcétera. La coorde- 
nada x media Y es la suma de sus coordenadas x dividida entre N, 


donde el signo E significa “la suma de į = 1 a AP”. La coordenada y 
media es 


sE ; (7.2) 


La posición media se indica con el símbolo mostrado en la figura 7.1(b). 


a A a is P} 
| e lid e 


parar 


i griis ik 


(a) 


Supongamos ahora que repartimos entre los estudiantes cierto número 
de monedas (p. ej., c, es el número de monedas entregadas al estudian- 
te 1). ¿Cuál es la posición media de las monedas en el aula? Está claro 
que no puede ser igual que la posición media de los estudiantes, Por 
ejemplo, si los estudiantes ubicados al frente del aula tienen más mone- 
das, la posición media de las monedas estará más cerca del frente del aula 
que la posición media de los estudiantes. 
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Para determinar la coordenada x de la posición media de las mone- 
das, necesitamos sumar las coordenadas x de las monedas y dividirlas 
entre el número de monedas. Podemos obtener la suma de las coordena- 
das x de las monedas multiplicando el número de monedas que cada 
estudiante tiene por la coordenada x del estudiante y sumar los produc- 
tos parciales. Podemos obtener el número de monedas sumando los nú- 
meros Cy, Ca.. La coordenada x media de las monedas es entonces 


25 
r 
2e 
J 
Determinamos de la misma manera la coordenada y media de las monedas: 
Sy €; 
1 
20 
t 


x= 


(7.3) 


j= (7.4) 


Asignando otros significados a C,, C,,..., podemos determinar las posi- 
ciones medias de otras medidas asociadas con los estudiantes. Por ejem- 
plo, determinar la posición media de sus edades o sus estaturas. 

Las ecuaciones (7.3) y (7.4) sirven para determinar la posición media 
de cualquier conjunto de cantidades a las que podamos asociar posicio- 
nes. Una posición media obtenida de esas ecuaciones se denomina **po- 
sición de peso ponderado’ o centroide. El “peso” asociado con las 
posiciones x,, y, es cı, el peso asociado con la posición xz, y, eS Cz, etcé- 
tera. En las ecuaciones (7.1) y (7.2), el peso asociado con la posición de 
cada estudiante es 1. Al realizar censos de población, el centroide o po- 
sición media de la población se determina así. En la siguiente sección 
usaremos estas ecuaciones para determinar centroides de áreas. 


Áreas 


Consideremos un área A arbitraria en el plano x-y (Fig. 7.2a). Divida- 
mos el área en partes A,, Az,..., Ay (Fig. 7.2b) y denotemos las posicio- 
nes de las partes por medio de sus coordenadas (x, Y), Ut, Ya),..., Oy» 
Yn). Podemos obtener el centroide o posición media del área usando las 
ecuaciones (7.3) y (7.4) con las áreas de las partes como los pesos: 


CRS) 


Pero entonces nos preguntaremos: ¿cuáles son las posiciones exactas de 
las áreas A,, Az...» Ay? Podríamos reducir la incertidumbre dividiendo 
A en partes menores, pero aun así obtendríamos sólo valores aproxima- 
dos para x y y. Para determinar la localización exacta del centroide, de- 
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(a) 


(b) 


(d) | 


Figura 7.2 

(a) Área A. 

(b) División de 4 en X partes. 

(c) Elemento diferencial de área 44 con 
coordenadas x, y. 

(d) Centroide del área. 
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bemos tomar el límite cuando los tamaños de las partes tiendan a cero. 
Este límite se obtiene reemplazando las ecuaciones (7.5) con las integrales 


(7.6) 


07 


donde x y y son las coordenadas del elemento diferencial de área dA 
(Fig. 7.2c). El subíndice A significa que la integración se efectúa sobre el 
área completa. En la figura 7.2(d) se muestra el centroide del área. 

Recordar que el centroide de un área es su posición media nos ayuda- 
rá a localizarlo. Por ejemplo, está claro que el centroide de un área cir- 
cular o rectangular se encuentra en el centro del área. Si un área tiene 
“simetría de espejo” respecto a un eje, su centroide se encuentra sobre 
el eje (Fig. 7.3a), y si un área es simétrica respecto a dos ejes, el centroi- 
de se encuentra en la intersección de ellos (Fig. 7.3b). 


Figura 7.3 
(a) Area simétrica respecto a un eje. 
(b) Area con 2 ejes de simetría. 


Los siguientes ejemplos muestran el uso de las ecuaciones (7.6) y (7.7) 
para determinar centroides de áreas. Se deben escoger un elemento dife- 
rencial de área dA y los límites de integración pertinentes para cubrir el 
área buscada. 
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Ejemplo 7.1 
Determine el centroide del área triangular de la figura 7.4. 


ESTRATEGIA 


Determinaremos las coordenadas del centroide usando un elemento de área 
dA en la forma de una franja de ancho dx. 


SOLUCIÓN 


Sea dA el área de la franja vertical de la figura (a). Su altura es (4/b)x, por 
lo que dA = (4/b)x dx. Para integrar sobre toda el área, debemos integrar 
con respecto ax dex = Qax = b. La coordenada x del centroide es 


b 37% 
h h|x 
f sas Py. x (Gra) $ A Bi Figura 7.4 


Para determinar Y, en la ecuación (7.7) tomamos y como la ordenada del 
punto medio de la franja (Fig. b): 


[e 6063 06 


ys LL >= IIA A A AA 


L 

b "2J? 3 
fa fas h | x” 
A h E b| 2 


0 


h. 


El centroide se muestra en la figura (c). 


y 


p- 


ta) Elemento dA en forma (b) La coordenada y del punto medio de (c) Centroide del área. 
de franja. la franja es 4h/byx. 
COMENTARIO 


Conviene estar siempre alerta para aprovechar las oportunidades de verificar 
los resultados. En este ejemplo deberiamos asegurarnos de que el procedi- 
miento de integración da el resultado correcto para el área del triángulo: 


b 2 
fu=f TEA e 
di n? b| 2 3 2 
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Ejemplo 7.2 


Determine el centroide del área en la figura 7.5 


333 


Figura 7.5 ? 


SOLUCIÓN 
Sea dA el área de la franja vertical de la figura (a). La altura de la franja es 


x — 2, por lo que dA = (x — dx. La coordenada x del centroide es 


xX —« dx 
(kb) Coordenada y del punto medio 


(a) Franja vertical de ancho dx. La altura de la franja 
es igual a la diferencia de las dos funciones de la franja. 


La coordenada y del punto medio de la franja es x? + 3x A = x +) 
(Fig. b). Sustituyendo esta expresión para y en la ecuación (7.7), obtenemos 


la coordenada y del centroide: 


fa als 3 a 
Dl 2 3 


5= 
fa [eva 15-35] 
A 2 31, 
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Volúmenes y 


Considere un volumen V, y sea dV un elemento diferencial de Y con coorde- 
nadas x, y y z (Fig. 7.6). Por analogía con las ecuaciones (7.6) y (7.7), las 
coordenadas del centroide de Y son 


(1.8) 3 - 


Figura 7.6 


El subindice V en la integral significa que la integral se lleva a cabo sobre el volumen elemento dejen a 


volumen completo. 

Si un volumen tiene la forma de una placa con espesor uniforme y área A 
de su sección transversal (Fig. 7.7a), su centroide coincide con el de A y se en- 
cuentra en el punto medio entre las dos caras. Para demostrar esto obtenemos 
un elemento de volumen dV proyectando un elemento dA del área de la sec- 
ción transversal a través del espesor T del volumen, de manera que dV = T 
dA (Fig. 7.7b). Las coordenadas x y y del centroide del volumen son entonces 


# Vista frontal 


frav f «rea fixaa 
7, 


— "á 


e gl 
; fa f ras fa 


jj. — o, 
fa fra fas 
Y A A 


Por simetría, la coordenada 2 = 0. Se conoce entonces el centroide de este È 

tipo de volumen si se conoce (o se puede determinar) el centroide del área de Figura 7.7 

su sección transversal. (a) Volumen de espesor uniforme. 
(b) Obtención de d V proyectando dA a 
través del volumen. 


(b) 


Lineas 


Las coordenadas del centroide de una línea £ son 


(7.9) 


donde ¿£ es una longitud diferencial de la linea con coordenadas x, y y z 
(Fig. 7.8). 


z 


Ahora se muestra el uso de las ecuaciones (7.8) y (7.9) para determinar cen- Figura 7.8 

troides de volúmenes y líneas. Al igual que para determinar centroides de Línea £ y elemento diferencial dL. 
áreas, se deben escoger elementos diferenciales de volumen o longitud y los 

límites apropiados para que la integración cubra todo el volumen o línea. 
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Ejemplo 7.3 


Determine el centroide del cono de la figura 7.9. 


Figura 7.9 


ESTRATEGIA 


Debido a la simetría, el centroide debé encontrarse sobre el eje x. Determina- 
remos su coordenada x usando un elemento de volumen dV en forma de 
**disco”” con ancho dx. 


SOLUCIÓN 


Sea dV el disco de la figura (a). El radio del disco es (R/h)x (Fig. b) y su vo- 
lumen es igual al producto del área del disco y su espesor, dV = r[(R/h)xPdx. 
Para integrar sobre el volumen total, debemos integrar con respecto a x 
dex = Qax = h. La coordenada x del centroide es 


t pl 
fex f iras 
h 
v — 9 
h 2 
y R 


fe f xx dx 
v o R 


x= h. 


au 
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Ejemplo 7.4 


En la figura 7,10, la linea £ está definida por la función y = x°. Determine 
la coordenada x de su centroide. 


Figura 7.10 
SOLUCIÓN 
Podemos expresar un elemento diferencial dL de la línea (Fig. a) en función 
de dx y dy: 


ta) Elemento diferencial de línea dE. 


De la ecuación que describe la línea, la derivada dy/dx 2x, por lo que 
obtenemos una expresión para dE en función de x: 
dL =vV1+4x* dx. 


Para integrar sobre toda la línea, debemos integrar de x = 0ax= 1, La 
coordenada x del centroide es 


1 
fra Í xv 1+4x* dx 
i=% —=% = 0.574, 


EE ee 1 
fa Í zi +dx dx 
L ù 
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Determine el centroide de la linea semicircular de la figura 7.11. 


Figura 7.11 y 


ESTRATEGIA 


Debido a la simetría de la línea, el centroide se encuentra sobre el eje x. Para 
determinar X usaremos coordenadas polares a fin de realizar la integración. 


SOLUCIÓN 


y Dándole a 8 un incremento dé obtenemos un elemento diferencial de línea dL 
= R dô (Fig. a). La coordenada x de dh es x = R cos 0. Para integrar sobre 
toda la línea, debemos integrar con respecto a 0 de 9 = —a/2 a 0 = +m/2: 


m/2 
xdL (R cosô}R do 
f K Rs, 2R 


== = 


m2 dl nf tx a 
f aL f R dð R 0l 57 E 
E -7/2 


COMENTARIO 


Observe que este procedimiento de integración nos da la longitud correcta de 
la linea: 


fl 
a 2% m2 _ 
fa =f Rd9 = R [0Y =xwR. 
—x/f2 
(a) Elemento diferencial de línea dL = 
RaB. 
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Centros de masa 3 
El centro de masa de un cuerpo es el centroide de su masa, 
Y dm = 
/ xdm 
pS (7.10) 


f ar 


donde x, y y z son las coordenadas del elemento diferencial de masa dem ¿ / x 
(Fig. 7.12). Los subindices mm indican que la integración se debe efectuar 
sobre la masa completa del cuerpo. Figura 7.12 


ms. T Un cuerpo y un elemento diferencia! de 
Representación del peso con una fuerza equivalente Antes masa dm. 


de ver cómo determinar el centro de masa, demostraremos una de sus 
más importantes propiedades. El peso de un cuerpo se puede representar 
con una sola fuerza equivalente que actúa en su centro de masa. Sea un 
elemento de masa dm de un cuerpo (Fig. 7.13a), Si el eje y del sistema 
coordenado apunta hacia arriba, el peso de dn es —dm gj. Integrando 
esta expresión sobre la masa m tenemos el peso total del cuerpo, 


/ —g jdm = —mgj = —Wj. 


Ym 


El momento del peso del elemento dm respecto al origen es 
(x1+ yj+zk) x (dm gj) = gzidm — gx kdm. 


Integrando esta expresión sobre m, obtenemos el momento total respec- 
to al origen debido al peso del cuerpo: 


f ezidm — gx kdm) = mgzi— mgxk= Wzi- Wxk. 
mn 


Si representamos el peso del cuerpo con la fuerza — Wj que actúa en el 
centro de masa (Fig. 7.13b), el momento de esta fuerza respecto al ori- 
gen es igual al momento total debido al peso: 


(Fi+Fj+Zk)x (Wi) = Wzi-— Wik. 


y y Figura 7.13 
(a) Peso del elemento dm. 
(b) Representación del peso por una sola 


A PEPE gg fuerza en el centro de masa. 


Md q y 10 ~< 5 
T b 
pa” BERI A 


-—dmgj 


Cu MA y 


(a) (b) 
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Este resultado muestra que cuando sólo nos interesa la fuerza total y el 
momento total ejercidos por el peso de un cuerpo, se puede suponer que 
su peso actúa en el centro de masa. 


*A la densidad de masa suele llamársele Densidad La densidad p* de un cuerpo es tal que la masa de un ele- 
simplemente densidad, y a la densidad de mento diferencial desu volumen es dm = pd V. Por tanto, las dimensiones 


peso, peso especifico. 


de p son (masa) (volumen). p se puede expresar en kg/m? en unidades SI 
o en slug/pie? en unidades inglesas. La masa total de un cuerpo es 


m= f dm= f pav. (7.11) 
m y 


Un cuerpo cuya densidad es uniforme en todo su volumen se conoce 
como homogéneo. En este caso, la masa total es igual al producto de la 
densidad y el volumen: 


m= of dV = pV. Cuerpo homogéneo (7.12) 
V 


El peso especifico y = gp. Se puede expresar en N/m’ en unidades SI, o 
en lb/pie en unidades inglesas. El peso de un elemento de volumen dY 
de un cuerpo es dW = ydV, y el peso total de un cuerpo homogéneo es 
igual a yV. 

Sustituyendo dm = pdV en las ecuaciones (7.10), podemos expresar 
las coordenadas del centro de masa en función de integrales de volumen: 


f osav f rav 
v V 


y >= HA 22. leaa (7.13) 


[rav f rav 
v y 


Si p es conocida como función de la posición en un cuerpo, estas inte- 
grales determinan su centro de masa. Además, podemos usarlas para de- 
mostrar que los centros de masa de ciertas clases de cuerpos coinciden 
con los centroides de volúmenes, áreas y líneas: 


» El centro de masa de un cuerpo homogéneo coincide con el cen- 
troide de su volumen. Si un cuerpo es homogéneo, p = constante 
y las ecuaciones (7.13) corresponden al centroide del volumen, 


frav f rav 
AAA 1 j= A; a Ta 
fav fav fav 

v v v 


e El centro de masa de una placa homogénea de espesor uniforme 
coincide con el centroide del área de su sección transversal (Fig. 


Figura 7.14 
Placa de espesor uniforme. 


Vista Frontal Vista lateral 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


7.14). El centro de masa de la placa coincide con el centroide de su 
volumen, y ya demostramos en la página 339 que el centroide 
del volumen de una placa de espesor uniforme coincide con el cen- 
troide del área de su sección transversal, 


* El centro de masa de una barra esbelta homogénea de área unifor- 
me en su sección transversal coincide aproximadamente con el cen- 
troide del eje de la barra (Fig. 7.15a). El eje de la barra se define 
como la línea que pasa por los centroides de sus secciones transver- 
sales. Sea dm = pAdL, donde A es el área de la sección transversal 
de la barra y d£ es un elemento diferencial de la longitud de su eje 
(Fig. 7.15b). Si sustituimos esta expresión en las ecuaciones (7.13), 
éstas se convierten en las ecuaciones del centroide del eje: 


f xaz f zaz 
L A y= y Z= [A . 
faz fa fa 

L L E 


Esto es aproximado porque el centro de masa del elemento dm no coin- 
cide con el centroide de la sección transversal donde la barra es curva. 


X= 


Figura 7.15 


(b) Elemento dm. 


(a) 


(b) 


El siguiente ejemplo demuestra el uso de las ecuaciones (7.13) para 
determinar el centro de masa de un cuerpo no homogéneo. 
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(a) Barra esbelta y centroide de su eje. 
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(a) Elemento de volumen dV en forma de 
disco. 


Ejemplo 7.6 | 


Determine la masa del cilindro de la figura (7.16) y la posición de su centro 
de masa si (a) es homogéneo con densidad po; (b) su densidad está dada por 
la ecuación p = po (1 + x/E). 


Figura 7.16 


ESTRATEGIA 


En la parte (a), la masa del cilindro es simplemente el producto de su densi- 
dad y su volumen, y el centro de masa se encuentra en el centroide de su 
volumen. En la parte (b), el cilindro no es homogéneo y debemos usar las 
ecuaciones (7.11) y (7.13) para determinar su masa y su centro de masa. 


SOLUCIÓN 


(a) El volumen del cilindro es LA, por lo que su masa es pl A. Como el 
centro de masa coincide con el centroide del volumen del cilindro, las coorde- 
nadas del centro de masa son X =¿L,P = 0,2 = 0. 

(b) Podemos determinar la masa del cilindro usando un elemento de volumen 
dV en forma de un disco de espesor dx (Fig. a). El volumen dV = Adx. La 
masa del cilindro es 


L 
X 3 
m=foav=f po (1+7) Adz =AL. 
; a L 2 


La coordenada x del centro de masa es 


Como la densidad no depende de y o z, sabemos por simetría que Y = 0 y 
20: 
COMENTARIO 


Observe que el centro de masa de un cilindro no homogéneo ro está situado 
en el centroide de su volumen. 
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Problemas 


7.1 Determine la coordenada x del centroide del área mos- 7.6 Un estudiante de arte quiere pintar un panel de madera 
trada. como se muestra en la figura, con las líneas horizontales y 


Estrategia: La coordenada x del centroide está dada por la verticales pasando por el centroide del área pintada. ¿Cuáles 


ecuación (7.6). Se puede usar como elemento diferencial de son tas coordenadas del centroide? 


área una franja vertical de ancho dx (Ej. 7.1). 
y 


(1,1) 


x P7.1 


7.2 Determine la coordenada y del centroide del área en el 
problema 7.1. 


7.3 Sia = 2, ¿cuáles son las coordenadas del centroide del 


área en la figura? 7.7 Determine el centroide del área mostrada. 


P7.3 


P7.6 


P7.7 


7.8 Determine el centroide del área mostrada considerando 


dA como una franja vertical de ancho dx. 


7.4 Considere el área del problema 7.3. Si la coordenada y 
del centroide es P = 5, ¿qué valor tiene X? 


7.5 Considere el área del problema 7.3. El “centro de área” 
se define como el punto para el cual tenemos la misma área a 
la derecha y a la izquierda del punto, y la misma área arriba y 
abajo de él. Si a = 4, ¿qué valor tiene la coordenada x del 
centra de área y la coordenada x del centroide? 
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7.9 Determine el centroide del área del problema 7.8 consi- 7.13 Determine la coordenada x del centroide del área mos- 
derando dA como una franja horizontal de altura dy. trada. 


7.10 Un arquitecto quiere construir una pared con el perfil 
mostrado. Para calcular los efectos de la carga de viento en la 


y 
pared, debe determinar el área de ésta y las coordenadas de su 
centroide. ¿Cuáles son tales coordenadas? 
y=x°-20 
- > Sy =x 
spi P7.13 


7.14 Determine la coordenada y del centroide del área del 
problema 7.13. 


7.11 Determine la coordenada x del centroide del área mos- 
trada, 


7.15 Determine la coordenada y del centroide del área mos- 
y trada. 


y=-x" + 12x-27 


y 
(3.7) 
5 
2 
x P7.11 
0 6 z P7.15 


7.12 Determine la coordenada y del centroide del área del 
problema 7.11. 


7.16 Determine la coordenada x del centroide del área del 
problema 7.15. 
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7.17 Un ingeniero agrónomo quiere medir la precipitación 7.20 Determine el centroide del área mostrada. 
pluvial en el centroide de un campo arado entre dos caminos. 

¿Cuáles son las coordenadas del punto donde se debe colocar 

el medidor? 


P7.20 


P7.17 7.21 Use el método descrito en el ejemplo 7.3 para verificar 
que la coordenada x del centroide del volumen cilíndrico sea 


E 
z3 a = ¿L. 
7.18 Se muestra la sección transversal de un relleno de tie- AAE 


rra. Determine los coeficientes a y b para que la coordenada y 
del centroide de la sección transversal sea de 10 m. 


P7.18 


P7.21 
7.19 El ala de un aeroplano tiene un perfil eliptico. Deter- 


mine su centroide. 


P7.19 
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7.22 Girando la curva y = x!? alrededor del eje x se obtie- 7.24 Determine el volumen y el centroide de la pirámide 
ne un volumen de revolución. Determine su centroide. mostrada. 


7.25 Determine el centroide del volumen semiesférico mos- 
7.23 Girando la curva y = ¿a? alrededor del eje x se obtiene trado. 
| un volumen de revolución. Si su volumen es de 10 mł, deter- 
mine su centroide. 


P7.25 


P7.23 
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7.26 En la figura P7.26, el volumen consiste en un segmen- 7,28, El volumen de revolución tiene un agujero cilíndrico 
to de esfera de radio R. Determine su centroide, de radio R. Determine su centroide. 


P7.26 


P7.28 


7.27 Girando la curva 2/4 + y?/b? = 1 alrededor del eje 
x seobtiene un volumen de revolución. Determine su centroide. 


7.29 Determine la coordenada y del centroide de la línea 
(véase el Ej. 7.4). 


P7.29 


P7.27 
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7.30 Determine la coordenada x del centroide de la línea 7.33 La placa plana homogénea pesa 200 lb. ¿Qué valor tie- 
mostrada. nen las reacciones en A y B? 


į 5pie > 


| 
l 
| 
| 
| 
1 
l 
] 
| 
| 
i 
l 
5 


P7.33 
P7.30 


7.34 El letrero suspendido consiste en una piaca plana ho- 
7.31 Determine la coordenada x del centroide de la linea mogénea con masa de 130 kg. Determine las fuerzas axiales 


mostrada. en las barras AD y CE. (Nótese que la dirección positiva del 
eje y es hacia abajo) 


P7.31 


7.32 Determine el centroide del arco circular mostrado. 


7.35 La barra circular esbelta tiene una masa de 20 kg. 
¿Qué valor tienen las reacciones en 4 y B? 


' P7.32 


P7.35 
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7.36 En la figura P7.36, el cilindro horizontal de 10 pies de 7.37 Un cono horizontal tiene 800 mm de longitud y 200 
longitud y 1 pie de radio está apoyado en A y B. Su peso es- Mm de radio y está empotrado en en el punto A de la figura. 
pecífico está dado por la ecuación y = 100(1 — 0.002) Su densidad está dada por la ecuación p = 6000 (1 + 0.4x?) 
Ib/pie?. ¿Qué valor tienen las reacciones en A y 8? kg/nř, con x en metros. ¿Qué valor tienen las reacciones en 4? 


P7.36 P7.37 


7.2 Elementos compuestos 


Un área, un volumen o una línea compuesta es una combinacion de par- 
tes simples. Es fácil determinar su centroide si se conocen los centroides 
de las partes. 


Áreas 


El área compuesta de la figura 7.17(a) consiste en un triángulo, un rec- 
tángulo y un semicírculo, que llamaremos partes 1, 2 y 3. La coordenada 
x del centroide del área compuesta es 


fraa f xaa+ f xdA+ f xdA 
A — TAI 4 


= A Ta, 
/ dA ] dA+ | dA+ | dA 
A i As Aa 
En la figura 7.17(b) se muestran las coordenadas x de los centroides de 
las partes. De la ecuación para la coordenada x del centroide de la parte 1, 


f xaa 

E Ai 

A A 
faa 
A1 


EZZ =X1A1. Figura 7.17 


(a) Área compuesta de tres áreas simples. 
(b) Centroides de las partes. 


x= (7.14) 


obtenemos 


(b) 


Usando esta ecuación y expresiones equivalentes para las partes 2 y 3, 
podemos escribir la ecuación (7.14) como 


XA] +A + 345 
AtA As 


r= 
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Figura 7.18 


(a) Área con un recorte. 
(b) Área triangular y área del recorte. 


Hemos obtenido una ecuación para la coordenada x del área compuesta 
en función de las áreas de sus partes. Las coordenadas del centroide de 
un área compuesta con un número arbitrario de partes son 


(7.15) 


Cuando un área se puede dividir en partes cuyos centroides son conoci- 
dos, podemos usar esas expresiones para determinar su centroide. En el 
apéndice B están tabulados los centroides de algunas áreas simples. 

Se inició el análisis del centroide de un área dividiéndola en partes 
finitas y planteando ecuaciones para su posición de pesos ponderados. 
Los resultados (Ecs. 7.5), son aproximados por la incertidumbre en las 
posiciones de las partes del área. Las ecuaciones (7.15) exactas son idén- 
ticas excepto que las posiciones de las partes son sus centroides. 

El área de la figura 7.18(a) consiste en un área triangular con un 
“agujero” circular. Designando el área triangular (sin el agujero) como 
parte } del área compuesta y el área del agujero como parte 2 (Fig. 
7.18b), obtenemos la coordenada x del centroide del área compuesta: 


: 
j xdA=| xdA  _ A 
Ai As AA A 


f asf aa MoN 
Ai 2 


Esta ecuación es idéntica a la primera de las ecuaciones (7.15) excepto 
que los términos correspondientes al agujero son negativos. Como lo de- 
muestra este ejemplo, se pueden usar las ecuaciones (7.15) para determi- 
nar jos centroides de áreas compuestas que contengan agujeros, tratando 
éstos como áreas negativas. 


Volúmenes y líneas 


Los centroides de volúmenes y líneas compuestos se pueden obtener 
usando el mismo método que para las áreas. Las coordenadas del cen- 
troide de un volumen compuesto son 


yA V; > Y Vi E z; Vi 


x= =s., y= =——, z= : (7.16) 
2 Vi D D 
E i i 
y Ias coordenadas del centroide de una linea compuesta son 
O Dan 
i= Y = =— A =— (7.17) 


Sa Rea N ¿A 


i i i 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


Los centroldes de algunas líneas y volúmenes simples están tabulados 
en los apéndices B y C. 


Centros de masa 


Las coordenadas del centro de masa de un cuerpo compuesto de partes 
con masa Mi, Ma... SON 


donde X,, F; y 2, son las coordenadas de los centros de masa de las partes. 
Como los pesos de las partes están relacionados con sus masas por W; = 
gM, las ecuaciones (7.18) también se pueden expresar como 


2% W; Y y, Wi ZW; 
ï i i E (7.19) 


i i 


Cuando se conocen las masas o los pesos y los centros de masa de las 
partes de un cuerpo compuesto, se pueden usar esas ecuaciones para de- 
terminar su centro de masa. 


En los siguientes ejemplos determinaremos los centroides de áreas, volú- 
menes y líneas compuestos, así como los centros de masa de cuerpos 
compuestos. Se requieren tres pasos (describiremos los pasos para deter- 
minar un centroide. Los pasos para determinar un centro de masa son 
similares.) 


1. Escoger las partes. Trate de dividir el elemento en partes cuyo cen- 
troides se conozcan o se puedan determinar con facilidad. 


2. Determinar los valores para las partes. Determine el centroide y el 
área, el volumen o la longitud de cada parte. Vea si hay relaciones 
de simetría que puedan simplificar la tarea. 


3. Calcular el centroide. Use las ecuaciones (7.15), (7.16) o (7.17) para 
determinar el centroide del elemento compuesto, 
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356 CAPÍTULO 7 CENTROIDES Y CENTROS DE MASA 


| Ejemplo 7.7 ERPE 


Determine el centroide del área de la figura 7.19. 


SOLUCIÓN 


Selección de las partes Podemos dividir el área en un triángulo, un rec- 
tángulo y un semicírculo, que llamaremos partes 1, 2 y 3 respectivamente. 


Determinación de los valores de las partes En la figura (a) se mues- 


tran las coordenadas x de los centroides de las partes. Las coordenadas x, las 
áreas de las partes y sus productos se resumen en ła tabla 7.1. 


Tabla 7.1 Datos para determinar la coordenada x del centroide 
== _ ANA PASAS 22 
Parte 1 (triángulo) E E Lb(2R) EP aa] 


Parte 2 (rectángulo) (b + e) [c(2R)] 


AR 
(2+ c+ =) (Er?) 


AR 
Parte 3(semicirculo)| b+< + 20 


(a) Coordenadas x de los centroides de Cálculo del centroide La coordenada x del centroide del área compues- 
las partes. ta es 


Ai + A + 343 
A + A2 + As 


(5) [FPR] + (b + 30) [e(2R)] + (? +e+ =) (la R?) 


LDCR) +c(QR) + in R? 


Ii 


Repetimos los dos últimos pasos para determinar la coordenada y del centroi- 
de. En la figura (b) se muestran las ordenadas de los centroides de las partes. 
Usando la información resumida en la tabla 7.2 obtenemos 


- JA t JA: + Y As 
4 Ai + A, + A3 


- BOPJ[eRR] + Riar + rue”) 
F LD(2R) +CcQR) + 11 R? i 


Tabla 7.2 Datos para determinar y 
E Lal MAA. a 
Parte 1 (triángulo) | 3QR) | 25QR) | [eR] [$9R)] 


R[cQm] 


(b) Coordenadas y de los centroides de > T 
las partes. 2 R (GR ) 
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E di | Ejemplo 7.8 


Determine el centroide del área de la figura 7.20. 


Figura 7.20 


|-— 200 mm —- 


SOLUCIÓN 


Selección de las partes Trataremos el área como un área compuesta 
que consista en un rectángulo sin el recorte semicircular y el área del recorte, 
a las que llamaremos parte 1 y parte 2 respectivamente (Fig. a). 


Determinación de los valores de las partes Según el apéndice B, la 
coordenada x del centroide del recorte es 


y 


z 4R = 4(100) me is 
3 3x 
100 mm 
—x 
a 


En la tabla 7.3 se resume la información para determinar la coordenada x del 
centroide. Observe que tratamos al recorte como un área negativa. 


Tabla 7.3 Datos para determinar ¥ 
| 100 | (200280) 


È 0 


(a) Rectángulo y recorte semicircular. 


4(100) 
3 


— 47 (100)? -m tx (100)°] 


Cálculo del centroide La coordenada x del centroide es 


4(100) á 
EEC (100,1(200)(280)1 - 2 [£7:(1007] 
à Ar +45 (200)(280) — ¿xr (100)? 


122.4 mm. 


Debido a la simetría del área, y = 0. 
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Ejemplo 7.9 


Determine el centroide del volumen de la figura 7,21. 


Figura 7.21 y 


SOLUCIÓN 


Selección de las partes El volumen consiste en un cono y un cilindro, 
que llamamos parte 1 y parte 2 respectivamente, 


y Determinación de los valores de las partes El centroide y el volumen 
del cono se incluyen en el apéndice C. Las coordenadas x de los centroides de 
las partes se muestran en la figura (a), y la información para determinar la 
coordenada x del centroide se resume en la tabla 7.4. 


Tabla 7.4 Datos para determinar Y 
A O A 


Parte 2 (cilindro) (h+ i (rR? - 


(a) Coordenadas x de los centroides del 
cono y el cilindro. 


Cálculo del centroide La coordenada x del centroide del volumen com- 
puesto es 


AA (30) (AR 1) + (h + $b) (x Rb) 
V +y ia R°h + n R’b 


Debido a la simetria, F = 0 yZ = 0. 


Ejemplo 7.10 


Determine el centroide del volumen de la figura 7.22. 


SOLUCIÓN 


Selección de las partes Podemos dividir el volumen en las cinco partes 
de la figura (2). La parte 5 es el volumen del agujero de 20 mm de diámetro, 
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Determinación de los valores de las partes Los centroides de las 
partes 1 y 3 se localizan en los centroides de sus secciones transversales simi- 
circulares (Fig. b). En la tabla 7.5 se resume la información para determinar 
la coordenada x del centroide. La parte 5 es un volumen negativo. 


Tabla 7,3 Datos para determinar Xx 


Gi (mm) | Yi mm’) 


4(25) r(25y 4(25)1 [xr(25y 
me 2 | o [2/20] 


100 (200)(50)(20) (100)[(200)(50)(20)] 


2 2 
pta lam ata e [200.+ a] ka an) 


da 2 3d 2 
7.25) (40) 


—x(10)*(20) —(200)[æ (10)*(20)] 


Cálculo del centroide La coordenada x del centroide del volumen com- 
puesto es 


Xi Vi + XVa + X3 V3 + X4 Va + Xs Vs 
Kit h Ya T Vat Vs 


(3 Ez 20] + (100)1200)(50)(20)] 


Sr 


e — 


+ [200 4 ea] ES œ| + (0) — (200)[7(10)(20)] | 


2 25 2 
TII 20) + (20015020) + E (20) + 7 (25)(40) — (10)*020) 
= 72.77 mm. 


Las coordenadas z de los centroides de las partes son iguales a cero, excepto 
z, = 30 mm. Por consiguiente, la coordenada z del centroide del volumen 
compuesto es 
a 24 Va 
TO VHV +y +V + 

30l (25) (40)] 


Ho + (20015020) + ZE 20 HENAO — x (10720) 


= 7.56 mm. 


Debido a la simetría, y = 0. 
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mm 


VISTA DE EXTREMO 


Figura 7.22 


fa) División del volumen en cinco partes. 


x 


425) mnm [-—200 mm —+]| 225 mm 
3x 3r 


(b) Posiciones de los centroides de las 
partes ] y 3, 


360 CAPÍTULO 7 CENTROIDES Y CENTROS DE MASA 


im 


(40)(9.81) N 


(40109.81) N 


L-0,5 en 0.5 Bol 


(a) Colocación de los pesos de los 
segmentos rectos en sus centros de 


masa. 
y 


-0.5 m- 


(b) Centroides de los segmentos rectos del 


eje. 
y 


Im 


€ (80)(9.81) N 


Ay 
L— 0.75m - 


(Cc) Colocación del peso de la barra en su 
centro de masa. 


| Ejemplo 7.11 | 


La masa de la barra homogénea esbelta de la figura 7.23 es de 80 kg. ¿Qué 
valor tienen las reacciones en A y B? 


ESTRATEGIA 


Determinamos las reacciones de dos maneras: 


Primer método Representamos el peso de cada segmento recto de la barra 
con una fuerza que actúa en el centro de masa del segmento. 


Segundo método Determinamos el centro de masa de la barra determi- 
nando el centroide de su eje y representando el peso de la barra con una sola 
fuerza que actúa en el centro de masa. 


SOLUCIÓN 
Primer método En el diagrama de cuerpo libre de la figura (a), colocamos 


la mitad del peso de la barra en el centro de masa de cada segmento recto. De 
las ecuaciones de equilibrio 
EF, =A B=D, 
EF, = A, — (40)(9.81) — (40)(9.81) = 0, 
E Mimun a = (1)B — (1)(40)(9.81) — (0.5)(40)(9.81) = 0, 
obtenemos A, = 588.6 N, A, = 784.8 N y B = 588.6 N. 
Segundo método Podemos tratar el eje de la barra como una linea com- 


puesta de dos segmentos rectos (Fig. b). Las coordenadas del centroide de la 
línea compuesta son 


AL tiL: 0.50) +00) 


= = 0.75 m, 
Li+ L: 1+1 PR 


mi 
Il 


JLi + YaLa _ (0101) + (0.5101) 
Litl 1+1 


= 0.25 m. 


ti 


En el diagrama de cuerpo libre de la figura (c) colocamos el peso de la barra 
en su centro de masa. De las ecuaciones de equilibrio 


EF, =A,-B=0, 
EF, = A, — (8019.81) =0, 
EM puno 4) = (1)8 — (0.751(80)(9.81) = 0, 


obtenemos de nuevo A, = 588.6 N, A, = 784,8 N y B = 588.6 N. 
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Ejemplo 7.12 


La pieza está compuesta de dos barras homogéneas. La barra 1 es de una 
aleación de tungsteno con densidad de 14 000 kg/m, mientras que la barra 2 
es de acero con densidad de 7800 kg/m?. Determine el centro de masa. 


Figura 7.24 


Parte de máquina en forma de L que 
consiste en dos barras homogéneas. 


SOLUCIÓN 


El volumen de la barra l es 


(80)(240)(40) = 7.68 x 10% mm? = 7.68 x 1074 m? 


por lo que su masa es (7.68 x 1079.4 x 10% = 10.75 kg. El centro de 
masa de la barra 1 coincide con el centroide de su volumen, X, = 40 mm, Pi 
= 120 mm, z, = 0. 

La barra 2 tiene el mismo volumen que la barra I y su masa es (7.68 x 
10-%(7.8 x 10%) = 5.99 kg. Las coordenadas de su centro de masa son X, = 
200 mm, Y, = 40 mm, 2, = 0. Usando la información resumida en la tabla 
7.6, obtenemos la coordenada x del centro de masa, 


AP AAA A A. 
De a 10.75 + 5.99 asi 


y la coordenada y, 


Fm, + yom — (120)(10,75) + (40)(5.99) 


= =01.4 E 
Pie ii 10.75 + 5.99 a 


j= 


Debido a la simetria del cuerpo, z = 0. 


Tabla 7.6 Datos para determinar el centro de masa 


AE um (mm-kg) 
Bara on To cora | 


(0065. 99) 


um, (mm-kg) | 


(120+(10.75) 
(401(5.99) 
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Ejemplo 7.13 l a i 


En la figura 7.25 el cuerpo compuesto consiste en una barra soldada a un 
cilindro. La barra homogénea es de aluminio (peso especifico = 168 lb/pie?) 
y el cilindro homogéneo es de bronce (peso especifico = 530 lb/pie*). Deter- 
mine el centro de masa del cuerpo. 


Figura 7.25 


-— 10 pulg —| gi |- ¿pe 
i2 pul Y 


VISTA LATERAL VISTA FRONTAL 


ESTRATEGIA 


Podemos determinar el peso de cada una de las partes homogéneas multipli- 
cando su volumen por su peso específico. Sabemos también que el centro de 
masa de cada parte coincide con el centroide de su volumen. El centroide del 
cilindro se localiza en su centro, pero debemos determinar la localización 
del centroide de la barra tratándola como un volumen compuesto. 


SOLUCIÓN 


El volumen del cilindro es 12[r(4? — 1(2)] = 452 pulg? = 0.262 pie’, por lo 
que su peso es 


Wicitinaro) = (0.2621(530) = 138.8 lb. 
La coordenada x de su centro de masa es Xtciinaro) = = 10 pulg. 
El volumen de la barra es (10X82) + ir(4¥ (2) = ¿HAPO) = = 160 pulg? = 
0.0926 pie? y su peso es 
Weara = (0.09261(168) = 15.6 Ib. 
Podemos determinar el centroide del volumen de la barra tratando ésta co- 


mo un volumen compuesto que consta de tres partes (Fig. a). La parte 3 es un 
“recorte” semicircular. Los centroides de la parte 1 y del recorte semicircular 
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< 


10 pulg - 


(a) División de la barra en tres partes. (b) Centroides de las dos partes 
semicirculares. 


Tabla 7.7 Datos para determinar la coordenada x del 
centroide de la barra 


Ż y, (pulg) 


at -— [$42] 
Parte 2 (08) Ea 


Parte 3 -$x (4) (2) -fio - 2! [3-40] 


3 se localizan en los centroides de sus secciones transversales semicirculares 
(Fig. b). Usando la información resumida en la tabla 7.7, tenemos 


XIV + XV, +X3V5 


Mbarray = V; mE Va TE A 


_H4) 


37 [22(070)] + 510108121 — |10- 2] [ira] 


17(4)(2) + C02) — ir 2) 


1.86pulg. 
Por consiguiente, la coordenada x del centro de masa del cuerpo compuesto es 


Pa X barra bara i Xiciiindroj P teitindro) 

Waray + W icitindro) 
_ (1.86)(15.6) + (10X138.8) 
= 15.6 + 138.8 = BylBipule. 


Debido a la simetria de la barra, las coordenadas y y z de su centro de masa 
son» =0Dyz =0, 


E 


AAA l zs AA 


1 
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Ejemplo 7.14 


Aplicación a la ingeniería 


Centros de masa de vehiculos 


Un automóvil se coloca sobre una plataforma que mide la fuerza normal 
ejercida por cada neumático en forma independiente (Fig. 7.26). En la tabla 
7.8 se muestran los pesos registrados con las plataformas horizontal e inclina- 
da a œ = 15°. Determine la posición del centro de masa del automóvil. 


Tabla 7.8 Mediciones de las fuerzas normales ejercidas 
por los neumáticos 


AOOO <A 
Distancia entre ejes = 111 pulg Cargas medidas 
Ancho entre ruedas = 60.9 pulg (lb) 


-— 


Rueda frontal izquierda, N, F 


des Rueda frontal derecha, Npp 1130.2 | 988.3 
Ec Rueda trasera izquierda, N; g 


Rueda trasera derecha, Nor 


o m =s 


Distancia entre ejes 


Figura 7.26 SOLUCIÓN 


Dibujamos el diagrama de cuerpo libre del automóvil con la plataforma en 
posición horizontal (Figs. a y b). El peso del automóvil es 


W = Nir + Ne + Mir + Nan = 1147.5 + 1130.2 + 812.2 + 800.1 
= 3890.0 lb. 
De la figura (a), obtenemos la ecuación de equilibrio 
EM ej 2) = (Distancia entre ejes Mp + Nge) -XW = 0, 
de la que podemos despejar x: 


(Distancia entre ejesíiN_p + Mp) (110(3147.5 + 1130.2) 
W y 3890.0 


x= = 65.0 pulg. 


De la figura (b), 


EM = ZW — (Ancho entre ruedas)(Vpp + Neg) = 0, 
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de la que podemos despejar Z: y 


(Ancho entre ruedas (Ngp + Neg) — (60.9(1130.2 + 800.1) 
W e~ 3890.0 


Z= 


= 30.2 pulg, 


Ahora que conocemos Y, podemos determinar Y a partir del diagrama de 
cuerpo libre del automóvil cuando la plataforma está inclinada (Fig. c}. De la 


ecuación de equilibrio Nir+Nar Niur+Npp 
Distancia _ 
EM = (Distancia entre ejes We + Nay) + JW sen 15% — FW cos 15% ' I 
Ce (a) Vista lateral del diagrama de cuerpo 
a libre con la plataforma horizontal. 
obtenemos 
- _ XW cos 15° — (Distancia entre ejesXNip + Npr} y 
g= Wsen15? 
e) (65.0)(3890.0)cos 15° — (111)(1003.4 + 988.3) — 23.0 pul 
z (3390) sen 15° A g 
Observe que no podríamos haber determinado F sin las mediciones hechas E 
con el automóvil en la posición inclinada. Nge + Nart Nurt Nor 
E Ancho, 
= t 
CONSIDERACIONES DE DISEÑO MEH 


ruedas 
El centro de masa de un vehículo afecta su operación y desempeño. Las fuer- 
zas ejercidas sobre las suspensiones y ruedas de los automóviles y vagones de 
trenes, las tracciones que generan $us ruedas, así como sus comportamientos 
dinámicos, dependen de las posiciones de sus centros de masa. El comporta- 
miento de los aeroplanos depende de las posiciones de sus centros de masa, y 
no pueden volar a menos que sus centros de masa se encuentren dentro de los 
límites prescritos. Al diseñar vebiculos, la posición del centro de masa es uno 
de los parámetros que determinan su configuración y la disposición de sus 
partes. Al probar nuevos diseños de vehículos terrestres y aéreos, la posición 
del centro de masa depende de la configuración del vehículo particular y de 
los pesos y posiciones de sus partes y de los pasajeros. Suele ser necesario 
localizar experimentalmente el centro de masa, por medio de un procedimien- 
to como el que hemos descrito. Tales medidas experimentales se usan tam- 
bién para verificar las posiciones de los centros de masa predichos por los 
cálculos efectuados durante el diseño, 


(b) Vista frontal del diagrama de cuerpo 
libre con la plataforma horizontal. 


3 SA [c) Vista lateral del diagrama de cuerpo 
libre con la plataforma inclinada. 


yl 
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Problemas ¡q 


En los problemas 7.38 a 7.46 determine los centroi- 
des de las dreas. 


P7.40 
P7.38 
pa 
enp P7.A1 
pa y 
— x 
P7.39 
x 
P7.42 
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P7.46 


7.47 Se tienen las dimensiones b = 40 mm y k = 20 mm. 
Determine la coordenada y del centroide del área mostrada. 


o 
L 200 mm == 1] 
i E — JN è - == h 
dt A 
6pulg! 6pulg! 6pu 


P7.44 


120 mm 


P7.47 


7.48 El área del problema 7.47 es la sección transversal de 
una viga. Si la sección transversal de la viga es A = 0.01 m? y 
la coordenada y del centroide del área es P = 80 mm, ¿qué 
valor tienen las dimensiones b y A? 


x 


veias 


P7.45 
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Problemas 7.49-7.51: se muestran las tres velas de un 
velero. Las coordenadas de los puntos están en 
pies. 


Los agujeros tienen 3 pulg de diámetro 


P7.49 


7.89 Determine el centroide de la vela 1. 
7.50 Determine el centroide de la vela 2 (véase el Prob. 7.49). 
7.51 Determine el centroide de la vela 3 (véase el Prob. 7.49). 


En los problemas 7.52 a 7.57 determine los centroi- 
des de los volúmenes. 


P7.54 


Y rom 60 mm — 


7 P7.52 
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P7.57 


P7.55 


7.58 Las dimensiones {en metros} del vehiculo espacial Ge- 
mini mostrado en la figura son: € = 0.70, b = 0.88, c = 
0:74 d = 0.988,e = 1.82, f = 220, r = Ayh = 2.98. 
Determine el centroide de su volumen. 


P7.58 
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En los problemas 7.59 a 7.61 determine los centroi- 7.62 La parte semicircular de la barra homogénea y esbelta 
des de las lineas. descansa en el plano x-z mostrado. Determine el centra de 


masa de la barra, 


4 [pulg 


8 pulg  ———. 
| P7.59 


7.63 El siguiente teorema noes verdadero: "EI centroide de 
cualquier área coincide con el centroide de la línea que forma 
su frontera”. Demuestre la falsedad del teorema por medio 
de un contraejemplo, es decir, encuentre un ejemplo en el que 
no se cumpla tal aseveración. 


7.64 Se muestran las posiciones de los centros de tres esfe- 
ras homogéneas de radios iguales. La densidad de la esfera 1 
es Po, la densidad de la esfera 2 es 1.2 py y la densidad de la 
esfera 3 es 1.4 pp. 

x (a) Determine el centroide del volumen de las tres esferas. 
(b) Determine el centro de masa de las tres esferas. 


P7.60 
x 
I 
3 (3,3, 2) pie 
y 
2 
z (5, 0, 5) pie 
x 

' P7.64 
-— 80 mm — 40 mm ++ - 80 mm — 40 mm [— 

P7.61 
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7.65 El cilindro circular mostrado está hecho de aluminio 
(AD con densidad de 2700 kg/m? y hierro (Fe) con densidad 
de 7860 kg/m?, 

(a) Determine el centroide del volumen del cilindro. 

(b) Determine el centro de masa del cilindro. 


P7.65 


7.66 El tubo cilíndrico mostrado está hecho de aluminio 
con densidad de 2700 kg/m?. El tapón cilíndrico está hecho 
de acero con densidad de 7800 kg/m'. Determine las coorde- 
nadas del centro de masa del cuerpo compuesto. 


y y 
An 
mm 
—x ł— 
. 35 mm 
_ 190 100 
mm mm A+ 
Sección A-A P7.66 
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7.67 Una máquina consta de tres partes. Las masas y las 
posiciones de los centros de masa de las partes son 


Parte Masa, ke X,mm >P,mm ł, mm 
l 2.0 100 50 —20 
2 4.5 150 70 0 
3 205 180 30 0 


Determine las coordenadas del centro de masa de la máquina. 


7.68 Una máquina consta de tres partes. Las masas y las 
posiciones de los centros de masa de dos de las partes son 


Parte Masa, kg Xx,mm þf, mm ž, mm 
1 2.0 100 50 20 
2 4.5 150 70 0 


La masa de la parte 3 es de 2.5 kg. El ingeniero encargado del 
diseño quiere colocar la parte 3 de modo que el centro de ma- 
sa de la máquina tenga las coordenadas x = 120 mm, F = 80 
mm, yZ = O. Determine la posición requerida para el centro 
de masa de la parte 3. 


7.69 La placa homogénea mostrada pesa 500 N. Determine 
las reacciones en los soportes A y B. 
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7.70 Este esquema sirve para determinar la posición del 
centro de masa de una persona. Un tablón horizontal tiene un 
soporte de pasador en 4 y descansa en una balanza que regis- 
tra pesos en B. La distancia AB es de 90 pulg. Cuando la per- 
sona no está sobre la balanza, ésta registra 20 lb. 

(a) En la posición (1), la balanza registra 98 lb. ¿Cuál es la 
coordenada x del centro de masa de la persona? 

(b) En la posición (2), la balanza registra 94 lb. ¿Cuál es la 
coordenada x del centro de masa de la persona? 


P7.70 


7.71 El área de la placa homogénea mostrada es de 10 pie”, 
Las reacciones verticales sobre la placa en A y B son de 80 lb 
y 84 lb respectivamente. Suponga que se quieren igualar las 
reacciones en A y A taladrando un agujero de 1 pie de diáme- 
tro en la placa. ¿A qué distancia horizontal de A debe estar el 
agujero? ¿Qué valor tienen las reacciones resultantes en 4 y R? 


P7.71 


7.72 Si el camión está descargado, las reacciones totales en 
las ruedas son A = 12 klb y B = 8 klb. La carga de grava 
pesa 100 Ib/pie*. La dimensión de la carga en la dirección z es 
de 10 pies y el perfil de su superficie, dado por la función 
mostrada, no depende de z. ¿Qué valor tienen las reacciones 
totales del camión cargado en las ruedas? 


y =5-0.48x + 0,021? 
/ 


P7.72 


Los problemas 7.73 a 7.76 están relacionados con el 
ejemplo 7.14. 


7.73 Un baúl de 200 lb se pone en la cajuela del automóvil 
descrito en el ejemplo 7.14. La posición del centro de masa 
del baúl está dada por Xx, = —21.0 pulg, y, = 30.0 pulg yz, = 
12.0 pulg. Si se considera al baúl como parte del automóvil, 
¿cuál es la posición del centro de masa del automóvil? 


7.74 Un grupo de estudiantes de ingeniería construye un 
dispositivo del tipo descrito en el ejemplo 7.14 y lo usa para 
determinar el centro de masa de un vehiculo. Los datos que 
obtienen se muestran en la siguiente tabla: 


Distancia entre ejes = 36 pulg 


Ancho entre ruedas = 30 pulg Cargas medidas (lb) 


Rueda frontal izquierda, N, p 
Rueda frontal derecha, Nay 

Rueda trasera izquierda, N; y 
Rueda trasera derecha, Vir 


Determine el centro de masa del vehículo. Use el mismo siste- 
ma coordenado que en el ejemplo 7.14, 
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7.75 Con el motor retirado, la masa del automóvil es de 
1100 kg y su centro de masa está en C. La masa del motor es 
de 220 kg. (a) Se quiere situar el centro de masa £ del motor 
de manera que el centro de masa del automóvil quede a la 
mitad de la distancia entre las ruedas frontales A y las trase- 
ras B. ¿Qué valor debe tener b? (b) Si el automóvil se estacio- 
na sobre una pendiente a 15% de cara a ésta, ¿qué valor tiene 
la fuerza normal ejercida por el suelo sobre las ruedas B? 


P7.75 


7.76 El avión de la figura se encuentra estacionado con su 
tren de aterrizaje descansando sobre balanzas. Los pesos re- 
gistrados en 4, B y C son 30 kN, 140 kN y 146 kN respectiva- 
mente. Después de que el avión se carga con un contenedor, 
los pesos registrados en 4, B y C son 31 KN, 142 kN y 147 kN 
respectivamente. Determine la masa y las coordenadas Xx y y 
del centro de masa del contenedor. 


P7.76 
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Proyecto 7.1 Construya una placa delgada homogénea con 
la forma mostrada. (Use el cartón de una libreta, Trate que la 
placa resulte lo más grande posible.) Calcule la posición del 
centro de masa de la placa. Midiendo con el mayor cuidado 
posible, marque con claridad el centro de masa en ambos la- 
dos de la placa. Luego lleve a cabo el siguiente experimento. 


> H | 
Proyecto 7.1 


(a) Coloque la placa sobre un dedo (Fig. a) y observe que se 
equilibra sobre su centro de masa. Explique esto dibujando 
un diagrama de cuerpo libre de la placa. 

(b) Este experimento requiere una aguja, un tramo de cuerda 
y un pequeño peso. Una el peso a un extremo de la cuerda y 
haga un lazo pequeño cn el otro extremo. Inserte la aguja en 
la placa en cualquier punto que no sea el centro de masa. Sos- 
tenga horizontalmente la aguja de modo que la placa cuelgue 
con libertad de ella (Fig. b). Use el lazo para colgar el peso de 
la aguja y deje que cuelgue libremente de mado que la cuerda 
se encuentre a lo largo de la cara de la placa. Observe que la 
cuerda pasa por el centro de masa de la placa. Repita este ex- 
perimento varias veces, insertando la aguja en varios puntos 
de la placa, Explique los resultados de este experimento dibu- 
jando un diagrama de cuerpo libre de la placa. 

(c) Sostenga la placa de modo que el plano de ésta sea verti- 
cal, y láncela hacia arriba haciéndola girar como un frisbee. 
Observe que la placa gira alrededor de su centro de masa. 


(a) (b) 
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7.3 Teoremas de 
Pappus-Gulidinus 


e 


(c) 


Figura 7.27 


(a) Una linea £ y la ordenada de su 
centroide. 

(b) Superficie generada al hacer girar la 
línea L alrededor del eje x, y trayectoria 
seguida por el centroide de la línea. 

(c) Un elemento d£ de la línea y el 
elemento dA que genera. 


En esta sección presentaremos dos teoremas de gran utilidad que relacio- 
nan las superficies y volúmenes de revolución con los centroides de las 
lineas y áreas que los generan. 


Primer teorema 


Sea una línea £ en el plano x-y (Fig. a). Sean x, y las coordenadas del 
centroide de la línea. Podemos generar una superficie haciendo girar la 
línea alrededor del eje x (Fig. b). Como la línea gira alrededor del eje x, 
su centroide se mueve en una trayectoria circular de radio y, 

El primer teorema de Pappus-Guldinus establece que el área de la su- 
perficie de revolución es igual al producto de la distancia que el centroj- 
de de la línea recorre y la longitud de la línea: 


A=2x5L. (7.20) 


Para demostrar este resultado, observamos que conforme la línea gira 
alrededor del eje x, el área d4 generada por un elemento gL de la línea 
es dA = 27y dL, donde y es la ordenada del elemento dL (Fig. 7.270). 
Por consiguiente, el área total de la superficie de revolución es 


A=? f yal. (7.21) 
L 


De la definición de la coordenada y del centro de la linea, 


fra 
=t, 
fa 
È 


obtenemos 


fras 
E 


Sustituyendo en la ecuación (7.21), obtenemos la ecuación (7.20). 


Segundo teorema 


Sea un área 4 en el plano x-y (Fig. 7.284). Sean x, y las coordenadas del 
centroide del área. Podemos generar un volumen haciendo girar el área 
alrededor del eje x (Fig. 7.28b). Conforme el área gira alrededor del eje 
x, su centroide recorre la trayectoria circular de longitud 2x7. 

El segundo teorema de Pappus-Guldinus establece que la magnitud Y 
del volumen de revolución generado es igual al producto de la distancia 
que recorre el centroide del área y la magnitud del área: 


Y =2r5 54. (7.22) 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


Al girar el área alrededor del eje x, el volumen dV generado por un ele- 
mento dA del área es dV = 2ry dA, donde y es la ordenada del elemen- 
to dA (Fig. 7.280). Por consiguiente, el volumen total es 


V =2x f ydA. (7.23) 
A 


De la definición de la coordenada y del centroide del área, 


| ydA 
A 


j=—, 
i da 
A 
obtenemos 


f y 2s=5a. 
À 


Sustituyendo este resultado en la ecuación (7.23), obtenemos la ecuación 
(7.22). 
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Figura 7.28 


(a) Un área A y la ordenada de su 
centroide. 

(b) El volumen generado cuando gira el 
área A alrededor del eje x y la trayectoria 
seguida por el centroide del área. 

(c) Elemento 44 del área y elemento de 
volumen dV que genera. 


376 CAPÍTULO 7 CENTROIDES Y CENTROS DE MASA 


Figura 7.29 


Ejemplo 7.15 


Utilice los teoremas de Pappus-Guldinus para determinar el área A y el volu- 
men V del cono de la figura 7.29. 


ESTRATEGIA 


Podemos generar la superficie curva del cono haciendo girar una línea recta 
alrededor de un eje, y podemos generar su volumen haciendo girar un área 
triangular alrededor del eje. Como conocemos los centroides de la linea recta 
y del área triangular, podemos usar los teoremas de Pappus-Guldinus para 
determinar el área y el volumen del cono. 


SOLUCIÓN 

Al girar la línea recta alrededor del eje x se genera la superficie curva del 
cono. La coordenada y del centroide de la linea es y, = 3R, y su longitud es 
L = Yh? + R?. El centroide de la línea recorre una distancia 27 y, conforme 
la línea gira alrededor del eje x; asi, el área de la superficie curva es 


QryL =r Ry h + R. 


(a) La línea recta que genera la superficie y 
curva del cono. 


h - 
Obtenemos el área total A de la superficie del cono añadiendo la suma del área 
de la base, 


A=rRVŻ+R + rR. 
Si el área triangular en la figura (b) gira alrededor del eje x se genera el volu- 


men V. La coordenada y de su centroide es y, = R, y Su área es A = ¿AR, 
por lo que el volumen del cono es 


1 
V = (27 P1)A = gar”. 


(b) El área que genera el volumen del y 


cono. 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


7.3 TEOREMAS DE PAPPUS-SULDINUS 


AAA templo 7.16 MEA A 


La circunferencia de una esfera de radio R es 27R, su área es dr R? y su volu- 
men es TR. Use esta información para determinar: (a) el centroide de una 
linea semicircular; (b) el centroide de un área semicircular. 


ESTRATEGIA 

Al girar una línea semicircular alrededor de un eje se genera un área esférica, 
y al girar un área semicircular alrededor de un eje se genera un volumen esfé- 
rico. Conociendo el área y el volumen generados, podemos usar los teoremas 
de Pappus-Guldinus para determinar los centroides de la línea y del área ge- 
neratrices. 


SOLUCIÓN 


(a) Al girar la línea semicircular en la figura (a) alrededor del eje x se genera 
el área de una esfera. La longitud de la línea es £ = mR, y y, es la ordenada 
de su centroide. El centroide de la línea recorre una distancia 2x3, , por lo 
que el área de la esfera es 


Or = 21 R5,. 


igualando esta expresión al área 4r R}, determinamos Py: 


(b) A! girar el área semicircular en la figura (b) se genera el volumen de la es- 
fera. El área del semicírculo es A = ¿TR?, y J es la ordenada de su centroide. 
El centroide recorre una distancia 27yg, por lo que el volumen de la esfera es 


(QAYSA = PR 5s. 


ÉS 4 
igualando esta expresión al volumen E obtenemos 


COMENTARIO 


Si se puede obtener un resultado usando los teoremas de Pappus-Guidinus, se 
ahorrará tiempo y esfuerzo en comparación con otros métodos. Compare €s- 
te ejemplo con el ejemplo 7.5, en el que se usó integración para determinar el 
centroide de una línea semicircular. 


AAA AAARAkúk = >= e A a la a AS 
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Figura 7.30 


Y 


(a) Giro de una línea semicircular 
alrededor del eje x. 


+ 
4 A 

í Xx 

| 


(b) Giro de un área semicircular 
alrededor del eje x. 
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7.77 Use los teoremas de Pappus-Guldinus para determinar 
el área lateral A y el volumen F de un cilindro circular de lon- 
gitud È y radio R. 


7.78 Use el segundo teorema de Pappus-Guldinus para de- 
terminar el volumen generado al girar la línea alrededor del 
ejex mostrado. 


y 


P7.78 


7.79 Use el primer teorema de Pappus-Guldinus para deter- 
minar el área de la superficie generada al girar la línea del 
problema 7.78 alrededor del eje x. 


Problemas 7.80-7.83 
7.80 Use el segundo teorema de Pappus-Guldinus para de- 


terminar el volumen generado al girar la curva alrededor del 
eje x mostrado. 


P7.80 


7.81 Use el segundo teorema de Pappus-Guldinus para de- 
terminar el volumen generado al girar la curva alrededor del 
eje y (véase P7.80). 


7.82 La longitud de la curva es L = 1.479, y el área gene- 
rada cuando gira alrededor del eje x es 4 = 3.810. Use el 
primer teorema de Pappus-Guldinus para determinar la coor- 
denada y del centroide de la curva (véase P7.80). 


7.83 Use el primer teorema de Pappus-Guldinus para deter- 
minar el área de la superficie generada al girar la curva alre- 
dedor del eje y (véase P7.80). 


7.84 Una tobera para el motor de un gran cohete se diseña 
girando la función y = a — 197 alrededor del eje y. Use el 
primer teorema de Pappus-Guldinus para determinar el área 
de la superficie lateral de la tobera. 


— 5pie —-. 
P7.84 


7.85 Un volumen de revolución se obtiene girando alrede- 
dor del eje y el área entre la función y = $x”? y el eje y. Use 
el segundo teorema de Pappus-Guldinus para determinar su 
volumen. 


hom 


P7.85 


7.86 Use el primer teorema de Pappus-Guldinus para deter- 
minar el área de la superficie curva del volumen de revolución 
del problema 7.85. 
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7.87 El volumen de revolución de la figura tiene un agujero 
de radio R. 

(a) Use la integración para determinar su volumen. 

(b) Use el segundo teorema de Pappus-Guldinus para deter- 
minar su volumen. 


7.88 Con base en la figura P7.88, determine la magnitud 
del volumen de revolución. 


P7.87 
P7.88 


7.89 Determine el área de la superficie del volumen de revo- 
lución del problema 7.88. 


7.90 Determine el área de la superficie de revolución obte- 
nida al hacer girar la linea en el problema 7.61 alrededor del 
eje x. 


Resumen del capitulo 
Centroides 


EI centroide es Ia posición del peso ponderado. Las coordenadas del 
centroide de un área Á en el plano x-y son 


fraa f aa 
A 


i= La, =A, Ees, (7.6), (7.7) 
Í dA / dA 
A A 
Las coordenadas del centroide de un área compuesta de partes Aj, Az... 
son 
HA YA, 
- i j 
X RE n KÁ 


a 3 y = in Ec. (7.15) 


i i 
Ecuaciones similares definen los centroides de volúmenes (Ecs. 7.8 y 
7.16) y de líneas (Ecs. 7.9 y 7.17). 


Centros de masa 


El centro de masa de un cuerpo es el centroide de su masa. El peso de un 
cuerpo se puede representar con una sola fuerza equivalente actuando en 
su centro de masa. 
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La densidad p se define de manera tal que la masa de un elemento 
diferencial de volumen es d'm = pdV. Un cuerpo es homogéneo si su 
densidad es uniforme en todo su volumen. El peso especifico Y= gp. 

Las coordenadas del centro de masa de un cuerpo son 


f orav fav 

v 5 V 

a SARA 
foa lipar 
y Jv 


El centro de masa de un cuerpo homogéneo coincide con el centroide de 
su volumen. El centro de masa de una placa homogénea de espesor uni- 
forme coincide con el centroide de su área. El centro de masa de una 
barra homogénea esbelta de sección transversal uniforme coincide apro- 
ximadamente con el centroide del eje de la barra. 


Ec. (7.13) 


Teoremas de Pappus-Guldinus 


Primer teorema Sea L una línea en el plano x-y con centroide X, F. 
El área A de la superficie generada al girar £ alrededor del eje x es 


A=2xy£. Ec. (7.20) 


Segundo teorema Sea A un área en el plano x-y con centroide x, y. 
El volumen V generado al girar A alrededor del eje x es 


V =2TjA. Ee. (7.22) 


Problemas de repaso | 


7.91 La masa de la Luna es 0.0123 veces la masa de la Tie- 7.93 Determine la coordenada x del centro de masa de la 
rra. Si el centro de masa de la Luna está a 238 000 millas del placa homogénea de acero mostrada. 

centro de masa de la Tierra, ¿qué distancia hay del centro de 

masa de la Tierra al centro de masa del sistema Tierra-Luna? 


7.92 Determine la coordenada x del centro de masa de la 


placa homogénea de acero mostrada. 20 mm 
may f 


[i 
20 mm 
A 


| 
20 mm 


j- 80 mm -—— - 


P7.93 


50 mm P7.92 
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7.94 Determine la coordenada y del centro de masa de la 
placa homogénea de acero del problema 7.93. 


7.95 Calcule el centroide del volumen de la configuración 
de retorno de la Luna del 4Apofo (sin incluir la tobera de su 
cohete) considerándolo como un cono y un cilindro. 


P7.95 


7.96 La configuración de la tobera de la configuración de 
retorno del cohete lunar Apolo se obtiene en forma aproxi- 
mada haciendo girar la curva mostrada alrededor del eje x. 
En función de las coordenadas indicadas, determine el cen- 
troide del volumen de la tobera. 


y= 1.15 + 0,43x- 0.011? 
\ 


A 


j. 9.3 pie 7 


P7.96 


PROBLEMAS DE REPASO 381 


7.97 Si se amarra una cuerda a la barra en A y se permite 
que la barra mostrada cuelgue libremente, ¿cuál será el ángu- 
lo entre AB y la vertical? 


e” 


| 
| $pulg | P7.97 


7.98 La placa es de espesor uniforme y está hecha de un 
material homogéneo cuya masa por unidad de área de la pla- 
ca es de 2 kg/m?. Las reacciones verticales en A y B son 6 N 
y HO N respectivamente. ¿Qué valor tiene la coordenada x del 
centroide del agujero? 


i 2m j P7.98 
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7.99 Determine el centro de masa de la lámina de metal ho- 7.101 Determine el centro de masa del cuerpo homogéneo 
mogénea mostrada. mostrado. 


5 pulg 


z VISTA SUPERIOR 


1 pulg 
E 


2 pul 
y 2 pulg 


o 
3P 
EN 


VISTA LATERAL 
P7.101 


P7.99 


7.102 Determine la magnitud del volumen de revolución de 
la figura P7.101. 


7.100 Determine el centro de masa del cuerpo homogéneo 
mostrado. 


EL 


7.103 Determine el área de la superficie del volumen de re- 
volución del problema 7.102. 
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7.104 Un grupo de estudiantes participa en un evento en el 
que cuatro de ellos deben estar de pie sobre una plataforma 
circular que tiene un soporte de bola y cuenca en el centro, 
con soportes adicionales en el borde. Los estudiantes A y B 
están de pie en los puntos mostrados. Conociendo las coorde- 
nadas de los puntos en que A y B están situados, el equipo 
debe calcular las coordenadas de los puntos en que los estu- 
diantes C y D deben colocarse para que el centro de masa de 
los cuatro estudiantes se halle en el centro de la plataforma. 
Los soportes en el borde de la plataforma se quitan y si hubo 
algún error en los cálculos, la plataforma se inclinará y los 
estudiantes resbalarán hacia un tanque de lodo. Los pesos de 
los estudiantes son: Wa = 182 lb, Wy = 122 Ib, Wg = 165 lb 
y Wp = 124 lb. Determine las coordenadas de los puntos 
donde C y D deben situarse para no inclinar la plataforma. 


AN 


(3, 3) pie 


P7.104 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


PROBLEMAS DE REPASO 383 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


e prueban dos vigas del 
mismo material, igual 

a longitud e igual área 
transversal, pero con diferen- 
tes formas en sus secciones 
transversales. Si se someten a 
cargas verticales idénticas, la 
viga izquierda se deflexiona- 
rá menos por la forma de su 
sección transversal. La pro- 
piedad del área de una sección 
transversal que determina la 
resistencia a la flexión res- 
pecto a un eje particular de 
una viga se denomina mo- 
mento de inercia del área, 
propiedad que analizaremos 
en este capitulo. 


| Capítulo 8 


Momentos de 
inercia 


kis cantidades llamadas momentos de inercia apare- 


cen con frecuencia en los análisis de problemas 
de ingeniería. Por ejemplo, los momentos de inercia de 
áreas se utilizan en el estudio de fuerzas distribuidas y 
en el cálculo de deflexiones de vigas. El momento ejer- 
cido por la presión sobre una placa plana sumergida se 
puede expresar en términos del momento de inercia del 
área de la placa. En dinámica, los momentos de inercia 
de masa se usan para calcular los movimientos rotato- 
rios de objetos. Para estudiar estas aplicaciones, los 
momentos de inercia deben ser parte de nuestro ‘‘voca- 
bulario”” técnico. 

En este capítulo presentamos tanto los momentos de 
inercia de áreas como los momentos de inercia de masa. 
Mostraremos cómo calcular los momentos de inercia de 
áreas simples o de cuerpos y luego usaremos resultados 
llamados teoremas de los ejes paralelos para calcular 
los momentos de inercia de áreas O cuerpos más com- 
plejos. 


385 
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8.1 Definiciones 


Los momentos de inercia de un área son integrales de forma similar a la 
de las usadas para determinar el centroide de un área. Sea un área A en 
el plano x-y (Fig. a). Definimos cuatro momentos de inercia de A: 


1, Momento de inercia respecto al eje x: 


(a) (8.1) 


donde y es la ordenada del elemento diferencial de área dA (Fig. 
8.1b). Este momento de inercia se expresa a veces en términos del 
radio de giro respecto al eje x, k, definido por 


x = kA. (8.2) 


2. Momento de inercia respecto al eje y: 


(3.3) 


Figura 8.1 
(a) Área A en el plano xy. 


ento diferenc al dei donde x es la coordenada x del elemento dA (Fig. 8.1b). El radio de 


giro respecto al eje y, k, se define con 
l, =A. (8.4) 


3. Producto de inercia: 


(8.5) 


(8.6) 


donde r es la distancia radial del origen O a dA (Fig. 8.1b). El radio 
de giro respecto a O, k, se define como 


Jo =KA. (8.7) 


El momento polar de inercia es igual a la suma de los momentos de iner- 
cia respecto a los ejes x y y: 
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h= NE a O +xrÐdA = h +1. 
dJa Ja i 


Sustituyendo en esta ecuación las expresiones para los momentos de 
inercia en términos de los radios de giro obtenemos 


2 2 2 
k =k pk. 


Las dimensiones de los momentos de inercia de un área son (longi- 
tud)* y los radios de giro tienen dimensiones de longitud. Las definicio- 
nes de los momentos de inercia Fe, £, y Jẹ y las de los radios de giro 
implican que ambos tienen valores positivos para cualquier área; no 
pueden ser negativos ni nulos. Se pueden hacer deducciones cualitativas 
respecto a los valores de esos momentos de inercia según sus definicio- 
nes. En la figura 3.2, A, = As. Sin embargo, como la contribución de un 
elemento dA a la integral para F, es proporcional al cuadrado de su distan- 
cia perpendicular desde el eje x, el valor de J, es mayor para 4, que para 
Ar (E) > (L),- Por lo mismo, 1), < Uh y oh > Woh. Las áreas 
circulares de la figura 8.3 son idénticas, pero por sus posiciones relativas 
en el sistema coordenado, (L£) > o Uh > o y LU) > Lo): 


Las áreas A, y Ay de la figura 8.4 se obtienen con el giro de 4, alrede- 
dor de los ejes y y x respectivamente. De las definiciones se puede dedu- 
cir que los momentos de inercia J., £, y Ja de esas áreas son iguales. Los 
productos de inercia (fy) = Uy) € Uh = ~O): para cada elemento 
dA de A, con coordenadas (x, y) hay un elemento correspondiente de A, 
con coordenadas (—x, y) y un elemento correspondiente de A, con coor- 
denadas (x, —y). Estos resultados también implican que si un área es 
simétrica respecto al eje x o al eje y, su producto de inercia es cero. 


y A 


A 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


8.1 DEFINICIONES 387 


Figura 8.2 


Las áreas son iguales, 4, = 4, Con base 
en sus formas, se pueden sacar 
conclusiones sobre los tamaños relativos 
de sus momentos de inercia. 


y Figura 8.3 


4 Áreas idénticas que tienen momentos de 

2 . . p . 
inercia diferentes con respecto al sistema 
coordenado xy. 


Figura 8.4 


A, y p a a E 
= | Areas obtenidas al girar un área alrededor 
de los ejes x y y. 
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Ahora se muestra el uso de las ecuaciones (8. 1)-(8.7) para determinar los 
momentos de inercia de áreas, Las formas de las integrales son tan pare- 
cidas a aquellas utilizadas para determinar los centroides de áreas (Sec. 
7.1), que a menudo se puede usar el mismo método para evaluarlas. 


Ejemplo 8.1 


Determine los momentos de inercia y los radios de giro del área triangular de 
la figura 8.5. 


Figura 8.5 


ESTRATEGIA 


La ecuación 8.3 para el momento de inercia respecto al eje y es muy parecida. 
a la ecuación para la coordenada x del centroide de un área, y podemos eva- 
luarla para esta área triangular exactamente del mismo modo: con un ele- 
mento diferencial de área dA en forma de una franja vertical de ancho dx. 
Podemos luego demostrar que £, e Fy, se pueden evaluar utilizando el mismo 
elemento de área. El momento polar de inercia Jọ es igual a la suma de 7, e f,. 


Ú SOLUCIÓN 


l Sea dA la franja vertical de la figura (a). La altura de la franja es (4/b)x, por 
lo que dA = (k bjxdx. Para integrar sobre toda el área, debemos integrar 
con respecto a xde x = Qax = b. 


Momento de inercla respecto al eje y 


b 4715 
Iy = f xaa =f x? (t) dx = i [5] = lpp 
y o b b| 4 0 4 


x El radio de giro k, es 


— $ 


dx 
| ra BA 3 -J= ayah? EEN 
Ubh A 


(a) Elemento dA en forma de franja. 
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Momento de inercia respecto al eje x Primero determinaremos el 
momento de inercia de la franja d4 respecto al eje x manteniendo x y dx fi- 
jos. En términos del elemento de área dA, = dx dy mostrado en la figura (b), 


“d pihib 
Ue ran / y dAs == ) Gr di dy 
+ Franja 0 
47ih 3 
a h 3 
E A 
3 0 3b 


Integrando esta expresión con respecto a x de x = Qax = b, obtenemos el 
valor de F, para toda el área: 


ue ZA 
n= [ e 3 dx Go. 


El radio de giro k, es 


Es layer e 
“0/2)bh yar 


Producto de inercia Podemos determinar 7, de la misma manera en que 
determinamos f,. Primero evaluamos el producto de inercia de la franja dA, 
manteniendo fijos x y dx (Fig. b), 


(A/byx 
Cay Yrranja / xy dAy = f (xy dx) dy 
franja Ji 
ME a 2 
Integrando esta expresión con respecto ax de x = 0 ax = b, el valor de F, 
para toda el área es 


I [z a 
xy = ¿dx = bh". 
o 2b 8 


Momento polar de inercia 


l l 
h=h+1 = TA + FULA 


El radio de giro k, es 


A 1 1 
= ak = ua ze 


COMENTARIO 


Tal como se determinan los centroides de áreas, se pueden determinar los 
momentos de inercia de un área usando un elemento diferencial de área en 
forma de franja, como en este ejemplo. Use este procedimiento si se pueden 
expresar las fronteras del área en términos de coordenadas cartesianas. 
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(b) Elemento de la franja dA. 
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Ejemplo 8.2 


Determine los momentos de inercia y los radios de giro del área circular de la 
figura 8.6. 


ESTRATEGIA 


Primero determinaremos el momento polar de inercia Jy integrando en térmi- 
nos de coordenadas polares. Por la simetria del área, F, = I, y como J, + 1, 
= Jp cada uno de los momentos de inercia f, e T, es igual a (1/2)4,. Sabemos 
además que, por la simetría del área, Z, = 0. 


SOLUCIÓN 


Si permitimos que r cambie una cantidad dr, obtenemos un elemento anular 
de área dA = 2xrdr (Fig. a). El momento polar de inercia es 


R p* R 1 
h= f dA = f 2rr’ dr = 2x [5] = -r Rt, 
a he 4 r 2 


y el radio de giro respecto a O es 


ES ho E RA 
des ds: a id 


Los momentos de inercia respecto a los ejes x y y son 


R. 


1 1 
39=9R, 


y los radios de giro respecto a los ejes x y y son 


E [1/87 R* l 
E a a 


El producto de inercia es cero, 


(a) Elemento anular dA. 


Ly =0. 


COMENTARIO 


Gracias a la simetría de este ejemplo no tuvimos que integrar para determinar 
Le E, € Iy Manténgase alerta respecto a simetrías que puedan simplificar su 
trabajo. En particular, recuerde que Jẹ, = 0 si el área es simétrica respecto a 
uno de los ejes, x o y. 
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Problemas 8. 1-8.3 Problemas 8.9-8.12 


y 


(a, 1) 
h 
y=x? 
xX 
> 
P8.1 
8.1 Determine f, y k,. 5 
P8.9 
8.2 Determine 7, y k, considerando que dA es (a) una franja 
horizontal de altura dy; y (b) una franja vertical de ancho dx. 
8.9 Determine J, y K,. 
8.3 Determine Zy. 
8.10 Determine I, y k,- 
Problemas 8.4, 8.5 
8.11 Determine Jy y ko. 
y 
8.12 Determine Z,- 
Problemas 8.13-8.16 
6 pulg xX 
A | 
[—— 12 pulg E- 
P8.4 
8.4 Determine Iy ky 1, y k. 
8.5 Determine Fy y Jo. 
Problemas 8.6-8.8 
P8.13 
8.13 Determine T yky 
8.14 Determine f, y k,. 
8.15 Determine Jy y ko 
8.16 Determine /,,. 
P8.6 


8.6 Determine Z, y k,- 
8.7 Determine Jy y Kg. 


8.8 Determine f,,. 
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Problemas 8.17, 8.18 


40 mm 
P8.17 


8.17 Determine K,. 
8.18 Determine ko. 


8.19 (a) Determine ¿, y k, de la figura P8.19 considerando 
dA como una franja vertical de ancho dx. 

(b) El momento polar de inercia de un área circular con su 
centro en el origen es Jy = ¿TR!. Explique cómo se puede 
usar esta información para verificar su respuesta en la parte (a). 


P8.19 


8.20 (a) Determine f, y k, para el área del problema 8.19, 
considerando dA como una franja horizontal de altura dy. 
(b) El momento polar de inercia de un área circular con su 
centro en el origen es Jy = lrk, Explique cómo se puede usar 
esta información para verificar su respuesta a la parte (2). 


8.21 Determine Jo y Ko de la figura P8.21. 


P8.21 


8.22 La placa vertical mostrada se encuentra bajo la super- 
ficie de un volumen de agua en reposo. La presión del agua 
somete cada elemento dA de la superficie de la placa a una 
fuerza (pp + yyidA, donde p es la presión en la superficie li- 
bre del agua y y es la densidad de ésta. Demuestre que la magni- 
tud del momento respecto al eje x debido a la presión sobre la 
cara frontal de la placa es 

M, 


ejen = PpoyA + Y de, 


donde F es la coordenada y del centroide de A y 1, es el mo- 
mento de inercia de A respecto al eje x. 


P8.22 
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8.2 Teoremas de los ejes 
paralelos 


En algunos casos se conocen los momentos de inercia de un área respec- 
to a un sistema coordenado particular, pero a veces se requieren sus va- 
lores en términos de un sistema coordenado diferente. Si los sistemas 
coordenados son paralelos, se pueden obtener los momentos de inercia 
con los teoremas que describimos en esta sección. Además, estos teore- 
mas permiten determinar los momentos de inercia de un área compuesta 
cuando se conocen los momentos de inercia de sus partes. 

Conocemos los momentos de inercia de un área Á en términos de un 
sistema coordenado xy” con su origen en el centroide del área, y quere- 
mos determinar sus momentos de inercia con respecto a un sistema coor- 
denado paralelo xy (Fig. 8.74). Las coordenadas del centroide de A en el 
sistema coordenado xy se denotan con (d, d,) y d = Vd? + dj es la 
distancia del origen del sistema xy al centroide (Fig. 8.7b). 


' 


y y 


Necesitamos obtener dos resultados preliminares antes de deducir los 
teoremas de los ejes paralelos. Con respecto al sistema coordenado xy”, 
las coordenadas del centroide de A son 


fixaa ET 
F E SA 


fas faa 
A À 


Pero el origen del sistema coordenado x'y' está localizado en el centroide 
de A, por lo que ¥ = 0 y y = 0, Por tanto, 


el 


f «as =0, l y dA=0. (8.8) 
A Á 


Momento de inercia respecto al eje x Con respecto al sistema 
coordenado xy, el momento de inercia de A respecto al eje x es 


E = / vaa, (8.9) 
A 
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Figura 8.7 

(a) Área A y sistemas coordenados 
Xy y xp. 

(b) Elemento diferencial dA. 


393 
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Figura 8.8 
Teorema de los ejes paralelos para el 
momento de inercia respecto al eje x. 


donde y es la coordenada del elemento de área dA relativa al sistema 
coordenado xy. En la figura 8.7(b) vemos que y = y'+ d, donde y” es 
la coordenada de dA relativa al sistema coordenado xy”. Sustituyendo 
esta expresión en la ecuación (8.9) obtenemos 


l, = / +d y dA = f Y dA +24, f ydA+d / dA. 
A Ja A TA 
La primera integral a la derecha es el momento de inercia de A respecto 


al eje x. De acuerdo con la ecuación (8.8), la segunda integral a la dere- 
cha es igual a cero. Por tanto, 


h= le +A. (8.10) 


Ésta es la expresión del teorema de los ejes paralelos. Relaciona el mo- 
mento de inercia de A respecto al eje centroidal x’ con el momento de 
inercia respecto al eje x paralelo (Fig. 8.8). 


Momento de inercia respecto al eje y En términos del sistema 
coordenado xy, el momento de inercia de A respecto al eje y es 


n= f aa = f (+03da 
A A 


= | Yda +2d, f xda +a? f aa. 
Á A A 


Por la Ec. (8.8), la segunda integral a la derecha es cero. Así, el teorema 
que relaciona el momento de inercia de A respecto al eje y” centroidal 
con el momento de inercia respecto al eje y paralelo es 


| L=1ly+d2A. | (8.11) 


Producto de inercia El teorema de los ejes paralelos para el pro- 
ducto de inercia es 


[i = lyy + dydyA. | (8.12) 
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Momento polar de inercia El teorema de los ejes paralelos para el 
momento polar de inercia es 


Jy = J+ (d +dhA=J4+04A, (8.13) 


donde d es la distancia del origen del sistema coordenado xy" al origen 
del sistema coordenado xp, 

¿Cómo usar el teorema de los ejes paralelos para determinar los 
momentos de inercia de un área compuesta? Digamos que se quiere de- 
terminar el momento de inercia respecto al eje y del área de la figura 
8.9(a). Ésta se puede dividir en un triángulo, un semicírculo y un recorte 
circular, que llamaremos partes 1, 2 y 3 respectivamente (Fig. 8.9h). Usan- 
do el teorema de los ejes paralelos para 7, podemos determinar el mo- 
mento de inercia de cada parte respecto al eje y. Por ejemplo, el momento 
de inercia de la parte 2 (el semicírculo) respecto al eje y es (Fig. 8.9c) 


Ub = Uyd + (d )3 A3. 


y Figura 8.9 
(a) Área compuesta. 


- 


A 
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(b) Las tres partes del área. 
ic} Determinación de (1). 
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Se deben determinar los valores de (f,), y (d). En el apéndice B están 
tabulados los momentos de inercia y las posiciones de los centroides de 
algunas áreas simples. Una vez que se ha efectuado el cálculo para cada 
parte, el momento de inercia del área compuesta es 


by = (i + Uy) ~ (1,)3- 


Observe que se debe restar el momento de inercia del recorte circular. 


En el ejemplo siguiente aplicamos el teorema de los ejes paralelos a un 
área simple. Luego presentamos dos ejemplos que muestran cómo deter- 
minar los momentos de inercia de áreas compuestas. La determinación 
del momento de inercia de un área compuesta en términos de un sistema 
coordenado específico consta de tres pasos: 


1. Seleccionar las partes. Trate de dividir el área compuesta en partes 
cuyos momentos de inercia se conozcan o se puedan determinar con 
facilidad. 


2. Determinar los momentos de inercia de las partes. Determine el mo- 
mento de inercia de cada parte en términos de un sistema coordena- 
do paralelo con su origen en el centroide de la parte y luego use el 
teorema de los ejes paralelos para determinar el momento de inercia 
en términos del sistema coordenado dado. 


3. Sumar los resultados. Sume los momentos de inercia de las partes 
fo reste en caso de un recorte) para obtener el momento de inercia 
del área compuesta. 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


8.2 TEOREMAS DE LOS EJES PARALELOS 397 


Ejemplo 8.3 


Los momentos de inercia del área rectangular de la figura 8.10 con respecto 
al sistema coordenado x'y' son Iy = por, Ly = GAP, Ly = 0y Ty = 
(bh + hb’). (Véase el Ap. B.) Determine sus momentos de inercia con res- 
pecto al sistema coordenado xy. 


ESTRATEGIA 


El sistema coordenado x'y” tiene su origen en el centroide del área y es para- 
lelo al sistema coordenado xy. Podemos utilizar los teoremas de eje-paralelo 
para determinar los momentos de inercia de A en términos del eje coordena- 
do xp. 


SOLUCIÓN 


Las coordenadas del centroide con respecto al sistema coordenado xy son d, 
= b/2, d, = h/2. El momento de inercia respecto al eje x es 


Figura 8.10 


2 
1 1 
k=k+ËA= Tii (3r) (bh) = zo. 


El momento de inercia respecto al eje y es 


2 
1 
=l +dA= re + (3) (bh) = zt 


El producto de inercia es 
1 l S 
ly = Ley tdd, A =0+ 3? z’ (bh) = T ht. 
El momento polar de inercia es 


2 2 
AA EE 2 E 3 3 1 1 
J= J HA OR + Ab") + 3? + z" (bk) 


WE 


(bh? + hb). 


wl 


COMENTARIO 


Observe que Ja también se pudo haber determinado usando la relación 


l l 
h=k+l= zo + zr- 
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Figura 8.11 


—A 


(a) División del área en los rectángulos 
l y2 


(b) Sistemas coordenados paralelos xy 
y xy con origenes en los centroides 
de las partes. 


Determine £,, k, e Fy para el área compuesta de la figura 8.11. 


SOLUCIÓN 


Selección de las partes Podemos determinar los momentos de inercia 
subdividiendo el área en las partes rectangulares 1 y 2 de la figura (a). 


Determinación de los momentos de inercia de las partes Para ca- 
da parte incluimos un sistema coordenado xy” con origen en el centroide de 
la parte (Fig. b). En el apéndice B aparecen los momentos de inercia de las 
partes rectangulares en términos de esos sistemas coordenados. Luego usa- 
mos el teorema de los ejes paralelos para determinar el momento de inercia 
de cada parte respecto al eje x (Tabla 8.1). 


Tabla 8.1 Determinación de los momentos de inercia de 
las partes respecto al eje x 


E moe VEIA 


Parte 2| 05 (201) SID? 0.67 | 


Suma de los resultados El momento de inercia del área compuesta res- 
pecto al eje x es 


L = Ud) + (Ud = 21.33 + 0.67 = 22.00 pies!. 


La suma de las áreas es A = A; + A, = 6 pie, por lo que el radio de giro 
respecto al eje x es 


1 22 
=,/2 =,/= = 191 piest. 
k; Ti y 6 91 pies 


Repitiendo este procedimiento, en la tabla 8.2 determinamos f, para cada 
una de las partes. El producto de inercia del área compuesta es 


Le; = (da + CA =44+2= 6 piest. 


Tabla 8,2 Determinación de los productos de inercia de las partes 
con respecto al sistema coordenado xy 


¡Parte 1| 05 | 


COMENTARIO 


Los momentos de inercia no dependen de cómo se divide un área compuesta 
en partes, y siempre habrá varias maneras de hacerlo. Véase el problema 
8.24, donde dividimos de manera distinta el área compuesta de este ejemplo. 
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Ejemplo 8.5 


Determine Z, y K, para el área compuesta de la figura 8.12, 


y Figura 8.12 


SOLUCIÓN 


Selección de las partes Dividimos el área en un rectánguio, un semicír- 
culo y un recorte circular, a los que llamamos partes 1, 2 y 3 (Fig. a). 


Determinación de los momentos de Inercia de las partes En el 
apéndice B se incluyen los momentos de inercia de las partes con respecto a 
los sistemas coordenados xy" y la localización del centroide de la parte semi- 
circular. En la tabla 8.3 usamos el teorema de los ejes paralelos para determi- 
nar el momento de inercia de cada parte respecto al eje x. 


Tabla 8.3 Determinación de los momentos de inercia de las partes 


A (mm) Iy (mm!) ly = ly +A (mm) 
(120)(80) + (80)(120) 4.608 x 10* 


4.744 x 10” 


1.822 x 107 A 

Suma de los resultados El momento de inercia del área compuesta res- (d) z 
pecto al eje y es x2 

L = (1) + (i)z — (i) = (4.608 + 4.744 — 1.822) x 107 

= 7.530 x 10” mm‘. 
El área total es 
1 y y 
A = Ai + Az — As = (120)(80) + ¿m(40)” — (20 (dd), 
= 1.086 x 10% mm, 3 


Xx 
por lo que el radio de giro respecto al eje y es 


| (qa 7 (a) Partes 1, 2 y 3. 
k, =. D = A = 83.3 mm. 3 
; A 1.086 x 10 
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[i 
|l 


- AAA Ejemplo 8.6 PES 


Aplicación a la ingenieria 


Diseño de una viga 


Las áreas iguales de la figura 8.13 son diferentes opciones de la sección trans- 
versal de una viga (una viga con la segunda sección transversal se denomina 
viga I}. Compare sus momentos de inercia respecto al eje x, 


ia 2- SOLUCIÓN 


Sección transversal cuadrada De acuerdo con el apéndice B, el mo- 
mento de inercia de la sección cuadrada respecto al eje x es 


354 


40 mm 


po 


120 mm 


t 


L= 5044.201442) = 3.60 x 10° mm'. 


s Sección transversal de viga | Podemos dividir e! área en partes rectan- 
gulares (Fig. a). Incluyendo sistemas coordenados xy’ con origenes en los 


40 mm centroides de las partes (Fig. b), usamos el teorema de los ejes paralelos para 
j Pa | determinar los momentos de inercia respecto al eje x (Tabla 8.4), Su suma es 
mm 
-— 200 mm Lo = Ud + (Ud + (Uds = (5.23 +0.58 + 5.23) x 10? 
Figura 8.13 = 11.03 x 10” mnY. 


l El momento de inercia de la viga I respecto al eje x es 3.06 veces el de la 
sección transversal cuadrada de igual área. 


2 y y YY y, y 


X l 
x' 
E 80 2 
mm 
xX AE x 
80 
EN mm 3 
(a) División en partes de la sección x 
transversal de la viga I. 


(b) Sistemas coordenados paralelos xy" con orígenes en los centroides de las 


partes. 
F i x 
Tabla 3.4 Determinación de los momentos de inercia respecto al eje x 
de cada parte. 
le (mm) | I= Iy +d A (mo!) 
(a) Viga simplemente apoyada. (200)(40) 4 (200)(40y 5.23 x 107 
E Parte 2 (4010120) | ¿(40)(120) 0.58 x 10' 
Parte 3 (200440) | 5(200)40)" 5:29 10 
(b) Viga en voladizo. CONSIDERACIONES DE DISEÑO 
Una viga es una barra de un material que soporta cargas laterales, es decir, 
cargas perpendiculares al eje de la barra. En la figura 8.14 se muestran dos 
Figura 8.14 tipos comunes de vigas que soportan uña carga lateral F. La viga con pasado- 
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res extremos se denomina viga simplemente apoyada, mientras que la viga 
con un solo soporte de empotramiento se denomina viga en voladizo. 

Las cargas laterales sobre una viga hacen que se deflexione; debe ser rígida 
o resistente a la flexión para soportar las cargas. La resistencia de una viga a 
la flexión depende directamente del momento de inercia del área de su sec- 
ción transversal. Consideremos la viga de la figura 8,15(a). La sección trans- 
versal es simétrica respecto al eje y y el origen del sistema coordenado se 
ubica en su centroide. Si la viga es de un material estructural homogéneo 
como el acero y está sometida a pares en sus extremos (Fig. b), al flexionar- 
se asumirá una forma de arco circular de radio R. Se puede demostrar que 


= R donde 7, es el momento de inercia de la sección transversal de la vi- 
ga respecto al eje x. El “módulo elástico” o '“módulo de Young” E tiene 
diferentes valores según los materiales. (Esta ecuación vale sólo si M es lo 
bastante pequeño para que la viga retome su forma original al eliminar los 
pares. La flexión de la figura 8.15b ha sido exagerada.) Así, la magnitud que 
la viga se flexiona para un valor dado de M depende del material y del mo- 
mento de inercia de su sección transversal. Si f, se incrementa, el valor de R 
aumenta, O sea que aumenta la resistencia de la viga a la flexión. 

Esto explica la forma de las secciones transversales de las vigas reales, co- 
mo en los pasos a desnivel carreteros o los marcos de edificios; están configura- 
das para tener grandes momentos de inercia. Todas las secciones transversales 
de la figura 8.16 tienen la misma área. Los números indican las razones del 
momento de inercia Z, al valor de F, de la sección transversal sólida cuadrada. 


017] 


748 8.58 

Configurar la sección transversal de una viga para aumentar su momento 
de inercia puede llevarnos demasiado lejos. La viga de la figura 8.17(a) tiene 
un valor de F, que es cuatro veces mayor que el de la viga sólida cuadrada 
con la misma área en su sección transversal, pero sus paredes son tan delga- 
das que pueden *“pandearse”” (Fig. 8.17b). La rigidez que implica el gran 
momento de inercia de la viga no se puede realizar porque ésta se vuelve geo- 
métricamente inestable. Una solución común para lograr un gran momento 
de inercia en una viga relativamente ligera y evitar su falla por pandeo es 
estabilizar sus paredes rellenando la viga con un material ligero, como metal 
alveolado o espuma de plástico (Fig. 8.170). 

y 


Figura 8.17 


(a) Viga tubular cuadrada de paredes 
delgadas. 
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Figura 8.15 
Viga con sección transversal simétrica. 


j 
(b) Sometida a pares en los extremos. 


Figura 8.16 

Secciones transversales de viga tipicas y la 
razón de f, al valor correspondiente de 
una viga cuadrada maciza de igual árca 
en su sección transversal. 


(©) Estabilización de las paredes con un 


(b) Falla por pandeo. relleno. 
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8.23 Determine Z, y k, parael área compuesta del ejemplo 8.4. Problemas 8.29-8.31 
8.24 Determine?7,, k, € f,, para el área compuesta dividién- 


dola en los rectángulos 1 y 2 mostrados, y compare sus resul- 
tados con los del ejemplo 8,4. 


y 


P8.29 
8.29 Determine f, y K,. 


8.30 Determine 7, y k,- 
8.31 Determine Jy y Ko- 


Problemas 8.32, 8.33 
P8.24 y 


Problemas 8.25-8.27 


y 


E T 
1 m-e [pulg] pulg pulg] 1 pulg E 
oN P8.25 8,32 Determine I, y ky. 


8.33 Determine J, y ko- 


8.34 Si se diseña la sección transversal de la viga de modo 
8.26 Determine Jy y Ko- que ly = 6.4 x 10% mmt, ¿qué valor tienen 7, y Jo? 


8.25 Determine J, y ky- 


8.27 Determine £,,. 


8.28 Determine 1,, k,, Jo y Ko. 


IIS 


P3.28 P8.34 
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Problemas 8.35-8.37 Problemas 8.44-8.46 (El origen del sistema coordena- 
do está en el centrolde del área compuesta.) 


200 —4 pie ==- 3pie - 
mm 40 += 
| sas toa pie —x 
f somm KS P8.44 
120 
“ua: P8.35 


8.44 Determine I, y ky- 
8.35 Determine I, y K,. 


8.36 Determine Z, y ky- 8.45 Determine Jo y Ko. 


8.37 Determine Z. 8.46 Determine fy- 


Problemas 8.38-8.40 (El origen del sistema coordena- 
do está en el centrolde del área compuesta.) Problemas 8.47-8.49 


P8.38 
8.38 Determine f, y K,. gs 
8.39 Determine J, y k,. 
8.40 Determine yy- 
i 8.47 Determine F, y ky 
Problemas 8.41-8.43 
8.48 Determine Jy y ko. 
y 
8.49 Determine F, 
P8.41 


8.41 Determine £, y ky 
8.42 Determine Jo y Ko. 
8.43 Determine F. 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


404 CAPÍTULO 8 MOMENTOS DE INERCIA 


Problemas 8.50-8.52 (El origen del sistema coordena- 
do está en el centroide del área compuesta.) 


6 
pulg | 
4 
pulg 
| | 
P8.50 


8.50 Determine f, y Ky 
8.51 Determine J y Ko. 
8.52 Determine 7,,. 


Problemas 8.53-8.55 (El origen del sistema coordena- 
do está en el centroide del área compuesta.) 


P8.53 


8.53 Determine £, y Ky 


8.54 Determine J, y K,. 
8.55 Suponga que se quiere reducir f, en un 20% colocando 
un agujero circular con su centro en el centroide del área. 
¿Qué valor debe tener el radio del agujero? 


Problemas 8.56-8.58 


P8.56 
8.56 Determine Z, y k, 


8.57 Determine £, y k,- 
8.58 Determine Zy. 


Problemas 8.59-8.61 (El origen del sistema coordena- 
do está en el centrolde del área compuesta.) 


e 


| 


P8.59 
8.59 Determine I, y k,- 
8.60 Determine I, y Ky- 


8.61 Determine £,,. 


Problemas 8.62-8.64 


pulg 


| 


| e 
So. ans abs 


P8.62 
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8.62 Determine Lyk, 
8.63 Determine J, y k,- 
8.64 Determine lia 


Problemas 8.65-8.67 


P8.65 


8.65 Determine J, y k,. 
8.66 Determine £, y ke 
8.67 Determine Z. 


Problemas 8.68-8.70 (El origen del sistema coordena- 
do está en el centroide del área compuesta.) 


8.68 Determine F, y k,. 


P8.68 


8.2 TEOREMAS DE LOS EJES PARALELOS 405 
8.69 Determine F, y k,- 
8.70 Determine f,,. 


8.71 Determine 7 , de la sección transversal de la unidad de 
mampostería mostrada. 


DA 
- 153 pulg ———— 


DOOU e pr aa dos 
ESN le O | 
Mi pe 

e! 1 grua $ 
p y 5g pulg 
i p! pulg 
TENTE TENE j pulg, 
P8.71 


8.72 Determine 7, de la sección transversal del problema 8.71. 


8.73 Elárea A mostrada = 2 x 10* mm?. Su momento de 
inercia respecto al eje y es L = 3.2 x 10 mm!. Determine su 
momento de inercia respecto al eje $, 


100 mm 


P8.73 
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8.74 El área A mostrada = 100 pulg? y es simétrica respec- 
to al eje x. Los momentos de inercia Zy = 420 pulg”, I, = 
580 pulg*, Jy = 11 000 pulg? e7,, = 4800 pulg*. ¿Qué valor 
tienen £, e £,? 


P8.74 


8.75 Obtenga el teorema de los ejes paralelos para el pro- 
ducto de inercia, ecuación (8.12), usando el mismo procedi- 
miento utilizado para obtener las ecuaciones (8.10) y (8.11). 


8.76 Obtenga el teorema de los ejes paralelos para el mo- 
mento polar de inercia, ecuación (8.13), (a) utilizando el mis- 
mo procedimiento que usamos para obtener las ecuaciones 
(8.10) y (3.11); (b) utilizando las ecuaciones (8,10) y (8.11). 


Los problemas 8.77-8.80 están relacionados con el 
ejemplo 8.4. 


8.77 Determine el momento de inercia respecto al ejex de la 
sección transversal de la viga mostrada. Compare su resulta- 
do con el momento de inercia de una sección cuadrada sólida 
de igual área y verifique la razón mostrada en la figura 8.16. 


P8.77 


8.78 El área de la sección transversal de la viga mostrada 
tiene 5200 mm?. Determine el momento de inercia de la sec- 
ción transversal de la viga respecto al eje x. Compare su resul- 
tado con el momento de inercia de una sección transversal 
cuadrada sólida de igual área y verifique la razón mostrada 
en la figura 8.16. 


P8.78 


B.79 (a) Si f, se expresa en pulg*, R en pulg y M en pulg-lb, 
¿cuáles son las dimensiones del módulo de Young E? 

(b) Una viga con la sección transversal mostrada, que está so- 
metida a pares M = 1500 pulg-lb como se muestra en la figu- 
ra 8.15(b), se flexiona adquiriendo la forma de un arco 
circular con radio R = 120 pulgadas. ¿Qué valor tiene el mó- 
dulo de Young del material? 


P8.79 


8.80 Suponga que se quiere diseñar una viga hecha de un 
material cuya densidad es de 8000 kg/m’. La viga tendrá 4 m 
de longitud y una masa de 320 kg. Diseñe una sección trans- 
versal para la viga tal que £, = 3 x 10% mi. 
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Suponga que la figura 8.18(a) es la sección transversal de una viga en 
voladizo. Se aplica una fuerza vertical al extremo de la viga: se obtendrá 
una deflexión mayor si la sección transversal está orientada como en la 
figura (b) que si lo está como en la figura (c). La deflexión vertical míni- 
ma resulta cuando la sección transversal de la viga está orientada de ma- 
nera que el momento de inercia 7, sea máximo (Fig. d). 

En muchas aplicaciones de ingeniería se deben determinar los momen- 
tos de inercia de áreas con diversas orientaciones angulares relativas a 
un sistema coordenado, y la orientación para la cual el momento de 
inercia es máximo o mínimo. Aquí analizaremos tales procedimientos. 


(a) 


Ejes girados 


Sea un área A, un sistema coordenado xy y un segundo sistema coorde- 
nado xy” que está girado un ángulo $ con respecto al sistema coordena- 
do xy (Fig. 8.19a). Supongamos que conocemos los momentos de inercia 
de A en términos del sistema coordenado xy. Nuestro objetivo es deter- 
minar los momentos de inercia con respecto al sistema coordenado xy”. 

En función de la distancia radial r a un elemento diferencial de área 
dA y al ángulo e de la figura 8.19(b), las coordenadas de d A en el siste- 


(a) 
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Figura 8.18 


(a) Sección transversal de una viga. 
(b)-(d) Aplicación de una carga lateral 
con diferentes orientaciones de la sección 
transversal. 


Figura 8.19 

(a) El sistema coordenado x y' girado una 
ángulo e respecto al sistema coordenado 
xy. 

(b) Elemento diferencial de área dA. 
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ma coordenado xy son 
Xx =FCOS0, (8.14) 
y =rsena. (8.15) 
Las coordenadas de dA en el sistema coordenado xy" son 
x’ = r cos(œ — 9) = rícosa cosó + sena sen 0), (8.16) 
y' = r senta — 0) = r(seno cos 8 — cos a sen 8). (3.17) 
En las Ecs. (8.16) y (8.17) utilizamos identidades trigonométricas para el 
coseno y el seno de la diferencia de dos ángulos (Ap. A). 


Sustituyendo las Ecs. (8.14) y (8.15) en las Ecs. (8.16) y (8.17), obte- 
nemos otras que relacionan las coordenadas de dA en los dos sistemas: 


A 


x = xcosh + ysen8, (8.18) 


y = —x sen Ô + ycosó. (8.19) 


Con estas expresiones podemos deducir relaciones entre los momentos 
de inercia de A en términos de los sistemas coordenados xy y Xy": 


Momento de inercia respecto al eje x' 


I= Í (yY dA =j (—x send + ycosê) dA 
A A 


= costo f y dA — 2 sen cosH f xydA +sen”8 / da. 
A Ta Ja 
De esta ecuación obtenemos 
ly = 1, cost 9 —21,, sen 8 cos8 + I, sen? 8. (8.20) 
Momento de inercia respecto al eje y' 


le = i (xY dA = f (x cosð + ysen04A 
ý Ja Ja 


= senta f YA + 2sen 8 cos8 | syda +coto | «da. 
A A A 


Esta ecuación nos da el resultado 


lp=Í, sen? 9 + 21,, sen cos + E, cos? 9. (38.21) 


Producto de inercia Con respecto al sistema coordenado xy”, el 
producto de inercia de A es 


lyy = (l, — l) sen 8 cosó + (cos? Y — sen? Way. (8.22) 
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Momento polar de inercia Por las ecuaciones (8.20) y (8.21), el 
momento polar de inercia con respecto al sistema coordenado x'y' es 


H=le+ly=L + ly = do. 


Asi, el valor dei momento polar de inercia no cambia al girar el sistema 
coordenado, 


Ejes principales 


Hemos visto que los momentos de inercia de A con respecto al sistema 
coordenado xy’ dependen del ángulo $ mostrado en la figura 8.19(a). 
Consideremos la siguiente pregunta: ¿para qué valores de 0 es el mo- 
mento de inercia y máximo o mínimo? 

Para contestar esta pregunta, es conveniente usar las identidades 


sen 206 = 2 sen 8 cos6, 


cos 28 = cos? 8 — sen? 0 = 1 — 2sen?9 = 2cos? 8 — 1. 


Con estas expresiones podemos escribir las ecuaciones (8.20)-(8.22) en 
las formas 


I+II l-i 

his a Do > 2 cos 28 — Íp sen20, (8.23) 
i i L-I 

e — Y 222 60828 + 1,ysen29, (8.24) 
Eat 

Loy = > sen 28 + fry cos 26. (8.25) 


El valor de d para el cual Jy es máximo o mínimo se denotará con 0. 
Para determinar 6, evaluamos la derivada de la ecuación (8.23) con res- 
pecto a 20 y la igualamos a cero, obteniendo 


21, 
(8.26) 


tan 20, = j 
> a y 


Si hacemos la derivada de la ecuación (8.24) con respecto a 29 igual a 
cero para determinar un valor de 0 para el cual 7, es máximo o mínimo, 
obtenemos de nuevo la ecuación (8.26). Las segundas derivadas de fy e 
I, con respecto a 20 son opuestas en signo, 


Pl, al, 


ale dqey' 


la cual significa que para un ángulo 0, para el cual f; es máximo, {y es 
mínimo, y que para un ángulo 6, para el cual Z; es mínimo, Z, es máximo. 

Un sistema coordenado girado xy” orientado de manera que Te e I, 
tengan valores máximo o mínimo se denomina conjunto de ejes princi- 
pales del área A. Los correspondientes momentos de inercia Jy e J, se 
llaman momentos de inercia principales. En la siguiente sección demos- 
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traremos que el producto de inercia Typy correspondiente a un conjunto 
de ejes principales es igual a cero. 

Como la tangente es una función periódica, la ecuación (8.26) no ge- 
nera una solución única para el ángulo 8,. Sin embargo, podemos de- 
mostrar que determina la orientación de los ejes principales dentro de un 
múltiplo arbitrario de 90%. Observe en la figura 8.20 que si 20, es una so- 
lución de ła ecuación (8.26), entonces 28, + n(180%) es también una 
solución para cualquier entero n. Las orientaciones resultantes del siste- 
ma coordenado x'y' se muestran en la figura 8.21. 


Figura 8.20 tan 20 


Para un valor dado de tan 20, existen 
multiples raices 20, + n(180%). 


Figura 8.21 


La orientación del sistema coordenado x', 
y" se determina en función de un múltiplo 
de 90°. 


[3 
20, + 2(180°) 


aX X 
B, + 180 i Ñ y 
se TE $ 
væ |, 
AN 
yd A 
A 
A 
X 
8+ 270° 


Volvamos al ejemplo con que iniciamos esta sección. La deflexión de 
la viga en la figura 8.18(d) será mínima si el eje x es el eje principal de la 
sección transversal de la viga respecto al cual el momento de inercia es 
máximo. 


Los siguientes ejemplos muestran el procedimiento para determinar los 
ejes principales y los momentos principales de inercia: 


1, Determinar /,, I, e £,,. Se deben determinar los momentos de iner- 
cia del área con respecto al sistema coordenado xy. 


2. Determinar 6,. Resuelva la ecuación (8.26) para determinar la 
orientación de los ejes principales dentro de un múltiplo arbitrario 
de 90°. 


3. Calcular J; e Ip. Una vez que se ha determinado la orientación de 
los ejes principales, se pueden usar las ecuaciones (8.20) y (8.21) o 
las ecuaciones (8.23) y (8.24) para determinar los momentos de 
inercia principales. 
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Ejemplo 8.7 


Determine un conjunto de ejes principales y los correspondientes momentos 
de inercia principales del área triangular de la figura 8.22. 


ESTRATEGIA 


Del apéndice B podemos obtener los momentos de inercia del área trianguiar. 
Con la Ec. (8.26) se determina la orientación de los ejes principales y se eva- 
lúan los momentos de inercia principales con las Ecs. (8.23) y (8.24). 


SOLUCIÓN 


Determinación de ly, l, € ly Los momentos de inercia del área triangu- 
lar son 


ag po TE 4 
l = VAS =O mh 
D= Layo) = 48 m', 


| 
Baz ¿00 = [8 m’. 


Determinación de 6, De la ecuación (8.26), 


Zis- 2(18) 


tan 28, = = 
SEE A ED 


= 0.923, 


y obtenemos 0, = 21.4". Los ejes principales correspondientes a este valor de 
üp se muestran en la figura (a). 


Cálculo de ly- e ip Sustituyendo 0, = 21.4” en Ecs. (8.23) y (8.24): 


Teb ROSE 
= 3 + TA" cos 28 — xy sen20 
4 pa 
= (2) E (=) cos[2(21.4°)] — (18)sen[2(21.4°)] = 1.96 må, 
fy wR 
y= th AD Iy sen20 
= (C 2) 2 6 5) cos[2(21.4%)] + (18)sen(2(21.4%)] = 55.0 mí. 
COMENTARIO 


El producto de inercia correspondiente a un conjunto de ejes principales es 
cero. En este ejemplo, sustituyendo 8, = 21.4” en la ecuación (8.25) se con- 
firma que f¿y = 0. 
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Figura 8.22 


(a) Ejes principales correspondientes a 
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Ejemplo 8.8 | a 


Los momentos de inercia del área de la figura 8.23 en términos del sistema 
7 coordenado xy que se muestra son f, = 22 pie*, J, = 10 piete £,, = 6 piet. 
y [ei ft= (a) Determine Fy, 1, e Igy para 0 = 30°. 
$ (b) Determine un conjunto de ejes principales y los correspondientes momen- 
tos de inercia principales. 


y 


SOLUCIÓN 


(a) Haciendo $ = 30° en las ecuaciones (8.23)(8.25) obtenemos los momen- 
tos de inercia: 


3 pie— ; I = 7 Z + a cos 28 — ly sen 20 
22 +10 22—10 
Figura 8.23 E ( i ) A ( )ecstzcio») ds 
Dath ti 
ly = - 2 E cos 20 + Ís, sen 29 


22 = 
= E E 2) = (2 z 2) cos[2(30°)] + (6)sen[2(30%)] = 18.2 pie*, 


L-I 
Ley = == sen 28 + Lpy cos 20 


Á 


e E 
= ( 5 2) sen [2(30°)] + (6) cos[2(30°)] = 8.2 pie‘ 


(b) Determinación de 0, Sustituyendo los momentos de inercia en términos 
del sistema coordenado xy en la ecuación (8.26), 


Als 2(6 
tan 29, = — = (6) =-1, 
h-ki 10 - 22 
y , 
7 obtenemos fp = —22.5°. Los ejes principales correspondientes a este valor de 


6, se muestran en la figura (a). 
Cálculo de e Zy Sustítuimos 6, = —22.5* en las ecuaciones (8.23) y (8.24) 
y obtenemos los momentos de inercia principales: 


Le = 24,5 pie, Lp = 7.5 pie”. 


(a) Ejes principales correspondientes a 
dp =-22.5". 
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Circulo de Mohr 


Dados los momentos de inercia de un área en términos de un sistema 
coordenado particular, hemos presentado ecuaciones para determinar los 
momentos de inercia con respecto a un sistema coordenador girado, la 
orientación de los ejes principales y los momentos de inercia principales. 
También podemos usar un método gráfico llamado círculo de Mohr, 
muy útil para visualizar las soluciones de las ecuaciones (8.23)-(8.25). 


Determinación de ly, 1, e lyy Primero describimos cómo construir 
el circulo de Mohr y luego explicamos cómo funciona. Supongamos que 
conocemos los momentos de inercia f,, Z, e £, de un área con respecto a 
un sistema coordenado xy, y que queremos determinar los momentos de 
inercia respecto a un sistema coordenado girado xy” (Fig. 8.24). La 
construcción del círculo de Mohr consta de tres pasos: 


1. Establecer un conjunto de ejes horizontal y vertical, y graficar dos 
puntos: el punto 1 con coordenadas (Z, Ix) y el punto 2 con coor- 
denadas (£,, — f,,), como se muestra en la figura 8.25(a). 


2. Dibujar una línea recta que conecte los puntos 1 y 2. Usando la 
intersección de esta línea recta con el eje horizontal como centro, se 
dibuja un circulo que pase por los dos puntos (Fig. 8.25b). 


3. Dibujar una línea recta que pase por el centro del círculo a un án- 
gulo 29 medido en sentido antihorario desde el punto 1. Esta línea 
interseca el círculo en el punto 1' con coordenadas (Zy, [,,) y en el 
punto 2” con coordenadas (Jy, —f,,) (Fig. 8.25c). 


(+) 


(+) 


(a) 
(b) 


(+) ? Figura 8.25 
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Figura 8.24 


Sistema coordenado xy y sistema 
coordenado girado xy”, 


(a) Graficación de los puntos | y 2. 
(b) Dibujo del círculo de Mohr. El centro 
del círculo está cn la intersección de la 

(+) — linea que va de l a 2 con el eje horizontal. 
(c) Localización de los puntos 1' y 2”. 
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(+) 


Figura 8.26 


(a) Puntos Í y 2 y círculo de Mohr. 
(b) Puntos 1 y 2”. 


De esta manera, para un ángulo € dado, las coordenadas de los puntos 
1 y 2' determinan los momentos de inercia en términos del sistema coor- 
denado girado. ¿Por qué funciona esta construcción gráfica? En la figu- 
ra 8.26(a) mostramos los puntos 1 y 2 y el círculo de Mohr. Observe que 
la coordenada horizontal del centro del círculo es (Z, + £,)/2. El seno y 
el coseno del ángulo 8 son 


lzy ly =1, 


sen B= E cos $ = 3R 


donde R, el radio del círculo, está dado por 


np E l a 3 
R= EEIN + (a). 


De la figura 8.26(b), la coordenada horizontal del punto 1' es 


L> IL LE +ti 
E - + Reosíf + 20) = Ee + R(cos É cos 20 
— sen f sen 28) 
koly AEA 
= == + ——— cos 20 
2 iS 2 
i T sen 28 = Lo, 
y la coordenada horizontal del punto 2' es 
lL +i I I 
z 2 — Reosí(B + 20) = Ria — Rícos £ cos 28 
— sen f sen 20) 


OL, - 1. E 
E EOS —— cos 29 


+ [y sen 20 = Fy: 
La coordenada vertical del punto 1' es 
Rsen(f + 29) = Rísen $ cos 28 + cos 8 sen 26) 


L=} 


5 


e 


= key 008 20 + 


sen20 = lyy, 


y la coordenada vertical del punto 7 es 


—R sen (8 + 28) = -ley 
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Hemos mostrado que las coordenadas del punto 1' son (y, Zey) y las del 
punto 2' son (Ly, —£;y)- 


Determinación de los ejes principales y de los momentos de 
inercia principales Puesto que los momentos de inercia Zy e Fy son 
las coordenadas horizontales de los puntos 1' y 2” del circulo de Mohr, 
sus valores máximo y mínimo se presentan cuando los puntos 1' y 7 
coinciden con las intersecciones del circulo con el eje horizontal (Fig. 
8.27). (La intersección que se designa como 1' es arbitraria. En la figu- 
ra 8.27 designamos el momento de inercia mínimo como punto 1'.) La 
orientación de los ejes principales se puede determinar midiendo el án- 
gulo 28, del punto 1 al punto 1”, y las coordenadas de los puntos 1” y 2” 
como los momentos de inercia principales. 


(+) Figura 8.27 


(+) horizontal. 


Observe que el circulo de Mohr demuestra que el producto de inercia 
[y correspondiente a un conjunto de ejes pricipales (la coordenada ver- 
tical del punto 1' en la figura 8.27) es siempre cero. Además, podemos 
utilizar la figura 8.26(a) a fin de obtener una expresión analítica para las 
coordenadas horizontales de los puntos en que el círculo corta el eje ho- 
rizontal, que son los momentos de inercia principales: 


Momentos principales Zk + fy g: 
de inercia a 


¡DEA L=T 4 


R 


El siguiente ejemplo muestra el empleo del círculo de Mohr para deter- 
minar los momentos de inercia en un sistema coordenado girado, los 
ejes principales y los momentos de inercia principales. 
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Para determinar la orientación del 
conjunto de ejes principales, sean 1' y 2' 
los puntos en que el circulo corta el eje 


415 
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Ejemplo 8.9 


Los momentos de inercia del área de la figura 8.28 con respecto al sistema 
coordenado xy son 1, = 22 pief, J, = 10 piete £,, = 6 piet. Utilice el circulo 
de Mohr para determinar (a) los momentos de i a Lo Ly e L¿y para f = 
309; (b) el conjunto de los ejes principales y los correspondientes momentos 
de inercia principales. 


Figura 8.28 


SOLUCIÓN 


(a) Primero graficamos el punto 1 con coordenadas Qy, £,,) = (22, 6) pie? y 
el punto 2 con coordenadas (£,, —£,,) = (10, —6) pie’ (Fig. a). Luego traza- 
mos una línea recta entre los puntos 1 y 2 y, utilizando como centro la inter- 
sección de la línea con el eje horizontal, dibujamos un círculo que pase por 
los puntos (Fig. b). 

Para determinar los momentos de inercia para 9 = 30%, medimos un ángu- 
lo 26 = 60° antihorario desde el punto 1 (Fig. c). De las coordenadas de los 
puntos 1' y 2" obtenemos 


1] 
i 


A s 


Hzr: 6) die" 


0 10 20 30 iy = Mpiet, Li = 8 pief, Iy = 18 pie”, 


(a) Grafique el punto 1 con coordenadas 
Fey) y el punto 2 con 
coordenadas (F, — Zy) 


(10, lop | 
-10 [i | 
0 10 20 30 
(b) Dibuje una recta del punto 1 al punto (c) Mida el ángulo 28 = 60° en sentido 
2 y construya el círculo. antihorario desde el punto 1 para 


determinar los puntos 1' y 2. 
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(b) Para determinar los ejes principales, consideramos que en los puntos 1' y 
2" el círculo interseca al eje horizontal (Fig. d). Medimos el ángulo entre los 
puntos 1 y 1' y determinamos que 28, = 135°. De las coordenadas de los pun- 
tos 1' y 2' obtenemos los momentos de inercia principales: 


Ly = 7.5 pie, [y= 24.5 piel. 


10 


-10 
0 10 20 30 


(dí Determine los ejes principales 
haciendo que los puntos 1' y 2 
correspondan a los puntos en que el 
circulo corta el eje horizontal. 


Los ejes principales se muestran en la figura (e). 


0, = 67.5 


A 


(e) Ejes principales correspondientes a 0, = 67.5%, 


COMENTARIO 


En el ejemplo 8.8 resolvimos este problema mediante las ecuaciones (3.23)- 
(8.26). Para 8 = 30° obtuvimos Jy = 13.8 piet, Zey = 8.2 pief e f, = 18.2 
pief. Las diferencias entre estos resultados y los obtenidos usando el círculo 
de Mohr se deben a los errores inherentes a medir gráficamente la respuesta. 
Utilizando la ecuación (8.26) para determinar la orientación de los ejes prin- 
cipales, obtuvimos los ejes principales de la figura (a) del ejemplo 8.8 y los 
momentos de inercia principales Iy = 24.5 pie? e Ly = 7,5 piet. La diferencia 
entre estos resultados y los obtenidos por medio del círculo de Mohr simple- 
mente reflejan el hecho de que la orientación de los ejes principales sólo se 
puede determinar en función de un múltiplo de 90°. 
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8.3 EJES GIRADOS Y EJES PRINCIPALES 417 


418 CAPÍTULO 8 MOMENTOS DE INERCIA 


8.81 Determine Iy, 1, e Jey en la figura. (No utilice el circu- 8.84 Determine los momentos de inercia Fy, Ip € £¿, en la 
lo de Mohr.) figura para € = 15°, (No utilice el círculo de Mohr.) 


| 6 pie | 


P3.81 


8.82 Determine Fy, £, e Igy. (No utilice el círculo de Mohr.) 


y 


8.85 


3.86 
8.87 


8.88 


P8.82 6237 


8.90 


8.83 Los momentos de inercia del área rectangular mostra- 
da son I = 76.0 m’, £, = 14.7 m, e I = 25.7 mt. Determi- 
ne un conjunto de ejes principales y los correspondientes 
momentos de inercia principales. (No utilice el círculo de 
Mohr.) 


3.91 


P8.83 


P8.84 


Para el área del problema 8.84, determine el conjunto 


de ejes principales y los correspondientes momentos de iner- 
cia. (No utilice el circulo de Mohr.) 


Resuelva el problema 8.81 utilizando el círculo de Mohr. 
Resuelva el problema 8.82 utilizando el círculo de Mohr. 
Resuelva el problema 8.83 utilizando el circulo de Mohr. 
Resuelva el problema 8.84 utilizando el circulo de Mohr. 


Resuelva el problema 8,85 utilizando el circulo de Mohr. 


Obtenga la ecuación (8.22) para el producto de inercia 


usando el mismo procedimiento que para obtener las ecuacio- 
nes (8.20) y (8.21). 
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8.4 CUERPOS SIMPLES 419 


En dinámica, la aceleración de un cuerpo, que resulta de las fuerzas que 
actúan sobre él, depende de su masa. La aceleración angular (o rotato- 
ria) provocada por las fuerzas y pares que actúan sobre un cuerpo, de- 
pende de cantidades llamadas momentos de inercia de masa del cuerpo. 
Analizaremos métodos para determinar tales momentos. Mostraremos 
que para clases especiales de cuerpos, sus momentos de inercia de masa 
se pueden expresar en términos de momentos de inercia de áreas, lo que 
explica cómo se originaron los nombres de esas integrales de área. 

En la figura 8.29(a) se muestran un cuerpo y una línea o ““eje”” La. El 
momento de inercia de masa del cuerpo respecto al eje Lọ se define como 


> 
lo = f ram, 
m 


res la distancia perpendicular del eje al elemento diferencial de masa dm 
(Fig. b). A menudo L, es un eje alrededor del que gira el cuerpo, y se 
precisa el valor de f, para hallar la aceleración angular, o la razón de 
cambio de la velocidad angular, causada por un par respecto a Ly. 


(8.27) 


8.4 Cuerpos simples 


Los momentos de inercia de masa de cuerpos complejos se pueden hallar 
sumando los momentos de inercia de masa de sus partes. Así, empeza- 
mos determinando los momentos de inercia de masa de algunos cuerpos 
simples. En la siguiente sección describimos el teorema de los ejes para- 
lelos, que permite determinar los momentos de inercia de masa de cuer- 
pos compuestos o de combinaciones de partes simples. 


Barras esbeltas 


Determinemos el momento de inercia de masa de una barra recta y es- 
belta respecto a un eje perpendicular £ que pase por el centro de masa 
de la barra (Fig. 8.30a). ““Esbelta* significa que la longitud de la barra 
es mucho mayor que su ancho. Sea f la longitud de la barra, A el área 
de su sección transversal y m su masa. Suponemos que A es uniforme a 
lo largo de la longitud de la barra y que el material es homogéneo. 
Sea un elemento diferencial de la barra de longitud dr a una distancia 
r del centro de masa (Fig. 8.30b). La masa del elemento es igual al pro- 
ducto de su volumen y su densidad: din = pAdr. Sustituyendo esto en la 
ecuación (8.27), obtenemos el momento de inercia de masa de la barra 
respecto a un eje perpendicular que pasa por su centro de masa: 


12 1 
t= f r°dm Si pAr? dr = —pAf. 
Ti Sia 12 
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(a) 0 


(b) Lo 


Figura 8.29 
(a) Un cuerpo y el eje Lo. 
(b) Elemento diferencial de masa der. 


Figura 8.30 


(a) Barra eshelta. 
tb) Elemento diferencial de longitud dr. 


420 CAPÍTULO 8 MOMENTOS DE INERCIA 


(a) Placa de forma arbitraria y espesor 


(b) Elemento de 
proyectando un elem 


La masa de la barra es igual al producto de la densidad y el volumen de 
la barra, m = pAl, por lo que el momento de inercia de masa es 


l= Eml. (8.28) 


Pero hemos ignorado las dimensiones laterales de la barra, como si el 
elemento diferencial de masa din estuviera concentrado sobre el eje de 
la barra. En consecuencia, la ecuación (8.28) es sólo una aproximación. 
Más adelante en esta sección determinaremos los momentos de inercia de 
masa para una barra de dimensiones laterales finitas, y mostraremos que 
la ecuación (8.28) es una buena aproximación cuando el ancho de la barra 
es pequeño en comparación con su longitud. 


Placas delgadas 


Sea una placa plana homogénea con masa m y espesor uniforme T. No 
especificamos la forma del área de la sección transversal de la placa. 
Elegimos un sistema coordenado cartesiano orientado de modo que la 
placa quede sobre el plano x-y (Fig. 8.31a). El objetivo es hallar los mo- 
mentos de inercia de masa de la placa respecto a los ejes x, y y z. 

Podemos obtener un elemento diferencial de volumen de la placa pro- 
yectando un elemento de área dA a través del espesor T de la placa (Fig. 
8.31b). El volumen resultante es TA. La masa de este elemento de vo- 
lumen es igual al producto de la densidad y el volumen: dm = pTdAA. 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (8,27), obtenemos el momen- 
to de inercia de masa de la placa respecto al eje z en la forma 


Í ejen = f am =pT | Pda, 
m A 


donde r es la distancia del eje z a dA. Como la masa de la placa es m = 
pTA, donde A es el área de la sección transversal de la placa, pT = 
m/A. La integral a la derecha es el momento polar de inercia J, del área 


Figura 8.31 


uniforme T. 
volumen obtenido 
ento de área dA a 
través de la placa. 
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de la sección transversal de la placa. Por tanto, podemos escribir el mo- 
mento de inercia de masa de la placa respecto al eje z como 


m 


lera = 77 (8.29) 


En la figura 8.3HK(b) vemos que la distancia perpendicular del eje x al 
elemento de área dA es la ordenada de dA. Por tanto, el momento de 
inercia de masa de la placa respecto al eje x es 


Pou = f am lt (8.30) 
m JA Á 


donde 7, es el momento de inercia del área de la sección transversal de la 
placa respecto al eje x. El momento de inercia de masa de la placa res- 
pecto al eje y es 


A n ` ` 
P E / dm = pT f x dA = zie (8.31) 


donde f, es el momento de inercia del área de la sección transversal de la 
placa respecto al eje y. 

Hemos expresado así los momentos de inercia de masa de una placa 
delgada homogénea de espesor uniforme, en términos de los momentos 
de inercia del área de la sección transversal de la placa. De hecho, estos 
resultados explican por qué las integrales de área £,, L, y Jẹ se llaman 
momentos de inercia. 

Como la suma de los momentos de inercia de área J, e F, es igual al 
momento polar de inercia Jp el momento de inercia de masa de la placa 
delgada respecto al eje z es igual a la suma de sus momentos de inercia 
respecto a los ejes x y y: 


Les 2 Hex + Teje » (8.32) 


En el ejemplo siguiente utilizamos integración para determinar el mo- 
mento de inercia de masa de un cuerpo que consiste en dos barras esbel- 
tas soldadas entre sí. Luego presentamos un ejemplo que muestra la 
aplicación de las ecuaciones (8.29)-(8.31) para determinar los momentos 
de inercia de masa de una placa delgada homogénea con un área de sec- 
ción transversal específica. Recuerde que el momento de inercia de masa 
de un cuerpo respecto a un eje depende de la posición del eje relativa al 
cuerpo. 
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8.4 CUERPOS SIMPLES 421 


422 CAPÍTULO 8 MOMENTOS DE INERCIA 


| Ejemplo 8.10 | 


(a) Elemento diferencial de la 
barra 1. 


dm 


o 
1 


(b) Elemento diferencial de la barra 2. 


Dos barras homogéneas esbeltas, cada una de longitud f, masa / y sección 
transversal A, están soldadas entre sí para formar el cuerpo en L (Fig. 8.32). 
Determine el momento de inercia de masa del cuerpo respecto al eje Lọ que 
pasa por el punto O (El eje Lo es perpendicular a las dos barras.) 


Figura 8.32 


ESTRATEGIA 


Con el mismo procedimiento usado para una sola barra, determinamos el mo- 
mento de inercia de masa de cada barra respecto a Lo y sumamos los resultados. 


SOLUCIÓN 


Primero se establece un sistema coordenado con el eje z a lo largo de Lo y el 
eje x colineal con la barra 1 (Fig. a). La masa del elemento diferencial dx es 
dm = pAdx. El momento de inercia de masa de la barra 1 respecto a Ly es 


4 

3 E ] 

(oh = ¡e aii ZPAP, 
Jm JO 3 


En función de la masa de la barra, m = pAl, podemos escribir esto como 
l 2 
Cho) = zm f 


La masa de un elemento de la barra 2 de longitud dy (Fig. b) es dm = pAdy. 
Vemos que la distancia perpendicular de £, al elemento es r = ~I? + yt. Por 
tanto, el momento de inercia de masa de la barra 2 respecto a Ło es 


$ 
Í a S 4 g 
(oj = Pridm= | pAU + y)dy = pAL. 
MA ü 3 
En función de la masa de la barra, obtenemos 

MP 

= mi. 
02 3 


El momento de inercia de masa del cuerpo en L respecto a Lpy es 


n 
mi”, 


min 


o G 
lo = (Lo): + (lod = me + ¿me = 
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Ejemplo 8.11 


La placa homogénea delgada de la figura 8.33 tiene espesor uniforme y masa 
m. Determine sus momentos de inercia de masa respecto a los ejes x, y y Z. 


Figura 8.33 


ESTRATEGIA 


Los momentos de inercia de masa respecto a los ejes x y y están dados por 
las ecuaciones (8.30) y (8.31) en función de los momentos de inercia del área 
de la sección transversal de la placa. Con la ecuación (8.32) podemos deter- 
minar el momento de inercia de masa de la placa respecto al eje z. 


SOLUCIÓN 


De acuerdo con el apéndice B, los momentos de inercia del área triangular 
respecto a los ejes x y y son Z, = bh el, = IAD. Por tanto, los momentos 
de inercia de masa de la placa respecto a los ejes x y y son 


m m lee 
ES —bh | = mb, 
teje Ta Com) (a ) gr 


I m, m ( shb) | p 
; ==], = —= 1H - A = -mb*. 
(ee) ná (bm) e 3 


El momento de inercia de masa respecto al eje z es 


ls A 
Í ijed = 1 (jew + F tje =m (q + 5b" ) i 
2 é 
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8.4 CUERPOS SIMPLES 


423 


424 CAPÍTULO 8 MOMENTOS DE INERCIA 


8.5 Teorema de los ejes paralelos 


Figura 8.34 

(a) Eje £ a través del centro de masa de 
un cuerpo y eje paralelo Ly. 

(b) Sistemas coordenados xyz y xyz. 


El teorema de los ejes paralelos permite determinar el momento de iner- 
cia de masa de un cuerpo respecto a cualquier eje si se tiene el momento 
de inercia de masa respecto a un eje paralelo que pasa por el centro de 
masa. Sirve para calcular el momento de inercia de masa de un cuerpo 
compuesto alrededor de un eje, si se tiene el momento de inercia de ma- 
sa de sus partes respecto a ejes paralelos al eje dado. 

Supongamos que conocemos el momento de inercia de masa 7 respec- 
to a un eje £ que pasa por el centro de masa de un cuerpo, y que desea- 
mos determinar su momento de inercia de masa h respecto a un eje 
paralelo £, (Fig. 8.344). Para determinar J, incluimos sistemas coorde- 
nados paralelos xyz y x'y'z' con el eje z a lo largo de £, y el eje z' a lo 
largo de £, como se muestra en la figura 8.34(b). (En esta figura los ejes 
Lo y L son perpendiculares a ia página.) El origen O del sistema coorde- 
nado xyz está contenido en el plano x'-y”. Los términos d, y d, son las 
coordenadas del centro de masa relativas al sistema coordenado xyz. 


e 


sx 
sx 


x 
` 
i 
N 
A 
Ê. 


(a) (b) 


El momento de inercia de masa del cuerpo respecto a £, es 


F n 
lo aj r?dm = l (+ y?)dm, (8.33) 


m 
donde r es la distancia perpendicular de Lo al elemento diferencial de ma- 
sa dm, mientras que x, y son las coordenadas de dm en el plano x-y. Las 
coordenadas xy de dm están relacionadas con las coordenadas x'y' por 


u=E Lde. 14 =V dy 


Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (8.33), podemos escribir 


la = f (04 + (Y ldm + 2d, i x'dm + 2d, f y dm 


Hi m m 


+ / (d? + dam. (8.34) 


Como (x ¥ + (Y = (rF, donde r es la distancia perpendicular de L a 
dm, la primera integral a la derecha de esta ecuación es el momento de 
inercia de masa 7 del cuerpo respecto a L. Recuerde que las coordenadas 
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xX y y del centro de masa del cuerpo relativas al sistema coordenado 
xy 'z' están definidas por 


/ x'dm / y dm 
v=", y = 2, 
/ dm / dm 
m ym 


Como el centro de masa del cuerpo está en el origen del sistema xyz, 
xX = 0yy = 0. Por tanto, las integrales en el segundo y el tercer térmi- 
nos del segundo miembro de la ecuación (8.34) son iguales a cero. En la 
figura 8.34(b) vemos que d? + d? = d?, donde d es la distancia perpen- 
dicular entre los ejes £ y Lọ. Por tanto, obtenemos 


donde m es la masa del cuerpo. Éste es el teorema de los ejes paralelos. 
Si se conoce el momento de inercia de masa de un cuerpo respecto a un 
eje dado, se puede usar este teorema para determinar su momento de 
inercia de masa respecto a cualquier eje paralelo. 


En los siguientes dos ejemplos usaremos el teorema de los ejes paralelos 
para determinar momentos de inercia de masa de cuerpos compuestos. 
La determinación del momento de inercia de masa respecto a un eje da- 
do L, requiere de tres pasos: 


1. Selección de las partes. Trate de dividir el cuerpo en partes cuyos 
momentos de inercia de masa se conozcan o se puedan determinar 
Fácilmente. 


2, Determinación de los momentos de inercia de masa de las partes. 
Primero se debe determinar el momento de inercia de masa de cada 
parte respecto al eje que pasa por su centro de masa y es paralelo a 
La Luego se puede usar el teorema de los ejes paralelos para deter- 
minar su momento de inercia de masa respecto a Lo. 


3. Suma de los resultados. Se suman los momentos de inercia de masa 
de las partes fo se restan en el caso de un agujero o recorte) para 
obtener el momento de inercia de masa del cuerpo compuesto. 
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8.5 TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS 425 


426 CAPÍTULO 8 MOMENTOS DE INERCIA 


(a) Distancias de £, a ejes paralelos que 
pasan por los centros de masa de las 
barras 1 y 2. 


Ejemplo 8.12 


Dos barras homogéneas esbeltas, cada una de longitud | y masa m, están sol- 
dadas entre sí para formar el cuerpo en L de la figura 8,35, Determine el mo- 
mento de inercia de masa del cuerpo respecto al eje Lo que pasa por el punto 
O. (El eje £, es perpendicular a las dos barras.) 


Figura 8.35 ri 


id 


jem 


SOLUCIÓN 


Selección de las partes Las partes son las dos barras, que llamaremos 
barra 1 y barra 2 (Fig. a). 


Determinación de los momentos de inercia de masa de las partes 
Según la Ec. (8.28), el momento de inercia de masa de cada barra respecto a 
un eje perpendicular que pase por su centro de masa es f = tmit. La distan- 
cia de Ly al eje paralelo que pasa por el centro de masa de la barra 1 es y 
(Fig. a). Por tanto, el momento de inercia de masa de la barra I respecto a Ly es 


n ETE i H + 
(di =i +d m= ya + (31) m= qmé. 


La distancia de £, al eje paralelo que pasa por el centro de masa de la barra 2 
es [12 + ($) 2. El momento de inercia de masa de la barra 2 respecto a Ly es 


E 
m==mil*, 
3 


La ATAR 
(o= l tdm = mb + r+ (41) 


Suma de los resultados El momento de inercia de masa del cuerpo en L 
respecto a Lo es 


lo = (Lodi + Goa = mb + Im = 2 m8 
o = (doli o= gM o T A 


COMENTARIO 


Compare esta solución con la del ejemplo 8.10, en el cual por medio de inte- 
grales se determina el momento de inercia de masa de este cuerpo respecto a 
Lp. Fue más fácil aplicando el teorema de los ejes paralelos, pero por supues- 
to necesitamos conocer previamente los momentos de inercia de masa de las 
barras respecto a los ejes que pasan por sus centros de masa, 
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Ejemplo 8.13 


El cuerpo de la figura 8.36 consiste en una barra de 3 kg soldada a un disco 
delgado circular de 2 kg. Determine su momento de inercia de masa respecto 
al eje L que pasa por su centro de masa {Eleje L es perpendicular a la barra 
y al discos). 


Figura 8.36 


ESTRATEGIA 


Primero debemos localizar el centro de masa del cuerpo compuesto, para lue- 
go aplicar el teorema de los ejes paralelos a las partes por separado y sumar 
los resultados. 


SOLUCIÓN 


Selección de las partes Las partes son la barra y el disco. Establecien- 
do el sistema coordenado de la figura (a), la coordenada x del centro de masa 
del cuerpo compuesto es 


Ez X parray oarra) + Xisco disco) _ 0.316) + (0.6 + 0.242) _ 
M barra) + TP disco} 3732 


Determinación de los momentos de inercia de masa de las partes 
La distancia del centro de masa de la barra al centro de masa del cuerpo 
compuesto es 0.2 m (Fig. b). Por tanto, el momento de inercia de masa de la 
barra respecto a L es 


Lara = NOS + (0.273) = 0.210 kg-n?. 


La distancia del centro de masa del disco al centro de masa del cuerpo com- 
puesto es 0.3 m (Fig. c). El momento de inercia de masa del disco respecto a 
Les 


Láisco = 100.27 + (0.3}(2) = 0.220 kg-m?. 


Suma de los resultados Ei momento de inercia de masa del cuerpo com- 
puesto respecto a £ es 


I= Ipan + Iaio) = 0.430 kg-m?. 


8.5 TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS 427 


(a) Coordenada x del centro de masa del 
cuerpo. 


| e 


Lam 


(b) Distancia de £ al centro de masa de la 
barra. 


(c) Distancia de L al centro de masa del 
disco. 
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428 CAPÍTULO 8 MOMENTOS DE INERCIA 


| Ejemplo 8.14 | 


El cilindro homogéneo de la figura 8.37 tiene masa m, longitud f y radio R. 
Determine sus momentos de inercia de masa respecto a los ejes x, y y z. 


| 
| 
| 
| 
| 


Figura 8.37 


ESTRATEGIA 


Hallamos los momentos de inercia de masa respecto a los ejes x, y y z de un 
elemento infinitesimal del cilindro, que es un disco de espesor dz. Integramos 
los resultados con respecto a z para obtener los momentos de inercia de masa 
del cilindro. Aplicamos el teorema de los ejes paralelos para determinar los 
momentos de inercia de masa del disco respecto a los ejes x y y. 


SOLUCIÓN 


Consideremos un elemento del cilindro de espesor dz a una distancia z del 
centro del cilindro (Fig. a). (Podemos imaginar que obtenemos este elemento 
““rebanando” el cilindro perpendicularmente a su eje.) La masa del elemen- 
to es igual al producto de la densidad y el volumen del elemento, dm = 
p(R?dz). Obtenemos los momentos de inercia de masa del elemento usando 
los valores para una placa circular delgada dados en el apéndice C. El mo- 
mento de inercia de masa respecto al eje z es 


1 1 
Ali = ¿dm R? == zP TRdZ)R?. 


Q. 


(a) Elemento diferencial en forma de 
disco del cilindro. 
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Integrando este resultado con respecto a z de —1/2 a f/2, sumamos los mo- 
mentos de inercia de masa de los elementos infinitesimales de disco que for- 
man el cilindro. El resultado es el momento de inercia de masa del cilindro 
respecto al eje z: 
alJ3 
l l 
MES —Ñ 4 
hcjc =) PTR dz = ¿PTR E 


|- * 


Podemos escribir este resultado en términos de la masa del cilindro, m = 
p(rR3), como 


kejed = mR. 
El momento de inercia de masa del elemento de disco respecto al eje x es 
) AA e aa 
Alejo x) = 4 dm R° = ger? dzjR”. 


Podemos usar este resultado y el teorema de los ejes paralelos para determi- 
nar el momento de inercia de masa del elemento respecto al eje x: 


l 2 
deco =4Ueexy +Eédm= gn R? dz}R? + z (pon R’ dz). 


Integrando esta expresión con respecto a z de —//2 a 1/2, obtenemos el mo- 
mento de inercia de masa del cilindro respecto al eje x. 


In 
Fe Mo 23 l l 2 
lejen = pl ; (Gone + pare) dz = gerk" + peT RP. 


En términos de la masa del cilindro, 


l ” l RJ 
leey = g”R + pri. 


Debido a la simetría del cilindro, 


leje = feex 


COMENTARIO 


Cuando el cilindro es muy largo en comparación con su ancho, [ > R, el pri- 
mer término en la ecuación para Feje , se puede ignorar y se obtiene el mo- 
mento de inercia de masa de una barra esbelta respecto a un eje perpendicular, 
dado por la ecuación (8.28). Por otra parte, cuando el radio del cilindro es 
mucho mayor que su longitud, R > 1, el segundo término de la ecuación para 
Feje yy se puede ignorar y se obtiene el momento de inercia de masa para un 
disco circular delgado respecto a un eje paralelo al disco. Esto indica las 
magnitudes de los términos que se ignoran cuando se usan las expresiones 
aproximadas para los momentos de inercia de masa de una barra “esbelta” y 
de un disco ““delgado””. 
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Problemas! 


8.92 La barra homogénea esbelta mostrada tiene masa m y 
longitud /. Mediante integración, determine el momento de 
inercia de masa respecto al eje perpendicular Lo. 

Estrategia: Utilice el mismo método que el empleado para 
obtener la ecuación (8.28). Sólo se requiere cambiar los lími- 
tes de integración. 


P8.92 


8.93 Dos barras homogéneas esbeltas, cada una de masa m 
y longitud f, están soldadas entre sí para formar un cuerpo en 
forma de T. Mediante integración, determine el momento de 
inercia de masa del cuerpo mostrado respecto al eje a través 
del punto O, que es perpendicular a las barras. 


P8.93 


8.94 La barra homogénea esbelta mostrada tiene masa m y 
longitud 1. Mediante integración, determine el momento de 
inercia de masa de la barra respecto al eje L. 


P8.94 


8.95 Un anillo circular formado al doblar una barra homo- 
génea esbelta tiene masa zn y radio R. Determine el momento 
de inercia de masa del anillo mostrado (a) respecto al eje a 
través de su centro de masa, que es perpendicular al anillo; 
(b) respecto al eje L. 


P8.95 


6.96 La placa homogénea delgada que se muestra tiene es- 
pesor uniforme y masa m. Determine su momento de inercia 
de masa respecto a los ejes x, y y z. 

Estrategia: Los momentos de inercia de masa de una placa 
de forma arbitraria están dados por las ecuaciones (8.30)- 
(8.32) en función de los momentos de inercia del área de la 
sección transversal de la placa. En el apéndice B se pueden 
obtener los momentos de inercia del área rectangular. 


P8.96 
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8.97 La placa homogénea delgada que se muestra tiene es- 
pesor uniforme y masa mM. 

(a) Determine su momento de inercia de masa respecto a los 
ejesxyz. 

(b) Sea R, = 0 y compare sus resultados con los valores dados 
en el apéndice C para una placa circular delgada. 

(c) Sea R; + R, y compare sus resultados con tas soluciones 
del problema 8.95. 


P8.97 


8.98 La placa homogénea delgada que se muestra tiene es- 
pesor uniforme y pesa 20 lb. Determine su momento de iner- 
cia de masa respecto al eje y. 


si 
ye 4-0 pie 


Xx 


P8.98 


8.99 Determine el momento de inercia de la placa del pro- 
blema 8.98 respecto al eje x. 


8.100 La masa del objeto mostrado es de 10 kg. Su mo- 
mento de inercia de masa respecto a L, es de 10 kg-m?. ¿Qué 
valor tiene su momento de inercia de masa respecto al eje L,? 
(Los tres ejes se encuentran en el mismo plano.) 


0.6 m 0,6 m 


Ps.100 
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8.101 Un ingeniero recaba datos para el diseño de una uni- 
dad de maniobras y determina que el centro de masa del as- 
tronauta de la figura está en x = 1.01 m, y = 0.16 m, y que 
su momento de inercia de masa respecto al eje z es de 105.6 
kg-m?. Su masa es de 81.6 kg. ¿Qué valor tiene su momento 
de inercia de masa respecto al eje z“ a través de su centro de 
masa? 


8.102 Dos barras homogéneas esbeltas, cada una con masa 
m y longitud f, están soldadas entre sí para formar un cuerpo 
en forma de T. Use el teorema de los ejes paralelos para de- 
terminar el momento de inercia de masa del cuerpo respecto 
al eje a través del punto O y perpendicular a las barras. 


P8.102 


8.103 Use el teorema de los ejes paralelos para determinar 
el momento de inercia de masa del cuerpo en forma de T del 
problema 8.102 respecto al eje a través del centro de masa 
del cuerpo que es perpendicular a las dos barras. 


8.104 La masa de la barra homogénea esbelta mostrada es 
de 20 kg. Determine su momento de inercia de masa respecto 
al eje z. 


P8.104 
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8.105 Halle el momento de inercia de masa de la barra (Prob. 
8.104) respecto al eje z' a través de su centro de masa. 


8.106 El cohete sirve para investigaciones atmosféricas. Su 
peso y su momento de inercia de masa respecto al eje z a tra- 
vés de su centro de masa (incluido su combustible) son 10 klb 
y 10 200 slug-pie? respectivamente. El combustible pesa 6000 
lb, su centro de masa está en x = —3 pies, y = 0,7 = 0, y el 
momento de inercia de masa del combustible respecto al eje a 
través del centro de masa y paralelo al eje z es de 2200 slug- 
pie?. Si el combustible se agota, ¿qué valor tiene el momento 
de inercia de masa del cohete respecto al eje a través del nuevo 
centro de masa paralelo al eje z? 


P8.106 


8.107 La masa de la placa delgada homogénea de la figura 
es de 36 kg. Determine su momento de inercia de masa res- 
pecto al eje x. 


04m aj 04 m—= 


P8.107 


3.108 Determine el momento de inercia de masa de la placa 
del problema 8.107 respecto al eje z. 


8.109 La placa delgada homogénea pesa 10 lb. Determine 
su momento de inercia de masa respecto al eje x, 


Spulg | Spulg J 
| 
5 
pulg 
E Ey 


P8.109 


8.110 Determine el momento de inercia de masa de la placa 
del problema 8.109 respecto al eje y. 


8.111 El radiador termal de la figura (usado para eliminar 
el exceso de calor en un satélite) se puede representar como 
una placa homogénea rectangular delgada. Su masa es de $ 
slugs. Determine su momento de inercia de masa respecto a 
los ejes x, y y 2. 


P8.111 
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8.12 La masa de la placa homogénea delgada de la figura 8.115 La pirámide homogénea mostrada tiene masa m. De- 
es de 2 kg. Determine su momento de inercia de masa respec- termine su momento de inercia respecto al eje z, 
to al eje Ło a través del punto O perpendicular a la placa. 


P8.115 
— 130 mm 


P8.112 


8.116 Determine el momento de inercia de masa de la pirá- 
mide homogénea del problema 8.115 respecto a los ejes x y y. 


8.113 El cono homogéneo mostrado tiene masa m. Deter- 8,117 El paralelepipedo rectangular homogéneo mostrado 
mine su momento de inercia de masa respecto al eje z y com- tiene masa m. Determine sus momentos de inercia de masa 


pare su resultado con el valor dado en el apéndice C. respecto a los ejes x, y y Z, y compare sus resultados con los 
Estrategia: Utilice el mismo método que usamos en el ejem- valores dados en el apéndice C. 


plo 8.14 para obtener los momentos de inercia de un cilindro 
homogéneo. 


P8.117 


Pa.113 8.118 El anillo homogéneo mostrado está hecho de acero 
con densidad p = 15 slug/pie?. Determine su momento de 
inercia de masa respecto al eje £ a través de su centro de masa. 


8.114 Determine el momento de inercia de masa del cono 
homogéneo del problema 8.113 respecto a los ejes x y y, y 
compare sus resultados con los valores dados en el apéndice C. 
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8.119 La mitad del cilindro homogéneo mostrado tiene ma- 8.121 Determine el momento de inercia de masa del cuerpo 
sa m. Determine su momento de inercia de masa respecto al del problema 8.120 respecto al eje a través de su centro de 
eje L a través de su centro de masa. masa y paralelo al eje Lo. 


8.122 La placa de acero tiene densidad p = 15 slug/pie?. 
Halle su momento de inercia de masa respecto al eje z. 


P8.119 


8.120 El cuerpo de acero tiene densidad p = 7800 kg/m, 
Halle su momento de inercia de masa respecto al eje Lo. 


8.123 Determine el momento de inercia de masa del cuerpo 
del problema 3.122 respecto al eje x. 


P8.120 


Resumen del capitulo 


Áreas 


Se definen cuatro momentos de inercia de área: 
1. El momento de inercia respecto al eje x: 
Ez = f yaa. Ec. (8.1) 
2. El momento de inercia respecto al eje y: 
= 1 x? dA. Ee. (8.3) 
3. El producto de inercia: 
ea i xydA. EEES 
A 
4. El momento polar de inercia: 
h= f r dA. Ee. (8.0) 
Á 
Los radios de giro respecto a los ejes x y y se definen como k, = 


VIJA y k, = AL/A respectivamente, y el radio de giro respecto al ori- 
gen O se define como ka = VIA. 
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El momento polar de inercia es igual a la suma de los momentos de iner- 
cia respecto a los ejes x y y: Jo = E, + Fe Si un área es simétrica respecto 
al eje x o y, su producto de inercia es igual a cero. 
Sea xy” un sistema coordenado con su origen en el centroide de un 
área A, y sea xy un sistema coordenado paralelo. Los momentos de iner- 


cia de A en los dos sistemas están relacionados por los teoremas de los 
ejes paralelos (Ecs. 8.10-8,13): 


h= ly + ĪA, 

= ly +d A, 

Loy = lyy +dzdyA, 

J = Jg + (G + A = J+ dA, 


donde d, y d, son las coordenadas del centroide de A en el sistema coor- 
denado xy. 


Masas 


El momento de inercia de masa de un cuerpo respecto a un eje £, es 
lo = / r? dm, Ec. (8.27) 
m 
donde r es la distancia perpendicular de Ło al elemento diferencial de 
masa din. 

Sea L un eje que pase por el centro de masa de un cuerpo y sea Lo un 
eje paralelo. El momento de inercia h respecto a La está dado en función 
del momento de inercia Z respecto a £ por el teorema de los ejes parale- 
los, 

h=] +m, Ec. (8.35) 


donde rm es la masa del cuerpo y d es la distancia entre £ y Lo. 


Problemas de repaso ma 


Problemas 8.124-8.126 8.124 Determine Z, y K,. 
y 8.125 Determine F, y Ky 


8.126 Determine /,,. 
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Problemas 8.127-8.129 (El origen del sistema coorde- Problemas 8.132, 8.133 
nado x' y' está en el centroide del área.) 


40 
mm 
x 
160 
mm 
P8.127 
$0 __| E eA 
mm mm mm P8.132 
8.127 Determine F; y ky- 
8.128 Determine Iy y ky. 8.132 Determine 7, y ky 
8.129 Determine Iyy. 8.133 Determine J y Ko. 


Problemas 8.134, 8.135 
Problemas 8.130, 8.131 


mm 


| 2pie| 2 pie! P8.134 
$ X 


80 40 80 8.134 Determine I, y ky. 


mm mm mm 
P3.130 
8.135 Determine Z, y k,. 


8.136 Los momentos de inercia del área son 1, = 36 m‘, F, 
8.130 Determine /, y k,. = 145 m*e/,, = 44,25 m‘. Determine el conjunto de los ejes 


principales y los momentos de inercia principales. 
8.131 Determine Z, y ky- 


3 m-——-— 4 m 


= P8.136 
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8.137 El momento de inercia del bate de 31 onzas mostrado 
respecto a un eje perpendicular a través del punto B es de 0.093 
slug-pie?. ¿Qué valor tiene el momento de inercia de masa del 
bate respecto a un eje perpendicular a través del punto 4? 
(El punto A es el “centro instantáneo” del bate, o centro de 
rotación, en el instante mostrado.) 


12 pulg 


14 pulg 


P8.137 


8.138 La masa de la placa homogénea delgada de la figura 
es de 4 kg. Determine su momento de inercia de masa respec- 
to al eje y. 


P3.138 
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8.139 Determine el momento de inercia de masa de la placa 
del problema 3.138 respecto al eje z. 


8.140 El objeto homogéneo mostrado pesa 400 lb. Deter- 
mine su momento de inercia de masa respecto al eje x. 


46 pulg 
VISTA LATERAL 


P3.140 


8.141 Determine el momento de inercia de masa del cuerpo 
del problema 3.140 respecto a los ejes y y z. 

8.142 Determine el momento de inercia de masa del volante 
de 14 kg mostrado respecto al eje £. 
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~a 
A| 
Daana o A 


HD 


NERO 


"mo 
A A 


Nueva York tiene un claro de 
4260 pies, que era el claro col- 
gante más grande del mundo cuando 
se terminó (1965). El enorme peso de 
su cubierta está soportado por cables 
de acero de 7200 pies de longitud 
construidos con miles de alambres de 
acero trenzados. Para determinar la 
forma del cable y la variación de la 
tensión a lo largo de él, podemos rep- 
resentar las fuerzas ejercidas sobre el 
cable principal de un puente colgante 
como una carga distribuida. 


E puente Verrazano-Narrows de 
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Capitulo 9 


Fuerzas distribuidas 


A fuerza ejercida sobre un cuerpo por su peso está 

distribuida sobre el volumen del cuerpo. La fuerza 
ejercida sobre la cimentación de un edificio por el suelo 
subyacente está distribuida sobre la superficie de la ci- 
mentación. El peso de un puente colgante está distribui- 
do a lo largo de los cables principales del puente. 

Como muestran estos ejemplos, muchas de las fuer- 
zas que se deben considerar en el análisis y diseño de 
ingeniería están distribuidas a lo largo de líneas o sobre 
superficies o volúmenes. En el capítulo 7 mostramos 
que cuando sólo nos interesan la fuerza total y el mo- 
mento ejercido por el peso de un cuerpo, éste se puede 
representar con una fuerza que actúa en su centro de 
masa. En este capítulo analizamos otros ejemplos im- 
portantes de fuerzas distribuidas y momentos, y expli- 
camos cómo se describen y usan en el análisis de los 
cuerpos en equilibrio. 
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9.1 Cargas distribuidas en una linea 


Figura 9.1 

Ejemplos de fuerzas distribuidas: 

(a) Carga uniformemente distribuida, 
ejercida por el piso sobre una viga de la 
estructura de un edificio. 

(b) Carga de viento distribuida a lo largo 
de la altura de una torre. 


(a) 


y 


TT. 
—_ AAA — 


(b) 


Figura 9.2 

(a) Carga de una viga con sacos de arena. 
(b) La carga distribuida w representa la 
carga ejercida por los sacos. 


La carga ejercida sobre una viga que soporta el piso de un edificio está 
distribuida sobre la longitud de la viga (Fig. 9.1a). La carga ejercida por 
el viento sobre una torre de televisión está distribuida a lo largo de la 
altura de la torre (Fig. 9.1b). En muchas aplicaciones de ingeniería las 
cargas están distribuidas en forma continua a lo largo de líneas. 


(a) (b) 


Con un ejemplo sencillo podemos demostrar cómo se expresan anali- 
ticamente tales cargas. Si apilamos sacos de arena sobre una viga, como 
en la figura 9.2(a), la carga se distribuye sobre la viga, y su magnitud en 
una posición x dada depende de lo alto que estén apilados los sacos ahí. 
Para describir la carga, definimos una función w tal que la fuerza hacia 
abajo sobre un elemento infinitesimal dx de la viga es w dx. Con esto 
podemos representar la magnitud variable de la carga ejercida por los 
sacos (Fig. 9.2b). Las flechas indican que la carga actúa hacia abajo. 
Las cargas distribuidas en líneas, desde los casos más simples como el 
del peso propio de una viga hasta los más complicados como la fuerza 
de sustentación distribuida a lo largo del ala de un avión, se representan 
con w. Como el producto de w y dx es una fuerza, las dimensiones de w 
son (fuerza)/(longitud), y w se puede expresar en N/m en unidades SI o 
en lb/pie en el sistema inglés. 

Supongamos que se conoce la función w que describe una carga distri- 
buida particular (Fig. 9.3a). La gráfica de w se llama curva de carga. 
Como la fuerza actúa sobre un elemento dx de la línea es wdx, po- 
demos determinar la fuerza F ejercida por la carga distribuida integran- 
do la curva de carga con respecto a x: 


(9.1) 
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9.1 


Podemos también integrar para determinar el momento respecto a un 
punto ejercido por la carga distribuida. Por ejemplo, el momento res- 
pecto al origen debido a la fuerza ejercida sobre el elemento dx es xwdx, 
y el momento total respecto al origen debido a la carga distribuida es 


M= f «ax. (9.2) 
L 


Cuando sólo nos interesan la fuerza total y el momento total ejercidos 
por una carga distribuida, ésta se puede representar con una sola fuerza 
equivalente F (Fig. 9.30). Para que sea equivalente, la fuerza debe ac- 
tuar en una posición x sobre el eje x tal que el momento de F respecto al 
origen sea igual al momento de la carga distribuida respecto al origen: 


xF = f xvax. 
E 


Por consiguiente, la fuerza F equivale a la carga distribuida si la coloca- 
mos en la posición 


[wa 
AR E A 


A (9.3) 
f wdx 
L 


Observe que el término wdx es igual a un elemento de “área” dA en- 
tre la curva de carga y el eje x (Fig. 9.3c). (Ponemos comillas porque 
wdx es en realidad una fuerza y no un área.) Interpretada de esta mane- 
ra, la ecuación (9.1) establece que la fuerza total ejercida por la carga 
distribuida es igual al “área” A entre la curva de carga y el eje x: 


p= | da=a. (9.4) 
A 


Sustituyendo wdx = dA en la ecuación (9,3), obtenemos 


k= H——. (9.5) 


A 


La fuerza única equivalente a la carga distribuida actúa en el centroide, 
o posición de peso ponderado, del “área” entre la curva de carga y el 
eje x (Fig. 9.3d). Se verá que esta analogía entre la carga distribuida y 
el área es de utilidad cuando se quiere reemplazar una carga distribuida 
con una fuerza equivalente. 


Los siguientes ejemplos muestran cómo se determinan las reacciones en 
los soportes de vigas sometidas a cargas distribuidas. Si una carga distri- 
buida tiene una forma geométrica sencilla, la fuerza equivalente se pue- 
de determinar calculando el “área” entre la curva de carga y el eje x y 
localizando su centroide. Para curvas de carga más complejas, se pue- 
den usar las ecuaciones (9.1) y (9.2) para calcular la fuerza total y el 
momento. 
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iil 


ha dx 


Il INN 


Al 
— 
w dx 

(a) 


(b) 


Figura 9.3 

(a) Una carga distribuida y la fuerza 
ejercida sobre un elemento diferencial dx. 
(b) La fuerza equivalente. 

(c) Determinación del ““área'”” entre la 
función w y el eje x. 

(d) La fuerza equivalente es igual al 
“área”. 


X 
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Ejemplo 9.1 


La viga de la figura 9.4 está sometida a una carga distribuida “triangular” 
cuyo valor en B es de 100 N/m. Determine las reacciones en A y B. 


Figura 9.4 


100 N/m 


12m 


ESTRATEGIA 


Podemos determinar las reacciones de dos maneras: 


Primer método Deduciendo una ecuación para w, podemos usar (9.1) y 
(9.2) para determinar la fuerza total y el momento de la carga distribuida. 


Segundo método Podemos representar la carga distribuida con una 


fuerza equivalente que actúa en el centroide de la curva de carga. 


SOLUCIÓN 


Primer método Dibujamos el diagrama de cuerpo libre de la viga con un 
sistema coordenado en la figura (2). Como w varía linealmente a lo largo de 
la viga y su valor en x = 12 m es de 100 N/m, podemos expresarla como 


100 
= — fm. 
w ja? Nm 


La fuerza total hacia abajo ejercida sobre la viga por la carga distribuida es 


n2 
F= fwax=f 1N de 6008; 
L o 12 


y 
Ca = 
id — 
ol ' 


12m 


| 
| 
(a) Diagrama de cuerpo libre de la viga. 
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y el momento horario respecto a A debido a la carga distribuida es 
12 
100 
Juas = / — x?’ dx = 4800 N-m. 
o. 12 


De las ecuaciones de equilibrio 


EF, = 4,+B-600=0, 
EM pumo 4) = 128 — 4800 = 0, 
obtenemos las reacciones A, = 0, 4, = 200 N y B = 400 N. 


Segundo método El “área” de la carga distribuida triangular es igual a 
un medio de su base por su “altura”, 0 5(12 m) x (100 N/m) = 600 N. El 
centroide del ““área”” triangular está en ¥ = 3012 m) = 8 m. Por lo tanto la 
carga distribuida se puede representar con una fuerza equivalente hacia abajo 
de magnitud 600 N que actúa en x = 8 m (Fig. b). De las ecuaciones de 
equilibrio 

DE: = A. = 


EF, = A, + B- 600 = 0, 


EM punto Ay 128 — (81(600) 


1 
= 


obtenemos de nuevo A, = 0, A, = 200 N y B = 400 N. 


łaz m)(100 N/m) 
=600N 


nR 


(b) Representación de la carga distribuida 
por una fuerza equivalente. 


COMENTARIO 


Como en este ejemplo pudimos determinar con facilidad el “área” y la posi- 
ción del centroide de la carga distribuida triangular, reemplazar ésta por una 
fuerza equivalente fue la manera más sencilla para determinar las reacciones 
en los soportes. 


9.1 
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[memp 5.2 PS 


La viga de la figura 9.5 está sometida a una carga distribuida, a una fuerza y 
a un par. La carga distribuida es w = 300x— 50 + 0.3. lb/pie. Determine 
10,000 lb-pie las reacciones en A. 


2000 Ib 


j= ESTRATEGIA 


Para determinar el “área” y el centroide de la curva de carga es preciso inte- 
grar, por lo que no nos sirve la analogía del área. Para determinar la fuerza 
Figura 9.5 y el momento de la carga distribuida usamos las ecuaciones (9,1) y (9.2). 


SOLUCIÓN 
La fuerza total hacia abajo ejercida por la carga distribuida es 


10 
F= f wdx = | (800x — 50x? + 0.34%) dx = 4333.3 Ib. 
E 0 
El momento horario respecto al punto A debido a la carga distribuida es 
10 
fas _ j x(300x — 50x? + 0,31%) dx = 25 000 Ib-pie. 
E 0 


En la figura (a) dibujamos el diagrama de cuerpo libre de la viga. De las 
ecuaciones de equilibrio 


EF, = A, = 0, 
EF, = A, + 2000 — 4333.3 = 0, 
EMivumo a) = (20)(2000) + 10 000 — 25 000 + My = 0, 


obtenemos A, = 0, A, = 2333.3 lb y M4 = —25 000 Ib-pie. 


y 


2000 lb 


10,000 Ib-pie 
x 


-——— 10 pie ES! 10 pie sS 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la viga. 


COMENTARIO 


Observe que una vez calculados la fuerza y el momento totales debidos a la 
carga distribuida, podemos representarlos por medio de una fuerza equiva- 
lente. El momento de la fuerza F hacia abajo respecto al origen es igual al 
momento de la fuerza distribuida respecto al origen si colocamos F en 


25 000 Ib-pie 


2S —4333.31b 


= 5,77 pie. 
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Ejemplo 9.3 


La viga de la figura 9.6 está sometida a dos cargas distribuidas. Determine. 400 N/m 
las reacciones en A y B. 


ESTRATEGIA 


Es fácil representar la carga uniforme a la derecha con una fuerza equivalen- 
te, La carga a la izquierda se puede considerar como la suma de cargas uni- 
forme y triangular; cada una se representa con una fuerza equivalente. 


SOLUCIÓN 


En (a) dibujamos el diagrama de cuerpo libre de la viga, expresando la carga Figura 9.6 
distribuida a la izquierda como la suma de cargas uniforme y triangular. En 
(b) representamos las tres cargas con fuerzas equivalentes. El “área” de la 
carga distribuida uniforme a la derecha es (6 m) x (400 N/m) = 2400 N, y 
su centroide se halla a 3 m de B. El área de la carga distribuida uniforme 
sobre la parte vertical de la viga es (6 m) x (400 N/m) = 2400 N y su cen- 
troide está en y = 3 m. El área de la carga triangular es > x (6 m} x (400 
N/m) = 1200 N y su centroide está en y = 5(6m) = 2 m. 
De las ecuaciones de equilibrio 


EF, = Az + 1200 + 2400 = 0, 


EF, 


A, + B- 2400 = 0, 
EM punto a) = 6B — (3N2400) — (2K1200) — (3)(2400) = 0, 
obtenemos A, = —3600 N, A, = —400 N y B = 2300 N. 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la viga. 


1400 N/m 
Y —x 
E 


(b) Representación de las cargas 
distribuidas por fuerzas equivalentes. 


2400 N 
1200 N 
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A A p, o oc os 


9.1 En la figura P9.1, el valor de la carga distribuida w en 9.4 La viga en voladizo que se muestra está sometida a una 
x = 0 es 36 1b/pie. carga distribuida triangular. ¿Qué reacciones se presentan en A? 
(a) Determine la función w. 
(b) Use la ecuación (9.1) para determinar la fuerza total ejer- y 
cida por la carga distribuida. | 
(c) Determine la fuerza total ejercida por la carga distribuida 
calculando el “área?” entre la curva de carga y el eje x. | 

200 N/m 

| J 


Å— r- 


36 Ib/pie - 


Y A 
10m ] 


x P9.4 


9 pie ¡ 9.5 Se miden las fuerzas ejercidas por el suelo sobre una 
| | sección de 10 m de la cimentación de un edificio; están descri- 
po. tas por la carga distribuida w = —10x — X + 0.2 kN/m. 
(a) Determine la magnitud de la fuerza total ejercida sobre la 
cimentación por la carga distribuida. 
(b) Determine la magnitud del momento respecto a 4 debido 
a la carga distribuida. 


9.2 En el estudio del prediseño de un puente peatonal, un 
ingeniero representa el peso del puente y su máxima carga es- 
perada por medio de la carga distriubida que se muestra. ¿Qué 
reacciones se ejercen sobre los soportes del puente en A y B? 


y 
y ¡AM TR 
A 


w = 50 kN/m x 
w 
! 10m — P9.5 
P9.2 
9.3 Determine las reacciones en A y B de la figura P9.3. 9.6 La viga que se muestra está sometida a una carga distri- 
buida w = 100x — cx? lb/pie, donde e es una constante. El 
momento respecto a 4 debido a la carga distribuida es cero, 
¿Qué valor tienen las reacciones en 4? 
y 
| w 
i LI2 J L2 — 2 
P9.3 A 
12pi - 
| pe | P9.6 
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9.7 La carga distribuida que se muestra está dada por w = 
10x7 Ib/pie. Determine las reacciones en A y B. 


9.8  Lafuerzadesustentación aerodinámica del ala de la figura 
está descrita por la carga distribuida w = —30041 — 0.042 
N/m. La masa del ala es de 27 kg y su centro de masa está 
situado a 2 m del punto R de unión con el fuselaje. 

(a) Determine las magnitud de la fuerza y el momento respec- 
to a R ejercidos por la fuerza de sustentación. 

(b) Determine las reacciones sobre el ala en R. 


99 Siwp= 
A y B de la figura P9.9? 


100 Ib/pie, ¿qué valor tienen las reacciones en 


We 


el 
E 


L~~ 6pie 


P9.9 


9.1 CARGAS DISTRIBUIDAS EN UNA LĪNEA 447 
9.10 Cada soporte de la viga (P9.9) resiste una carga verti- 
cal de 1000 lb, ¿cuál es el valor máximo seguro de y? 


9.11 Se calcula que la carga máxima de viento sobre la torre 
de 40 m de altura de la figura (a) está descrita por la carga 
distribuida en la figura (0). La torre está soportada por tres 
cables, A, B y C, que van de la parte superior de la torre a 
puntos igualmente espaciados a 15 m de la base de la torre 
(Fig. c). Si el viento sopla del oeste y los cables B y € están 
flojos, ¿cuál es la tensión en el cable 4? (Represente la base 
de la torre como un soporte de bola y cuenca.) 


200 N/m 

B 

4 in 
mee 
15 m 
C 
400 N/m 
(a) (b) (e) 

P9.11 


9.12 Sien el problema 9.11 el viento sopla del este y el cable 
A está flojo, ¿cuáles son las tensiones en los cables B y C? 


9.13 ¿Qué valor tiene la carga axial en el elemento BD del 
bastidor? 


c 100 N/m 


m 


E A A M o + 


Sm 
ey lo 
Di, / 
E 
E 
- 10m i 
P9.13 
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9.2 Fuerzas y momentos internos 
en vigas 


Figura 9.7 

(a) Viga sometida a una carga y 
reacciones. 

(b) Parte aislada de la viga. 

(c), (d) Fuerza axial, fuerza 
cortante y (c), (d) momento 
Mector. 


Para que un elemento estructural no falle (se rompa o desplome) debido 
a las fuerzas y los momentos que actúan sobre él, el ingeniero proyectis- 
ta debe conocer no sólo las cargas y reacciones externas, sino también 
las fuerzas y los momentos que actúan dentro del elemento. 
Consideremos una viga sometida a una carga externa y a reacciones 
(Fig. 9.78). ¿Cómo podemos determinar las fuerzas y los momentos den- 
tro de la viga? En la figura 9.7(b) ‘cortamos’ la viga con un plano en 
una sección transversal arbitraria y aislamos parte de ella. La parte ais- 
lada no puede estar en equilibrio a menos que esté sometida a cierto 
sistema de fuerzas y momentos en el plano en que se une a la otra parte 
de la viga. Éstas son las fuerzas y momentos internos que buscamos. 
En el capitulo 4 demostramos que cualquier sistema de fuerzas y mo- 
mentos se puede representar por un sistema equivalente que consiste 
en una fuerza y un par. Si el sistema de cargas externas y reacciones 
sobre una viga es bidimensional, podemos representar las fuerzas y el 
momento internos con un sistema equivalente que consiste en dos com- 
ponentes de fuerza y un par (Fig. 9.7c). La componente P paralela al eje 
de la viga se llama fuerza axial. La componente Y normal al eje de la 
viga se llama fuerza cortante, y el par M se llama momento flector. En 
la figura 9.7(d) se muestran la fuerza axial, la fuerza cortante y el mo- 
mento flector en el diagrama de cuerpo libre de la otra parte de la viga. 


e 


(a) | (b) 


(d) 
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En las figuras 9.7(c) y (d) las direcciones de la fuerza axial, de la fuer- 
za cortante y del momento flector son las definiciones preestablecidas de 
las direcciones positivas de esas cantidades. Una fuerza axial positiva P 
somete la viga a tensión; una fuerza cortante positiva V tiende a hacer 
girar el eje de la viga en sentido horario (Fig. 9.84). Los momentos flec- 
tores se definen como positivos cuando tienden a flexionar el eje de la 
viga hacia arriba (Fig. 9.8b). En función del sistema coordenado que 
utilizamos, **hacia arriba” significa la dirección positiva del eje y. 


Figura 9.8 


(a) Las fuerzas cortantes positivas tienden 
a hacer girar el eje de la viga en sentido 
horario. 

(b) Los momentos flectores positivos 
tienden a flexionar el eje de la viga hacia 
arriba. 


Los dos siguientes ejemplos muestran cómo se determinan las fuerzas y 
el momento internos en una sección transversal particular de una viga. 
Esto implica tres pasos; 


l. Determinar las fuerzas y los momentos externos. Dibuje el diagra- 
ma de cuerpo libre de la viga y determine las reacciones en los so- 
portes. Si la viga forma parte de una estructura, se debe analizar la 
estructura. 


2. Dibujar el diagrama de cuerpo libre de una parte de la viga. Corte 
la viga en el punto en que desee determinar las fuerzas internas y el 
momento, y dibuje el diagrama de cuerpo libre de una de las partes 
resultantes. Se puede escoger la parte con el diagrama de cuerpo 
libre más sencillo. Si el corte divide una carga distribuida, no repre- 
sente la carga distribuida por medio de una fuerza equivalente has- 
ta haber obtenido el diagrama de cuerpo libre. 


3. Aplicar las ecuaciones de equilibrio. Use las ecuaciones de equili- 
brio para determinar P, V y M. 
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T Ejemplo 9.4 | 


Determine las fuerzas y el momento internos en el punto C de la viga (Fig. 


9.9. 
Figura 9.9 T y 
— = m B 
C 
s u- 
SOLUCIÓN 


Determinar las fuerzas y el momento internos Comenzamos dibujan- 
do el diagrama de cuerpo libre de la viga y determinando las reacciones en 
sus soportes; los resultados se muestran en la figura (a). 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la viga y un plano por el 
punto C. 


Dibujar el diagrama de cuerpo libre de una parte de la viga 
Cortamos la viga en C (Fig. a) y dibujamos el diagrama de cuerpo libre de la 
parte izquierda, incluyendo las fuerzas y el momento internos P, V y Men 
sus direcciones definidas como positivas (Fig. b). 


(b) Diagrama de cuerpo libre de la parte de la viga a la 
izquierda del plano por el punto €. 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


9.2 FUERZAS Y MOMENTOS INTERNOS EN VIGAS 451 


Aplicar las ecuaciones de equilibrio De las ecuaciones de equilibrio 


1 
ZF, ==F-V¿=0, 
y 3 E 


1 1 
E Mipuno O) = Mc T (52) (37) = Q, 


obtenemos Pe = 0, Ve = IFy Me = JLF. 


COMENTARIO 


Los resultados se deben verificar con el diagrama de cuerpo libre de la otra 
parte de la viga {Fig. c). Las ecuaciones de equilibrio son 


EEF, =—Fe =0, 


EF, =V- F+3F=0, 


1 3 3 
E Miuno o = Me — (52) F + (4) (Es) =0, 


confirmándose que Po = 0, Vo = 4F y Mo = ¿LF. 


(c) Diagrama de cuerpo libre de la parte de la viga a la 
derecha del plano por el punto C. 
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| Ejemplo 9.5 


En la viga de la figura 9.10, determine las fuerzas y el momento internos (a) 
enBy(bhenC. 


Figura 9.10 i 


Nim 


l 
-E -S 
EREA 


Determinar las fuerzas y los momentos internos Dibujamos el dia- 
grama de cuerpo libre de la viga y representamos la carga distribuida con una 
fuerza equivalente en la figura (a). Las ecuaciones de equilibrio son 


LF, = Az =0, 


EF, = 4, + D- 180=0, 
EM ipunto a = 12D — (430180) =0. 


Resolviéndolas se obtiene: A, = 0, A, = 120N y D = 60 N. 


(a) Diagrama de cuerpo libre de toda la 2 1 m)(60 N/m) = 180 N 
viga con la carga distribuida representada 36 m) -| 
por una fuerza equivalente. D 
A f B C 
A, D 


pime =——==a] 


Dibujar el diagrama de cuerpo libre de parte de la viga Corta- 
mos la viga en B y obtenemos el diagrama de cuerpo libre de la figura (b). 
Como E se halla en el punto medio de la carga triangular distribuida, el valor 
de la carga distribuida en 8 es de 30 N/m. Representando la carga distribuida 
con una carga equivalente de la figura (b), obtenemos el diagrama de cuerpo 
libre de la figura (c). De las ecuaciones de equilibrio 


EF, = 120 — 45 — Va =0, 


EM punto p= Mg + (1145) — (3)0120) =0, 


obtenemos Pg = 0, Ya = 75 N y Ma = 315 N-m. 
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Para determinar las fuerzas y el momento internos en C, obtenemos el dia- 

grama de cuerpo libre más sencillo aislando la parte de la viga a la derecha de 
C (Fig. d). De las ecuaciones de equilibrio 

EF, = —Pg =0, 

EF, = Vc+60=0, 

E M ipune © = —Mce + (3)(60) = 9, 

obtenemos Pe = 0, V¿ = —60 N y Mo = 180 N-m. 


(b), (©) Diagrama de cuerpo libre de la 
parte de la viga a la izquierda de B. 


20 m6 mG0Nm=45N | 
O a My 


sé y td) Diagrama de cuerpo libre de la parte 
€ D de la viga a la derecha de B. 
nel 
AS ¡€ 
+3 m1 60 N 
(d) 


COMENTARIO 


Si se intenta determinar las fuerzas y el momento internos en 3 cortando el 
diagrama de cuerpo libre de la figura (a) en B, no se obtendrán resultados 
correctos (puede confirmarse que el diagrama de cuerpo libre resultante de la 
parte de la viga a la izquierda de B da: Pg = 0, Va = 120 N y Mga = 360 
N-m). La razón es que no se está considerando en forma correcta el efecto de 
la carga distribuida en el diagrama de cuerpo libre. Se debe esperar hasta 
después de haber obtenido el diagrama de cuerpo libre de una parte de la vi- 
ga, antes de representar las cargas distribuidas con fuerzas equivalentes, 
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| Problemas 


9.14 Calcule las fuerzas y el momento internosenA, By C. 9.17 Determine las fuerzas y el momento internos en Á de 
Estrategia: No necesita determinar las reacciones en el em- la figura P9.17. 

potramiento. Corte la viga en el punto donde quiera determi- 

nar las fuerzas y el momento internos, y dibuje el diagrama de 

cuerpo libre de la parte de la viga a la izquierda del corte. (En 

los diagramas de cuerpo libre, P, V y M deben estar indicadas 

en sus direcciones definidas como positivas.) 


9.18 Determine las fuerzas y el momento internos: (a) en B; 
ib) en C, de la figura P9.18. 


9.15 Determine las fuerzas y el momento internos en A, B y y 
C de la figura P9.15. E > 4" lb 
4 pie 
A A. c D 
OEI A y . = xX 
2 klb-pi Diù mA 
6 pie 3pie— 
| y o LA 
p—! Pda Pie-ai+— | pie 1 pie — 
P9.15 P9.18 


9.16 Determine las fuerzas y el momento internos en A de 9.19 Determine las fuerzas y el momento internos del punto 


la figura P9.16. B de la figura: (a) si x = 250 mm; (b) six = 750 mm. 
1 20 N-m 
î x —— B 
1000 lb, A c 
130° 
A 
500 mm ——= 
H 6 pie i a 
mm —— 
12 pie | P9.19 
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9.20 Determine las fuerzas y el momento internos del punto 9.23 Six = 9 m en el problema 9,22, ¿qué valor tienen las 
A mostrado, para cada carga. fuerzas y el momento internos en 4? 


9.24 Determine las fuerzas y el momento internos en el 


TA | 8 kN punto A de la figura P9.24. 


g e 
| PERAZA 


(a) b | 
E -i P9.24 


9.25 Six = 3 pies en la figura P9.25, ¿qué valor tienen las 


i | fuerzas y el momento internos en A? 

— | ny- 

e m-i n i | 
] ič El! | > 


D 
9.2] Represente el travesaño de escalera como una viga = 


A 
simplemente apoyada (soporte de pasador), y suponga que la | 
carga de 200 lb ejercida por la persona está uniformemente » 
distribuida. Calcule las fuerzas y el momento internos en A. 6 pie 


12 ple... 


P9.25 


| 9.26 Six = 9 pies en el problema 9.25, ¿qué valor tienen 
las fuerzas y el momento internos en A? 


E===1000 


8 pulg ——-—4 pulg- 9.27 Determine las fuerzas y el momento internos en el 
15 pulg ——————; punto medio de la viga del problema 9.6. 


A m a 


9.28 Determine las fuerzas y el momento internos en el pun- 
P9.21 to medio entre los puntos 4 y B de la viga del problema 9.7. 


9.22 Six = 3 m en la figura P9.22, ¿qué valor tienen las 9.29 Determine las fuerzas y el momento internos en el 
fuerzas y el momento internos en 4? punto A de la figura P9.29. 


A” | 


ra 100 kN/m nam | | | | Ein 
2 mm 


| | 
| 4m ; | 
| 7m | 


12m | Um: ===> - 
P9.22 


P9.29 
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9.30 Determine las fuerzas y el momento internos en el 9.36 Determine las fuerzas y el momento internos en el 
punto Z de la viga del problema 9.29. punta B de la armadura del problema 9.35. 


9.31 Determine las fuerzas y el momento internos en el 9.37 Calcule las fuerzas y el momento internos en A. 
punto C de la viga del problema 9.29. 

5,400 N/m 
9.32 lgnorando el peso del ala (P. 9.8), determine las fuer- y 
zas y el momento internos en el centro de masa del ala. 


9.33 Halle las fuerzas y el momento internos en A. 


IÜ kN 
poi 


nii | A yy | | 800 mm -| 
[+1 mme | m—e=— | m- l1m-—=— | m- | P9.37 
P9.33 9.38 Obtenga las fuerzas y el momento internos en A. 


9.34 Determine las fuerzas y el momento internos en el 
punto B del problema 9.33. 


9.35 Calcule las fuerzas y el momento internos en 4. 


400 N 


: p | pie A a pieeja pie -| 
> E P9.38 

9.39 Determine las fuerzas y el momento internos en el 
P9.35 punto B del bastidor del problema 9.38. 


9.3 Diagramas de fuerza cortante 
y de momento flector 


Para diseñar una viga debemos conocer las fuerzas y los momentos in- 
ternos en ella. Son muy importantes los valores máximo y mínimo de la 
fuerza cortante y del momento flector, y las posiciones en que se presen- 
tan. Veremos cómo determinar los valores de P, Vy M en función de x 
y presentaremos los diagramas de fuerza cortante y momento flector. 

Sea una viga simplemente soportada y cargada con una fuerza (Fig, 
9.11a). En vez de cortarla en una sección específica para hallar las fuer- 
zas y el momento internos, la cortamos en una posición arbitraria x 
entre el extremo izquierdo y la carga F (Fig. 9.11b). Aplicando las ecua- 
ciones de equilibrio a este diagrama de cuerpo libre, obtenemos 
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(b) (c) 
Figura 9.11 
P=0 (a) Viga cargada con una fuerza F y su 
diagrama de cuerpo libre. 
v= lp 2 (b) Seccionamiento de la viga en una 
E O<x<-L. posición x arbitraria a la izquierda de F. 
3 tc) Seccionamiento de la viga en una 
i posición x arbitraria a la derecha de F. 
M=-Fx 
3 


Para determinar las fuerzas y el momento internos para valores de x ma- 
yores que ¿L, obtenemos un diagrama de cuerpo libre cortando la viga 
en una posición arbitraria x entre la carga F y el extremo derecho de la 
viga (Fig. 9.11c). Los resultados son 


Pi=0 
2 1 | 
2 A | q TREI 
’ "G | 
dé qe E E V | 
3 
2 
M =F(L-x) 


Los diagramas de fuerza cortante y de momento flector son simple- 
mente las gráficas de Y y M, respectivamente, en función de x (Fig. 
9.12), y nos permiten ver los cambios en la fuerza cortante y en el mo- 
mento flector a to largo de la viga, así como sus valores máximo (menor 
cota de la fuerza o el momento) y minimo (mayor cota inferior). 

Se puede determinar las distribuciones de las fuerzas y del momento 
internos en una viga considerando un plano a una distancia arbitraria x 
del extremo y estableciendo P, Y y M como funciones de x. Según la Figura 9.12 
complejidad de la carga, deberán dibujarse varios diagramas de cuerpo Los diagramas de fuerza cortante y de 
libre para determinar las distribuciones sobre la longitud total. momento flector indican los valores 

máximo y minimo de V y M. 


El siguiente ejemplo muestra cómo obtener los diagramas de fuerza cor- 
tante y de momento flector en una viga. Una vez determinadas las reac- 
ciones externas sobre la viga, se corta ésta en una posición x arbitraria, 
se dibuja el diagrama de cuerpo libre de la parte de la viga en cualquier 
tado del corte (escoja la parte más sencilla), y determine las fuerzas y el 
momento internos. Quizá sea necesario repetir este proceso varias veces 
para obtener resultados válidos sobre la longitud total de la viga. 
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> 
|300 N/m| 


— ý m —* 


Figura 9.13 


300 N 


200 N/m{ l Mers 
a 100 Nim TA 
1 


A i B 
A, C 


(a) Diagrama de cuerpo libre de ta viga. 


L6 mi(200 N/m) (6 m00 N/m) 
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D 


( 


B 
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(b) Representación de las cargas 
distribuidas por medio de cargas 
equivalentes, 


y 
w 
|300 N/m] de au p A 
A f = 


(c) Diagrama de cuerpo libre para 0 < x 
< 6m. 


300 Nami 


id} Diagrama de cuerpo libre para 6 < x 


< 12m. 
> l 
' t pra 
Pami E y 
M == 
x 18 -x 


(e) Diagrama de cuerpo libre para 12 < 


Ejemplo 9.6 


Para la viga de la figura 9.13: (a) dibuje los diagramas de fuerza cortante y 
de momento flector; (b) determine las posiciones y los valores máximo y mi- 
nimo de las fuerzas cortantes y los momentos flectores. 


ESTRATEGIA 


Para determinar las fuerzas y el momento internos como funciones de x para 
toda la viga, debemos usar tres diagramas de cuerpo libre: uno para el inter- 
valo 0 < x < 6 m, uno para 6 €< x < 12m y otro para 12 < x < 18m. 


SOLUCIÓN 


(a) Comenzamos dibujando el diagrama de cuerpo libre de la viga, tratando 
la carga distribuida como la suma de cargas distribuidas uniforme y triangu- 
lar (Fig. a). Luego representamos esas cargas distribuidas con fuerzas equiva- 
lentes (Fig. b). De las ecuaciones de equilibrio 


EF, = A, + C- 600 — 600 — 300 = 0, 
EM muno ay = 12C — (8X600) — (91(600) — (18X300) = 0, 
obtenemos las reacciones A, = 0, A, = 200 N y € = 1300 N. 
¿En la figura (ec) dibujamos el diagrama de cuerpo libre para el intervalo 0 
< x < 6 m. De las ecuaciones de equilibrio 
EF, =P =0, LF, = 200- Y = 0, 
EM extremo derecnoy = M7 200x = 0, 
obtenemos 
Po=50 | 


Y =200 N Ó<x<óm. 


M = 200x N-m 


Dibujamos el diagrama de cuerpo libre (Fig. d) para el intervalo 6 €< x < 
12 m. Para obtener las ecuaciones de equilibrio, determinamos w en función 
de x e integramos para hallar la fuerza y el momento ejercidos por la carga 
distribuida. Expresamos w en la forma w = cx + d, donde c y d son cons- 
tantes, Usando las condiciones w = 300 N/m en x = 6 m y w = 100 N/m en 
x = 12 m, obtenemos la ecuación w = —-(100/3)x + 500 N/m. La fuerza 
hacia abajo en el cuerpo libre de la figura (d) por la carga distribuida es 


F= fua=/ (2: +500) de = $a? + 500% — 2400 N. 
yl 6 


El momento horario respecto al origen (4) debido a la carga distribuida es 


5 100 , 100 a 
Í xwdx = / (> + soor) dx= EN + 250x% — 6600 N-m. 
L ë z 
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Las ecuaciones de equilibrio son 


ER, =P =0, 


l 


5 
ER 200- v + ŠP — so0x + 2400 = 0, 


100 
EMumo 1) = M- Vx + Gx — 250x? + 6600 = 0. 


Resolviéndolas obtenemos 
PS 


50 
y a — 500x + 2600 N 6<x<12m. 


50 
M = T — 250x? + 2600x — 6600 N-m 


Para el tramo 12 < x < 18 m obtenemos un diagrama de cuerpo libre muy 
sencillo usando la parte de la viga a la derecha del corte (Fig. e). De las ecua- 
ciones de equilibrio 


mE c= p= 300-= 0, 
A irna izquierdo) ~ -M — 300(18 — x) = 0, 
obtenemos 


P=0 


V= 30N 12 «x «18m. 
M = 300x — 5400 N-m 


En la figura 9.14 se muestran los diagramas de fuerza cortante y de mo- 

mento flector obtenidos graficando las ecuaciones para Y y M en los tres 
intervalos de x. 
(b) Del diagrama de fuerza cortante, la fuerza cortante mínima es —1000 N 
enx = 12 m, y su valor máximo es de 300 N en el intervalo 12 < x < 18 m. 
El momento flector mínimo es —1800 N-m cn x = 12 m. El máximo está en 
el intervalo 6 < x < 12 m, y ocurre cuando dM/dx = 0. Usando la ecuación 
para M en función de xen el intervalo 6 < x < 12 m, obtenemos 


dM 150, 
-=e = 2 =U. 
gs = g% 500x + 2600 =0 


Figura 9.14 
La raiz aplicable es x = 6.69 m. Sustituyendo este valor en la ecuación para Diagramas de fuerza cortante y de 
M, determinamos que el valor máximo del momento flector es de 1268 N-m. 


momento flector. 
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o Problemas| SE 


9.40 (a) Determine las fuerzas y el momento internos en 9.43 (a) Determine el momento flector máximo en la viga y 


función de x en la figura P9.40. la posición x en que se presenta. 
(b) Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento  (b) Demuestre que las ecuaciones para F y Men función de x 
flector. satisfacen la ecuación F = dM/dx. 


Estrategia: No es necesario determinar las reacciones en el 
empotramiento. Corte la viga en una posición x arbitraria y 
dibuje el diagrama de cuerpo libre de la parte izquierda. 


L 


| P9.43 


P9.40 


9.44  Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 
flector para la viga del problema 9.43. 
9.41 (a) Determine las fuerzas y el momento internos en 
función de x en la figura P9.41. 9.45 Determine las fuerzas y el momento internos en fun- 
(b) Demuestre que las ecuaciones para V y Men función dex ción de x para la viga del problema 9.4. 
satisfacen la ecuación Y = dM/dx. 
(c) Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 9.46 (a) Determine las fuerzas y el momento internos en 
flector. función de x en la figura P9.46. 
(b) Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 
flector. 


bso kN/m 


100 Ib/pie 


10m | AA a 


P9.41 ' 


P9.46 


9.42 La viga del problema 9.41 soporta con seguridad un 
momento flector de 1 MN-m (meganewton-metro) en cual- 
quier sección transversal. Con base en este criterio, ¿cuál es el 
valor máximo seguro de la carga uniformemente distribuida? 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


9.3 DIAGRAMAS DE FUERZA CORTANTE Y DE MOMENTO FLECTOR 461 


9.47 Se tienen las cargas F = 200 N y C = 800 N-m. 
(a) Determine fuerzas y momentos internos en función de x. 
(b) Dibuje diagramas de fuerza cortante y momento flector. 


P9.47 


9.48 La viga del problema 9.47 soporta con seguridad fuer- 
zas cortantes y momentos flectores de 2 kN y de 6,5 kN-m 
respectivamente. Con base en este criterio, ¿puede quedar so- 
metida con seguridad a las cargas F = 1 kN y C = 1.6 kN-m? 


9.49 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 
flector para la viga ABC mostrada. 


P9.49 


9.50 Represente los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flector para la viga ABC. 


É 2m 


9.51 Represente el travesaño de la escalera como una viga 
simplemente apoyada (soporte de pasador), y suponga que la 
carga de 200 lb ejercida por el zapato de la persona está uni- 
formemente distribuida, Dibuje los diagramas de fuerza cor- 
tante y de momento flector. 


i 8 pulg —+— 4 pulg -j 
— 15 pulg | 
mn A It 
P9.51 
9.552 ¿Qué valor tiene el máximo momento flector en el tra- 


vesaño de la escalera del problema 9.51 y dónde ocurre? 


9.53 Suponga que la superficie sobre la que descansa la viga 
mostrada ejerce una carga uniformemente distribuida sobre 
ella, Dibuje sus diagramas de fuerza cortante y de momento 
flector. 


pe — 


| óm 


P9.53 
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9.54 Las vigas homogéneas AB y CD mostradas pesan 600 
Ib y 500 lb respectivamente. Dibuje los diagramas de fuerza 
cortante y de momento flector para la viga CD. 


P9.54 


9.55 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 
flector para la viga AB del problema 9.54. 


9.56 Dibujelos diagramas de fuerza cortante y de momento 
flector de la figura mostrada. F = 4650 lb. 


y 


9.57 Si en el problema 9.56 la carga F = 2150 lb, ¿cuáles 
son los valores máximo y minimo de la fuerza cortante y del 
momento flector y en qué posiciones x se presentan? 


9.58 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 
flector de la figura P9.58. 


y 


| 
20kN-m/= 4 kN/m], 
K3 


P9.58 


9.59 Enel problema 9.58, ¿cuáles son los valores máximo y 
mínimo de la fuerza cortante y del momento flector y en qué 
posiciones x se presentan? 


9.60  Ignorando el peso del ala del avión del problema 9.8, 
dibuje su diagrama de fuerza cortante. 
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9.4 Relaciones entre carga 
distribuida, fuerza cortante y 
momento flector 


La fuerza cortante y el momento flector en una viga sometida a una 
carga distribuida se rigen por ecuaciones diferenciales simples. Deducire- 
mos esas ecuaciones y mostraremos que son una manera interesante e 
instructiva de obtener los diagramas de fuerza cortante y de momento 
flector, y que también son útiles para determinar defiexiones en vigas, 

Supongamos que una porción de una viga está sometida a una carga 
distribuida w (Fig. 9.158). En la figura 9.15(b) obtenemos un diagrama 
de cuerpo libre cortando la viga en xy enx + Ax. Los términos AP, AV 
y AM son los cambios en la fuerza axial, en la fuerza cortante y en el 
momento flector, respectivamente, dexa x + Ax. De este diagrama de 
cuerpo libre obtenemos las ecuaciones de equilibrio 


EF =P+AP-=P=0, 


EF, =V-V-AV-—wAx-— O(Ax”) =0, 


EMipioo =M+ AM -M (Y + AV)Ax — wO(Ax?) =0, 


donde la notación O(Ax?) significa un término de orden Ax”. Dividiendo 
esas ecuaciones entre Ax y tomando el límite cuando Ax > 0, obtenemos 


(9.6) 


(9.7) 


(9.8) 


Figura 9.15 


(a) Porción de una viga sometida a una 
fuerza distribuida w. 

(b) Obtención del diagrama de cuerpo 
(a) libre de un elemento de la viga. 


w 


y 


- i 


ib) 


M+AM 


V+AV 


>% 
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Figura 9.16 

(a) Porción de una viga sometida a una 
fuerza F en la dirección y positiva. 

(b) Obtención de un diagrama de cuerpo 
libre cortando la viga a la izquierda y a la 
derecha de F. 

(c) El diagrama de fuerza cortante sufre 
un salto positivo de magnitud F. 

(d) El diagrama de momento flector es 
continuo. 


Y 


(a) 


La ecuación (9.6) establece que la fuerza axial no depende de x en la 
parte que sólo está sometida a una carga lateral distribuida. Pero se pue- 
de integrar la ecuación (9.7) para determinar Y en función de x si se 
conoce w, y luego integrar la (9.8) para determinar M en función de x. 

Dedujimos las ecuaciones (9.7) y (9.8) para una porción de viga some- 
tida sólo a una carga distribuida. Al usar esas ecuaciones para determi- 
nar diagramas de fuerza cortante y de momento flector, deben tomarse 
en cuenta los efectos de fuerzas concentradas y pares. Veamos qué suce- 
de a dichos diagramas cuando una viga se somete a una fuerza F que 
actúa en la dirección y positiva (Fig. 9.162). Cortando la viga justamente 
a la izquierda y a la derecha de F, obtenemos el diagrama de cuerpo 
libre (Fig. 9.16b), donde los subíndices (—) y (+) denotan valores a la 
izquierda y a la derecha de F. Por equilibrio se requiere que 


Vi=V_=F, (9.9) 

M, = M. =0. (9.10) 

El diagrama de fuerza cortante presenta una discontinuidad (un salto) de 
magnitud F (Fig. 9.16c), pero el diagrama de momento flector es conti- 


nuo (Fig. 9.16d). El salto en la fuerza cortante es positivo si la fuerza 
actúa en la dirección y positiva. 


(c) 


< 


(d) 
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Veamos ahora qué pasa en los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mento flector cuando una viga está sometida a un par antihorario C 
(Fig. 9.17a). Cortando la viga justamente a la izquierda y a la derecha 
del par (Fig. 9,17b), determinamos que 


V,—V_=0, (9.11) 
M, -M_=-C. (9.12) 


El diagrama de fuerza cortante es continuo (Fig. 9.17c), pero el diagra- 
ma de momento flector presenta una discontinuidad (salto) de magnitud 
C (Fig. 9.174) en el lugar en que la viga está sometida al par. El salto en 
el momento flector es negativo si el par actúa en dirección antihoraria. 


y Figura 9,17 


(a) Porción de una viga sometida a un 
par antihorario C. 

(b) Obtención de un diagrama de cuerpo 
libre cortando la viga a la izquierda y a la 
derecha de €. 

(c) El diagrama de fuerza cortante es 
continuo. 

(d) El diagrama de momento flector sufre 
un salto negativo de magnitud C. 


V 


(d) 
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íd) 


(e) 


Figura 9.18 


(a) Viga cargada con una fuerza F. 
(b) Diagrama de fuerza cortante entre A y 
B. 


(c) Diagrama de fuerza cortante completo. 


id) Diagrama de momento flector entre A 
y E. 

(e) Diagrama de momento flector 
completo. 


Hustramos la aplicación de esto con la viga simplemente soportada de 
la figura 9.18(a). Para determinar su diagrama de fuerza cortante co- 
menzamos en x = 0, donde la reacción hacia arriba en A genera un 
valor positivo de Y de magnitud (1/33. Como no hay carga entre A y 
B, la ecuación (9.7) establece que dV/dx = 0. La fuerza cortante es 
constante entre 4 y B (Fig. 9.18b). En B, la fuerza F hacia abajo genera 
un salto negativo en V de magnitud F. No hay carga entre B y C, por lo 
que la fuerza cortante es constante en ese intervalo (Fig. 9.18c). 

Ahora que hemos terminado el diagrama de fuerza cortante, comen- 
zamos de nuevo en x = O para determinar el diagrama de momento flec- 
tor. No hay par en x = 0, por lo que el momento flector es nulo en ese 
punto. Entre A y B, V = ¿F. Integrando la ecuación (9.8) dex = 0 a un 
valor arbitrario de x entre A y B, 


M xX X] 
f am = f vax = f -Fdx, 
0 0 A 


determinamos M en función de x entre A y B: 


2 
Fx, O<x =n 


El diagrama de momento fiector de A a B se muestra en la figura 
9.18(d). El valor del momento flector en B es Mp = FL, 

Entre By €, V = =F. Integrando la ecuación (9.8) de x = 5L a un 
valor arbitrario de x entre B y €, 


M xX x 2) 
f dM = f V dx = 1 —-F dx, 
JMe Lam (2/3)L 


obtenemos M en función de x entre B y C: 


y ARAD j 2 2 2 
M=Mp-5F (2-31) =3F4-0, gE E k 
En la figura 9,18(c) se muestra el diagrama de momento flector comple- 
to. Compare los diagramas de fuerza cortante y de momento flector de 
las figuras 9.18(c) y (e) con los de la figura 9.12, que obtuvimos cortan- 
do la viga y resolviendo las ecuaciones de equilibrio, 


Los ejemplos siguientes muestran cómo se utilizan las ecuaciones (9. 7)- 
(9,12) para determinar los diagramas de fuerza cortante y de momento 
Hector en vigas. 


l. Diagrama de fuerza cortante. Para segmentos de la viga que están 
descargados o sometidos a una carga distribuida, se puede integrar 
la ecuación (9.7) para determinar V en función de x. Además, se de- 
be usar la ecuación (9.9) para determinar los efectos de fuerzas en V. 


2. Diagrama de momento flector. Una vez que se ha determinado V en 
función de x, integre la ecuación (9.8) para determinar M en función 
dex. Use la ecuación (9.12) para determinar los efectos de pares en M. 
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Ejemplo 9.7 


Haga diagramas de fuerza cortante y momento flector para esta viga. 


Figura 9.19 
| 300 N/m 
óm prat! 
SOLUCIÓN 
Primero debemos determinar las reacciones en 4. Los resultados se muestran 3600 N-m 
en el diagrama de cuerpo líbre de la viga de la figura (a). La ecuación para la A 
carga distribuida en función de x es w = (x/6)300 = 50x N/m. 


Diagrama de fuerza cortante La fuerza hacia arriba en 4 origina 900 N 
un valor positivo de V de 900 N. Integrando la ecuación (9.7) de x = 0 a un 
valor arbitrario de x, (a) Diagrama de cuerpo libre de la viga. 


fa- Frida ta ldesotas, V 
Ya 0 0 


y 900 N 
obtenemos Y como función de x: 


| 
| 
| 
| 
| 
V = Va — 25x? = 900 — 25x. l 
Ñ | 
El diagrama de fuerza cortante se muestra en la figura (b). | 

Diagrama de momento flector El par antihorario en 4 genera un va- (b) Diagrama de fuerza cortante. 


lor negativo de M de magnitud 3600 N-m, por lo que M, = —3600 N-m, 
Integrando la ecuación (9.8) de x = 0 a un valor arbitrario de x, 


M | 
M x x | 
Í dM = f V dx =f (900 — 25x%) dx, | 
a Jo o Xx 
obtenemos | 
| 
-3600 
25 25 | 
M = Ma + 900x — E = -3600 + 900x — Fe N-m i 


El diagrama de momento flector se muestra en la figura (c). (c) Diagrama de momento flector, 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


468 CAPÍTULO 9 FUERZAS DISTRIBUIDAS 


¡ES ¡Miu dl) 
MA 


Figura 9.20 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la viga. 


(b) Diagrama de fuerza cortante. 


ic) Diagrama de momento flector. 


Ejemplo 9.8 


Obtenga diagramas de fuerza cortante y momento flector para esta viga. 


SOLUCIÓN 


La determinación de las reacciones en los soportes para esta viga y esta carga 
se efectuó ya en el ejemplo 9.6. Los resultados se muestran en la figura (a). 


Diagrama de fuerza cortante De A a B. No hay carga entre Ay B, por 
lo que la fuerza cortante de 200 N se mantiene constante entre A y B: 


V = 200 N, 0<x<óm. 


De B a C. Podemos expresar la carga distribuida w entre B y C en la forma 
w = cx + d, donde c y d son constantes, Usando las condiciones w = 300 


1000 N |-=—=—=—====2====--> 


-1800 N-m 
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N/menx = óm yw = 100 N/m en x = 12 m, obtenemos la ecuación w = 
-(100/3)x + 500 N/m. Integrando la ecuación (9.7) a partir de x = 6 m a un 
valor arbitrario de x entre B y C, 


V x x 
/ dV = fi —w dx = / (A —- 500) dx. 
Va 6 o 3 


obtenemos una ecuación para V entre B y C: 


V = Š? — 500x + 2600 N, bsxrel?m. 


Enx = 12m, Y = -1000 N, 

De Ca D. En C, V sufre un salto positivo de 1300 N de magnitud, por lo 
que su valor resulta —1000 + 1300 = 300 N. No hay carga entre € y D, por 
lo que Y permanece constante de C a D: 


V =300N, l2x<x<l3m. 
El diagrama de fuerza cortante se muestra en la figura (b). 


Diagrama de momento flector De A a B. No hay par en x = 0, por lo 
que el momento flector ahí es nulo. Integrando la ecuación (9.8) de x = 0a 
un valor arbitrario de x entre 4 y B, 


aX 


nM nx 
/ am= | vax=| 200dx, 
0 ù o 


obtenemos 


M = 200x N-m, O<x<6m. 


Enx = 6m, M = 1200 N-m. 
De B a C. Integrando de x = 6 m a un valor arbitrario de x entre B y C, 


M i X s0 
/ an= f V dx =f (+ — s00 + 2600) dx, 
Me 6 6 < 


obtenemos 


M= e — 250x? + 2600x — 6600 N-m, 6<x<i2m. 


Enx = 12m, M = -1800 N-m. 
De Ca D. Integrando de x = 12 m a un valor arbitrario de x entre C y D, 


A f* f 
dM = | Vdx= 300 dx, 

Jue Jz 12 
obtenemos 


M = 300x — 5400 N-m, (2<x< 18m: 


El diagrama de momento flector se muestra en la figura {c}. 
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Los siguientes problemas deben resolverse utilizan- 2.64 Determine V y M en función de x para la viga del pro- 
do las ecuaciones (9.7)-(9.42). blema 9.41. 


9.61 Determine V y M en función de x en la figura P9.61. 9.65 En la figura P9.65 determine Y y M en función de x. 
TT je 


P9.65 


9.62 (a) Determine V y M en función de x en la figura 9.66 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 
P9.62. flector de la figura P9.66. 

(b) Establezca las ecuaciones de equilibrio para determinar las 

reacciones en el empotramiento, y utilice los resultados de la 

parte (a) para verificar sus respuestas. 


200 lb 


400 Ib-pie 


10 pie —= 


L——— 10 pie ha 


P9.66 


P9.62 
9.67 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 
9.63 En la figura P9.63 determine Y y M en función de x. flector para la viga del problema 9.47. 
9.68 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 


3 flector para la viga del problema 9.56. 
= w =3(1 — x?/25) kN/m 


9.69 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momento 
flector para la viga del problema 9.58. 


P9.63 
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Por su combinación única de resistencia, poco peso y flexibilidad, las 
cuerdas y cables se utilizan a menudo para soportar cargas y transmitir 
fuerzas en estructuras, máquinas y vehículos. Los grandes puentes colgan- 
tes están soportados por enormes cables de acero. Los ingenieros utilizan 
cables para crear estructuras estéticas con espacios interiores abiertos 
(Fig. 9.21). Aquí analizaremos cables sometidos a cargas uniformemente 
distribuidas en una línea horizontal y a lo largo de los cables. 


Cargas uniformemente distribuidas a lo largo de 
una línea horizontal 


El cable principal de un puente colgante es un ejemplo de cable someti- 
do a una carga distribuida en una línea horizontal (Fig. 9.22), El peso 
del puente está (en forma aproximada) uniformemente distribuido en la 
horizontal. La carga transmitida al cable principal por los cables vertica- 
les se puede representar como una carga distribuida. Aquí veremos la 
forma y la variación de la tensión en un cable como éste. 


Cable principal 


a A 


(a) (b) 


Consideremos un cable suspendido sometido a una carga uniforme- 
mente distribuida a lo largo de una línea horizontal (Fig. 9.23a). Ignora- 
mos el peso del cable. El origen del sistema coordenado está en el punto 
más bajo del cable. Sea y(x) la curva descrita por el cable en el plano 
x-y. Nuestro objetivo es determinar la curva y(x) y la tensión en el cable. 


Forma del cable Obtenemos un diagrama de cuerpo libre cortando 
el cable en su punto más bajo y en una posición arbitraria x (Fig. 9.23b). 
El término 7, es la tensión en el punto más bajo del cable, y T es la 
tensión en x. La fuerza hacia abajo ejercida por la carga distribuida es 
wx. De este diagrama obtenemos las ecuaciones de equilibrio 


T cos 0 


To 
(9.13) 
T sen 0 


WAX. 


Eliminamos la tensión 7 dividiendo la segunda ecuación entre la prime- 
ra, para obtener 


w 
tanĝf = —x = ax, 
0 
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Figura 9.21 


El uso de cables para suspender el techo 
de este estadio deportivo permite a los 
espectadores una visión no obstruida por 
columnas. 


Figura 9.22 

(a) Sobre el cable principal de un puente 
colgante, 

(b) la carga está distribuida 
horizontalmente, 


(b) 


Figura 9.23 


(a) Cable sometido a una carga 
uniformemente distribuida a lo largo de 
una línea horizontal. 

(b) Diagrama de cuerpo libre del cable 
entre x = Ô y una posición x arbitraria. 
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Longitud s del cable en el intervalo 


horizontal de 0 a x. N 


donde definimos la constante a = w To. La pendiente del cable en x es 
dy/dx = tan $, por lo que obtenemos una ecuación diferencial que defi- 
ne la curva descrita por el cable: 


Za ax. (9.14) 


Hemos escogido el sistema coordenado de manera que y = 0 enx = 0. 
Integrando la ecuación (9,14), 


f ay= f axax, 
M AEAN 


encontramos que la curva descrita por el cable es la parábola 


(9.15) 


Tensión en el cable Para determinar la distribución de la tensión, 
elevamos al cuadrado ambos lados de las ecuaciones (9.13) y las sumamos 


ro TN Tae (9.16) 


La tensión es mínima en el punto más bajo del cable y crece monotó- 
nicamente con su distancia al punto más bajo. 


Longitud del cable En algunas aplicaciones es útil tener una expre- 
sión para la longitud del cable en función de x. Podemos escribir la rela- 
ción ds? = de + dy’, donde ds es un elemento de longitud del cable 
(Fig. 9,24), en la forma 


dy 
= 1 -— dx. 
ds y +(2) X 


Sustituyendo la ecuación (9.14) en esta expresión e integrando, obtene- 
mos una ecuación para la longitud del cable en el intervalo horizontal 
de 0 a x: 


srt In [ax + Haz]. (9.17) 


Figura 9.24 y 


ha 
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| Ejemplo 9.9 | 


La distancia horizontal entre las torres de soporte del puente Golden Gate de 
San Francisco, California, es de 1280 m (Fig. 9.25). Las cúspides de las torres 
están a 160 m sobre el punto más bajo de los cables de soporte principales. 
Obtenga la ccuación de la curva descrita por los cables. 


Figura 9.25 


ESTRATEGIA 


Conocemos las coordenadas de los puntos de conexión de los cables respecto 
a sus puntos más bajos. Sustituyéndolas en la ecuación (9.15), podemos de- 
terminar q, Conocida a, la ecuación describe la forma de los cables. 


SOLUCIÓN 


Las coordenadas de la cúspide de la torre derecha de soporte respecto al pun- 
to más bajo de los cables de soporte son xp = 640 m, yp = 160 m (Fig. a). 
Sustituyendo estos valores en la ecuación (9.15), 


| 2 
160 = ¿O 


obtenemos 
a=7.81 x 10% m~. 


La curva descrita por los cables de soporte es 


l E 
y = zax? = (3.91 x 107%x?. 


La figura (a) compara esta parábola con la foto de los cables de soporte. 


y 


(a) Comparación de la curva teórica con 
y=(3.91x10-%x2m la fotografía de un cable de soporte. 


- 
- 


e?’ 


- 
nse” 
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AA 


40 pie 


rf je co 


L -40pie —— 


Figura 9.26 


(a) Sistema coordenado con su origen en 
el punto más bajo, las coordenadas de 
los puntos izquierdo y derecho de los 
apoyos. 


Ejemplo 9.10 


El cable de la figura 9.26 soporta una carga distribuida de 100 lb/pie. ¿Qué 
valor tiene la tensión máxima en el cable? 


ESTRATEGIA 


Se conocen la coordenada vertical de cada punto de conexión y el claro hori- 
zontal. Las coordenadas de cada punto de conexión respecto a un sistema 
coordenado con su origen en el punto más bajo del cable deben satisfacer la 
ecuación (9,15). Esto nos permite determinar las coordenadas horizontales de 
los puntos de conexión. A continuación, podemos usar la ecuación (9.15) pa- 
ra determinar a = w/Tp, lo que nos da la tensión en el punto más bajo; luego 
planteamos la ecuación (9.16) para obtener la tensión máxima. 


SOLUCIÓN 


Establecemos un sistema coordenado con su origen en el punto más bajo del 
cable, denotando las coordenadas de tos puntos de conexión derecho e iz- 
quierdo como (Xi, Y.) Y Op, Yr), respectivamente (Fig. a). La ecuación (9.15) 
debe satisfacerse para esos dos puntos: 


AT 
y, = 40 pie = A, 


(9,18) 


1 
Yg =20pie = AX A 


No conocemos a, pero podemos eliminarla dividiendo la primera ecuación 
entre la segunda, para obtener 


2 
ŽL 
l 


mA 


Il 
w 


Sabemos también que 
XR — XL = 40 pie. 


(La razón del signo menos es que x, es negativa.) Por consiguiente, tenemos 
dos ecuaciones para determinar X y Xp; los resultados son x, = —23.43 pies 
y Xp = 16.57 pies. 

Podemos utilizar ahora cualquiera de las ecuaciones (9.18) para calcular «. 
Obtenemos a = 0.146 pie*, y la tensión 7; en el punto más bajo del cable es 


w 100 
To = — = —— = 686.3 lb. 
7. y 0.146 


De la ecuación (9,16), sabemos que la tensión máxima en el cable ocurre a la 


distancia máxima horizontal desde su punto más bajo, que en este ejemplo es 
el punto izquierdo de conexión. La tensión máxima es entonces 


Toa = Toy. l+a xi = 686.3,/ 1 + (0.146)*(-23.43)? = 2441.6 lb. 
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Cargas uniformemente distribuidas en el cable 


El peso de un cable lo somete a una carga uniformemente distribuida en 
toda su longitud. Si un cable se somete a fuerzas iguales y paralelas es- 
paciadas uniformemente, la carga sobre el cable suele representarse uni- 
formemente distribuida en toda su longitud. Aquí veremos la forma 
asumida por el cable (cateraria), y la variación de su tensión. 

Supongamos que sobre un cable actúa una carga distribuida que so- 
mete cada elemento ds de su longitud a una fuerza w ds, donde w es 
constante. La figura 9.27 es el diagrama de cuerpo libre obtenido al cor- 
tar el cable en su punto más bajo y en un punto a una distancia $. To y 
T son las tensiones en el punto más bajo y en s, respectivamente. La 
carga distribuida ejerce una fuerza ws hacia abajo. El origen del sistema 
se halla en el punto más bajo. Sea la función y(x) la curva descrita por 
el cable en el plano x-y. El objetivo es determinar y(x) y T. 


Forma del cable Del diagrama de cuerpo libre de la figura 9.27, 
obtenemos las ecuaciones de equilibrio 


Tsen ="05, (9.19) 
T cos = T- (9.20) 


Dividiendo la primera ecuación entre la segunda, obtenemos 


w 
tan = —S = 85, (9.21) 
To 


donde definimos la constante a = w/T,. La pendiente del cable dy/dx 
= tan f, por lo que 


Te = a —, (9.22) 
Por la retación 
ds? = dx? +dy?, 


podemos escribir la derivada de s con respecto a x como 


ds dy? AE 
m (7 aiita, (9.23) 
dx dx 
donde definimos e como la pendiente: 
_ dy 
q 
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Figura 9.27 


Cable sometido a una carga 
uniformemente distribuida a lo largo de él. 
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Con la ecuación (9.23) escribimos la ecuación (9.22) como 


d 
5 2 = =adx. 
vl1+0* 


La pendiente es o = O en x = 0. Integrando esta ecuación, 


o d AX 
f -= -=f ada, 
o yitar do 


determinamos la pendiente en función de x: 


d l 

a = 2 = L (e — e) = senh ax. (9.24) 

dx 2 

Luego, integrando esta ecuación con respecto a x, obtenemos la curva 
descrita por el cable, denominada catenaria: 


l l 
y = —(e™ 47 — 2) = —(coshax — 1). (9.25) 
2a a 


Tensión en el cable Mediante la ecuación (9.20) y la relación dx = 
cos Ó ds, obtenemos 


Sustituyendo la ecuación (9.23) en esta expresión y utilizando la ecua- 
ción (9.24) obtenemos la tensión en el cable en función de x: 


j l y 
T= Toy/1 = rA - e Ay? = Tocoshax. (9.26) 


Longitud del cable De la ecuación (9.21), la longitud s es 


a 
s=-—tanód=-—. 
a a 


Sustituyendo la ecuación (9,24) en esta ecuación, obtenemos una expre- 
sión para la longitud s del cable en el intervalo horizontal desde su punto 
más bajo hasta x: 


4 serh ax 
= as = 


(9,27) 


a 
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AA tempo o.: 


El cable en la figura 9.28 pesa 10 N/m. La tensión en su punto más bajo es 
de 50 N. Determine la distancia 4 y la tensión máxima en el cable. 


j 20m j Figura 9.28 


| == 


ESTRATEGIA 


El cable está sometido a una carga w = 10 N/m uniformemente distribuida 
en toda su longitud. Como conocemos w y Tos podemos determinar a = w/ To. 
Luego podemos determinar 4 de la ecuación (9.25). Como la tensión máxima 
ocurre ala mayor distancia del punto más bajo del cable, podemos determinarla 
haciendo x = 10 m en la ecuación (9.26). 


SOLUCIÓN 


El parámetro a es 


En función de un sistema coordenado con su origen en el punto más bajo del 
cable (Fig. a), las coordenadas del punto de conexión derecho son x = 10 m, 
y = hm. De la ecuación (9,25), 


h= LA =1)= A tcoshi(0-2(10)] — 1) = 13.81 m. 
a 0.2 


De la ecuación (9,26), la tensión máxima es 


` 


Tmax = To coshax = 50 cosh[(0.2)(10)] = 188.1 N. 


y 
(10, h) m 

K 

i 

; ) 

(a) Sistema coordenado con su origen en el punto 
más bajo del cable 

. -=z—-z -> GER A - TA 
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Problemas 


9.70 El cable mostrado soporta una carga uniformemente 
distribuida w = 1 kN/m. 

(a) ¿Cuál es la tensión máxima en el cable? 

(b) ¿Cuál es la longitud del cable? 

Estrategia: Se conocen las coordenadas de los puntos de co- 
nexión del cable con respecto a su punto más bajo, por lo que 
se puede utilizar la ecuación (9.15) para determinar el coefi- 
ciente a, y establecer a = t/ To para determinar la tensión en 
el punto más bajo. 


— 12m | 12m 


9.71 Unos ingenieros utilizan un cable para suspender una 
tubería sobre un río. La distancia entre las torres es de 120 
pies y el punto más bajo del cable se encuentra 10 pies abajo 
de las cúspides de las torres. El peso total de la tubería sus- 
pendida es de 6000 lb, 

(a) Determine la tensión máxima en el cable suspendido. 

(b) Determine la longitud del cable suspendido. 


P9.71 


9.72 El cable mostrado soporta una carga uniformemente 
distribuida w = 100 lb/pie. El punto más bajo del cable se 
halla 20 pies abajo de los puntos de conexión C y D. Determi- 
ne tas cargas axiales en las barras AC y BC de la armadura. 


9.73 El cable de la figura soporta un puente de ferrocarril 
entre dos túneles. La carga distribuida es w = 1 MN/m y A 
= 40m. 

(a) ¿Cuál es la tensión máxima en el cable? 

(b) ¿Cuál es la longitud del cable? 


P9.73 
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9.74 El cable del problema 9.73 soporta con seguridad una 
tensión de 40 MN. ¿Cuál es el cable más corto que se puede 
emplear y cuál es el valor correspondiente de 4? 


9.75 EnA, el cable principal del puente colgante de la figu- 
ra es horizontal y su tensión es de 1 x 10% 1b. 

(a) Determine la carga distribuida que actúa sobre el cable. 
(b) ¿Cuál es la tensión en B? 


- 


P9.75 


9.76 Halle la longitud del cable principal del problema 9.75. 


9.77 Un barco de investigaciones oceanográficas remolca 
un instrumento con un cable. La fuerza hidrodinámica de 
arrastre somete al cable a una fuerza uniformemente distri- 
buida w = 2 lb/pie. Las tensiones en el cable en 1 y 2 son de 
800 lb y 1300 lb, respectivamente, Determine la distancia A. 


300 pie 


P9.77 


9.78 Dibuje una gráfica de la forma del cable del problema 
9,77, 
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9.79 La cuerda pesa 1 N/m. La tensión en su punto más 
bajo es de 5 N. (a) ¿Cuál es la tensión máxima en la cuerda? 
(b) ¿Cuál es su longitud? 

Estrategia: Se da lo necesario para evaluar el coeficiente q 
= w/ To. Como la cuerda no tiene más carga que su peso, la 
tensión está dada en función de x por la ecuación (9.26), y 
la longitud de la cuerda en el intervalo horizontal dex = 0a 
x está dada por la ecuación (9.27), 


12m -| 


P9.79 


9.80 La masa por unidad de longitud de las lineas 4B y BC 
es 2 kg/m. La tensión en el punto más bajo de AB es 1.8 kN. 
Ambas líneas ejercen fuerzas horizontales iguales en B. (a) Ha- 
lle las flechas A, y Az. (b) Halle las tensiones máximas en las 
dos líneas. 


9.81 


La cuerda está cargada con pesos de 10 lb suspendidos 
a intervalos de 1 pie. Ignore el peso de la cuerda. Si la tensión 
en el punto más bajo de la cuerda es de 45 lb, determine A, la 
tensión máxima en la cuerda y la longitud de ésta. 
Estrategia: Obtenga una aproximación tomando las cargas 
discretas como una carga uniformemente distribuida. 


| 10 pie E E) 


h pie 
4 5 | 
e 7 t 
is 5550 P9.81 
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(a) 
(b) 


Figura 9.29 
N pesos suspendidos de un cable. 
Primer diagrama de cuerpo libre. 


(c) Segunda diagrama de cuerpo libre. 


x5 
Ay mnn 
T, 
vl 
(b) 
b, b, 
» PE 
E PA. 
~ ¡$ In 
Mo | a 
l 7 x 


9.6 Cargas discretas en cables 


Las primeras aplicaciones del concepto de equilibrio (Cap. 3) implicaron 
determinar tensiones en cables que soportaban cuerpos suspendidos. 
Aquí veremos el caso de un número arbitrario N de cuerpos suspendidos 
de un cable (Fig. 9.29a). Suponemos que el peso del cable puede ignorarse 
comparado con los pesos suspendidos, y que el cable es lo bastante fle- 
xible para aproximar su forma con una serje de segmentos rectos. 


(a) 


Supongamos que se conocen las distancias horizontales b,, ba,..., Oyan 
así como la distancia vertical Ay.,, que especifica la posición de la cone- 
xión derecha del cable. Tenemos dos objetivos: (1) determinar la confi- 
guración (forma) del cable calculando las distancias verticales A,, A,,..., 
hy que especifican las posiciones de los puntos de unión de los pesos, y 
() determinar las tensiones en los segmentos 1,2,..., M+ 1 del cable. 

Dibujamos un diagrama de cuerpo libre, cortando el cable en su pun- 
to izquierdo de conexión y justamente a la derecha del peso MW”, (Fig. 
9.29b). Descomponemos la tensión del cable en el punto de conexión 
izquierdo en sus componentes 7, y T, horizontal y vertical. Sumando 
momentos respecto al punto de unión A,, obtenemos la ecuación 


EM punoa) h,T,— bT, = 0. 


El siguiente paso es dibujar un diagrama de cuerpo libre pasando planos 
por el cable en su punto izquierdo de conexión justamente a la derecha 
del peso W, (Fig. 9.29c). Sumando momentos respecto a 4, obtenemos 


EM puno 4) = HT, ~AD; + DƏT, + bW, = 0. 


Asi, al cortar el cable justo a la derecha de cada uno de los N pesos, ob- 
tenemos N ecuaciones. También podemos dibujar un diagrama de cuerpo 
libre cortando el cable en sus puntos de conexión izquierdo y derecho, y 
sumar momentos respecto ai punto de conexión derecho. Con ello obte- 
nemos M+ 1 ecuaciones en términos de N+ 2 incógnitas: las componentes 
de la tensión 7, y T, y las posiciones verticales de los puntos de unión A,, 
ħa... Ay. Si la posición vertical de un solo punto de unión se especifica, 
podemos resolver el sistema de ecuaciones para las posiciones verticales de 
los otros puntos de unión, y queda determinada la configuración del cable. 

Una vez conocidas la configuración y T;, podemos determinar la ten- 
sión en cualquier segmento cortando el cable en su punto de conexión iz- 
quierdo dentro dej segmento y sumando fuerzas en dirección horizontal. 
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Comparando cables sometidos a cargas distribuidas y discretas, pode- 
mos hacer algunas observaciones acerca de cómo se representan en inge- 
niería los sistemas continuos y los discretos. Consideremos un cable 
sometido a una carga distribuida horizontal w (Fig. 9.304). La fuerza 
total ejercida sobre él es wL. Como el cable pasa por el punto x = L72, 
y = £/2, mediante la ecuación (9.15) obtenemos que g = 4/£, por lo 
que la ecuación para la curva descrita por el cable es y = (2/Lp2. 

En la figura 9.30(b), la forma del cable con la carga distribuida se 
compara con la de un cable de peso insignificante sometido a tres cargas 
discretas W = wL/3 con el mismo espaciamiento horizontal. (Escogi- 
mos las dimensiones del cable con las cargas discretas de manera que las 
alturas de los dos cables fuesen iguales en sus puntos medios.) En la 
figura 9.30(c), la forma del cable con la carga distribuida se compara 
con la de un cable sometido a cinco cargas discretas, W = twL£/5, con el 
mismo espaciamiento horizontal. En las figuras 9.31(a) y (b) compara- 
mos la tensión en el cable sometido a la carga distribuida con la de los 
cables sometidos a tres y a cinco cargas discretas. 

La forma y la tensión en el cable con una carga distribuida se infieren 
de aquéllas en los cables con cargas discretas. Aunque la aproximación 
de la tensión es menos precisa que la de la forma, es evidente que la 
primera se puede mejorar incrementando el número de cargas. 

Este método —aproximar una distribución continua con un modelo 
discreto— es muy importante en ingeniería. Es el punto de partida de los 
métodos de diferencias finitas y del elemento finito. El procedimiento 
opuesto, representar sistemas discretos con modelos continuos, es tam- 
bién muy utilizado, por ejemplo cuando las fuerzas ejercidas sobre un 
puente por el tránsito se representan como una carga distribuida. 


Figura 9.31 

(a) Tensión en el cable con una carga 
continua, comparada con la del cable con 
tres cargas discretas. 

(b) Tensión en el cable con una carga 
continua, comparada con la del cable con 
cinco cargas discretas. 


œ~ Tres cargas 
discretas 


Carga continua TIT, 


2E 2xiL 
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LIFISEFEFTF T 


Figura 9.30 


(a) Cable sometido a una carga continua. 
(b) Cable con tres cargas discretas. 
(c) Cable con cinco cargas discretas. 


~ Cinco cargas 
discretas 


“Carga continua 


(a) 


(c) 


x 
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| Ejemplo 9.12 | E 


En la figura 9.32 dos pesos, W, = 100 N y W, = 200 N, están suspendidos 
del cable. 


(a) Determine la distancia vertical 4). 
(b) Determine la tensión en el segmento 2 del cable. 


Figura 9.32 1m | m 1m 


A E l SOLUCIÓN 
(a) Cortamos primero el cable en su punto izquierdo de conexión justo a la 


derecha de W, y expresamos la tensión en ese punto en función de sus com- 
ponentes horizontal y vertical (Fig. a). Sumando momentos respecto a Ay: 


EM punto ay= (1)7h — (DF =0. 


Luego cortamos el cable justamente a la derecha de W, (Fig. b) y sumamos 
momentos respecto a A): 


EM (punto A) ho MA WM + ()W = 0. 


El último paso es cortar el cable en el punto derecho de conexión (Fig. c) y 
sumar momentos respecto a Ay: 


EM (unto Ay ST + WI + (1)W, =0, 


Se tienen tres ecuaciones en términos de las incógnitas 7p, 7, y Az. Al resol- 
verlas obtenemos 7p, = 133.3 N, T, = 133.3 N y A, = 1.25 m. 

(b) Para determinar la tensión en el segmento 2 utilizamos el diagrama de 
cuerpo libre de la figura {a}. El ángulo entre la fuerza T; y la horizontal es 


ha—1 
arctan 7 = 14.04%. 


Sumando fuerzas en la dirección horizontal, 


Tə cos 14.04? — Th =0. 


Despejando T, obtenemos 


Th 133.3 
ic) M SA de cuerpo libre de todo el T= ra die a 137.4 N. 
cable. 
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AAA Problemas A oO ON 


9.82 En el ejemplo 9.12, ¿qué valor tienen las tensiones en 
los segmentos 1 y 3 del cable? 


9.83 Si en el ejemplo 9.12 los pesos son W, = 240 N y W, 
= 400 N, ¿cuál es la distancia vertical A, y qué valor tiene la 
tensión en el segmento 3 del cable? 


9.84 Dos pesos, W, = W, = 50 lb, están suspendidos de 
una cuerda. La distancia vertical A) = 4 pies. 

(a) Determine la distancia vertical A, de la figura. 

(b) ¿Qué valor tiene la tensión máxima en la cuerda? 


P9.84 


9.85 Tres pesos están suspendidos de una cuerda. Los pesos 
W= 10N. 

(a) Determine las distancias verticales A, y A, de la figura y 
haga un croquis de la configuración de la cuerda mostrada. 
(b) ¿Qué valor tienen las tensiones en los segmentos 1 y 2 de 
la cuerda? 


P9.85 


9.86 Tres pesos están suspendidos de una cuerda. El peso 
W = 100 N y la distancia vertical A) = 400 mm. Determine 
las distancias verticales A, y A, de la figura, 


| 200 min 


P9.86 


9.87 En el problema 9.86, ¿cuál es la tensión máxima en el 
cable y en qué segmento de éste ocurre? 


9.88 El cable del problema 9.86 resiste con seguridad una 
tensión de 15 kN. ¿Es W = 2 kN una carga segura si h) = 
200 mm? 
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Ejemplos con computador 


Los siguientes problemas y el ejemplo están diseñados para resolverse usando 
una calculadora programable o un computador. 


Ejemplo 9.13 


Figura 9.33 


Como primer paso en la construcción de un puente colgante peatonal, un 
cable se suspende a través del claro desde puntos de conexión ubicados a la 
misma altura (Fig. 9.33). El cable pesa 5 lb/pie y tiene 42 pies de longitud. 
Determine la tensión máxima en el cable y la distancia vertical desde los pun- 
tos de conexión hasta el punto más bajo del cable. 


ESTRATEGIA 


La ecuación (9.27) da la longitud s del cable en función de la distancia hori- 
zontal x desde el punto más bajo de éste y del parámetro a = w/T,. El térmi- 
no w es el peso por unidad de longitud, y T; es la tensión en el cable en su 
punto más bajo. Sabemos que la longitud de ta mitad del claro del cable es 
de 20 pies, por lo que podemos graficar s en función de e y calcular el va- 
lor de a para el cual s = 21 pies. Luego podemos determinar la tensión máxi- 
ma con la ecuación (9.26) y la distancia vertical hasta el punto más bajo del 
cable con la ecuación (9.25). 


SOLUCIÓN 
Sustituyendo x = 20 pies en la ecuación (9.27), 


= senh 20a, 
a 


calculamos s como función de a (Fig. 9.34). La longitud s = 21 pies cuando 
el parámetro e es aproximadamente 0,027. Examinando los resultados calcu- 
lados cerca de a = 0.027, 
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Figura 9.34 
Gráfica de la longitud s en función del 


parámetro q. 


$, pie 


20.0 
0,010 0,015 0.020 


a, pie”! 


0.0269 
0.0270 
0.0271 
0.0272 
0.0273 
0.0274 
0.0275 


0.025 
a, pie”! 


s, pies 


20.9789 
20.9863 
20.9937 
21.0012 
21.0086 
21.0162 
21.0237 


0.030 0.035 0.040 


vemos que s mide aproximadamente 21 pies cuando a = 0.0272 pie”?. Por 
consiguiente, la tensión en el punto más bajo del cable es 


y la tensión máxima es 


Puán = To coshax = 183,8 cosh[(0.02721(20)] = 212 lb. 


De la ecuación (9.25), la distancia vertical desde el punto más bajo del cable 


hasta los puntos de conexión es 


l 
Ymás = —fcoshax — 1) = 
a 


0.0272 


[cosh [(0.02721(20)] — 1] = 5.58 pie, 
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Problemas == <ãćë ë 


9.89 Un cable de 10 m de largo está sometido a una car- 
ga distribuida w = 200 N/m. ¿Cuál es la tensión máxima? 

Estrategia: Sustituyendo x = 4 m en la ecuación (9.17) y 
obteniendo una gráfica de s en función del parámetro a, se 
puede determinar el valor de a correspondiente as = 5 m 
y luego T, = wa. Con la ecuación (9.16) se puede deter- 
minar entonces la tensión máxima. 


p_—————— 8m -| 


9.90 La cuerda pesa 1 N/m y tiene 16 m de longitud. 
(a) ¿Qué valor tiene la tensión máxima? 

(b) ¿Qué valor tiene la distancia vertical de los puntos de 
conexión al punto más bajo de la cuerda? 


9.93 La masa por unidad de longitud de las lineas AB y 
BC mostradas es 2 kg/m. La longitud de AB es 62 m. Las 
dos líneas ejercen fuerzas horizontales iguales en B. 

(a) Determine las flechas A, y A». 

(b) Determine las tensiones máximas en las dos lineas. 


9.94 La masa por unidad de longitud de las líneas AB y 
BC del problema 9.93 es de 2 kg/m. La flecha $, = 4.5 m, 
pero la longitud de la línea AB es desconocida. Las dos 
líneas ejercen fuerzas horizontales iguales en A. 

(a) Determine la flecha A). 

(b) Determine las tensiones máximas en las dos líneas. 


9.95 Dos cables, A y B, de 30 pies están suspendidos de 
puntos a igual altura y separados 20 pies. A está sometido 
a una carga uniformemente distribuida de manera hori- 
zontal de 200 lb. B está sometido a una carga uniforme- 
mente distribuida de 200 lb en toda su longitud. ¿Cuáles 
son las tensiones máximas en A y Æ? 


9.96 Dibuje una gráfica de los dos cables del problema 
9.95, comparando las formas geométricas que asumen. 


9.97 Los pesos W, = 100 N y W, = 200 N, y la longi- 

tud total £ de los tres segmentos de la cuerda es de 3 m. 

(a) ¿Qué valor tienen A, y A)? 

(b) ¿Qué valor tiene la tensión máxima en la cuerda? 
Estrategia: Si escoge un valor de A,, puede determinar + 

y L. Obteniendo una gráfica de £ en función de A,, puede 


P9.90 determinar el valor de 4, que corresponde a L = 5 m. 


9.91 Una cadena pesa 20 lb y mide 20 pies. Está suspen- 
dida de dos puntos a la misma altura y separados 10 pies. 
(a) Determine la tensión máxima en la cadena. 

(b) Dibuje un croquis de la forma que toma la cadena. 


9.92 Un ingeniero quiere suspender líneas de alta voltaje 
entre postes con 200 m de separación. Cada linea tiene una 
masa de 2 kg/m. 

(a) Si quiere someter las lineas a una tensión no mayor que 
10 KN, ¿cuál debe ser la flecha máxima admisible entre los 
postes? (la distancia vertical máxima admisible entre 
los puntos de conexión y el punto más bajo de la línea)? 
(b) ¿Cuál es la longitud de cada línea? 


P9.97 
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9.7 Presión 


Las fuerzas de viento sobre edificios y las aerodinámicas sobre autos y 
aeroplanos son ejemplos de fuerzas distribuidas sobre dreas. La fuerza 
hacia abajo ejercida sobre la plataforma de un camión de volteo por una 
carga de grava está distribuida sobre el área de su plataforma. La fuerza 
hacia arriba que soporta un edificio está distribuida sobre el área de su 
cimentación. Las cargas distribuidas sobre los techos de edificios por la 
nieve pueden ser peligrosas. Muchas fuerzas de interés en ingeniería es- 
tán distribuidas sobre áreas. Aqui analizaremos el ejemplo más común: 
la fuerza ejercida por la presión de un gas o un líquido. 


Definiciones de presión y centro de presión 


Una superficie inmersa en un gas o líquido está sometida a fuerzas ejer- 
cidas por impactos moleculares. Si el fluido está en reposo, la carga se 
puede describir con una función p, la presión, tal que la fuerza normal 
ejercida sobre un elemento diferencial dA de la superficie es pdA (Figs. 
9.35a y b). (Observe la analogía con una carga w distribuida a lo largo 
de una línea, donde la fuerza sobre un diferencial dx de la línea es wdx.) 


Figura 9.35 


4 y .. 
y r4 Ae (a) Presión sobre una superficie. 
(b) La presión sobre un elemento dA es 


nP .— dA 


ta) (b) 


Las dimensiones de p son (fuerza)/ (área). En el sistema inglés, la pre- 
sión se puede expresar en libras entre pie cuadrado o libras entre pulga- 
da cuadrada. En unidades SI, la presión se expresa en newtons entre 
metro cuadrado, unidad llamada pascal (Pa). 

En algunas aplicaciones es conveniente usar la presión manométrica 


Py = PT Pam (9.28) 


donde Pam es la presión de la atmósfera, que varía con el lugar y el cli- 
ma. Al nivel del mar, su valor es aproximadamente 1 x 10° Pa en uni- 
dades SI y 14.7 1b/pulg? o 2120 Ib/pie? en unidades inglesas. 


Si la fuerza distribuida debido a la presión sobre una superficie se re- 
presenta con una fuerza equivalente, el punto donde su linea de acción 
corta la superficie se llama centro de presión. Consideremos un área pia- 
na A sometida a una presión p y un sistema coordenado tal que el área 
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Figura 9.36 

(a) Un área plana sometida a presión. 
(b) La fuerza sobre un elemento 
diferencial dA. 

(c) La fuerza total actuando en el centro 
de presión. 


esté en el plano x-y (Fig. 9.364). La fuerza normal sobre cada diferencial 
de área dA es pdA (Fig. 9.36b), y la fuerza normal total sobre 4 es 


FS A (9.29) 
Ja 
Ahora determinaremos las coordenadas (x,, y,) del centro de presión 


(Fig. 9.36c). Igualando el momento de F respecto al origen con el mo- 
mento total debido a la presión respecto al origen, 


(pi + ypj) x EF k) = fio x (—pdAk), 
A 
y utilizando la ecuación (9.29) obtenemos 


aa ypdA 
JA 


A 
l 
IAE a 


i! en "O Spaa 
A Á 


xp = (9.30) 


Estas ecuaciones determinan la posición del centro de presión cuando se 
conoce la presión p. S1 la presión p es uniforme, la fuerza normal total 
es F = pA y las ecuaciones (9,30) indican que el centro de presión coin- 
cide con el centroide de A. 

Ya vimos que si se calcula el “área”” definida por una carga distribui- 
da en una línea y se coloca la fuerza resultante en su centrotde, ésta 
equivale a la carga distribuida. Un resultado similar es válido para una 
presión distribuida sobre un área plana. El término pdA de la Ec. (9,29) 
es igual a un elemento diferencial d V del “volumen” entre la superficie 
definida por la distribución de presión y el área A (Fig. 9.374). La fuer- 
za total ejercida por la presión es, por tanto, igual a este “volumen”, 


po a 
$ 


Sustituyendo pdA = dVen las ecuaciones (9.30), obtenemos 


frav fsa 
V vV 


x=  tT—. y= i 
fav fav 
v v 
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El centro de presión coincide con las coordenadas x y y del centroide del 
“volumen” (Fig. 9.37b). 


Figura 9.37 

(a) Elemento diferencial dV = pda. 
(b) La línea de acción de F pasa par el 
centroide de V. 


Distribución de presión en un liquido en reposo 


Los proyectistas de recipientes y tuberías a presión, barcos, presas y 
otras estructuras sumergidas manejan fuerzas y momentos ejercidos por 
la presión del agua. Si nadamos hacia el fondo de una alberca, sentimos 
el aumento de presión en los oídos: la presión en un líquido en reposo 
crece con la profundidad. La dependencia de la presión respecto a la 
profundidad se determina con un simple diagrama de cuerpo libre. 

Dibujamos ua diagrama de cuerpo libre de un cilindro de líquido que 
se extiende desde la superficie libre hasta una profundidad x (Fig. 9.38b) 
con un sistema coordenado con origen en la superficie y un eje x positi- 
vo dirigido hacia abajo (Fig. 9.382). La parte superior del cilindro está 
sometida a la presión en la superficie, py. Los lados y el fondo del cilin- 
dro están sometidos a presión por el liquido circundante, que crece de pp 
en la superficie a p en la profundidad x. El volumen del cilindro es Ax, 
donde A es el área de su sección transversal. Por tanto, su peso es W = 
yAx, donde y es el peso especifico del líquido. (Recuerde que el peso 
específico y la densidad están relacionados por y = pg.) 


Figura 9.38 


(a) Cilindro de líquido que se extiende 
desde la superficie libre hasta una 
profundidad x. 

(b) Diagrama de cuerpo libre del cilindro. 
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Como el liquido está en reposo, el cilindro se encuentra en equilibrio. 
De la ecuación de equilibrio 


EF, = pA- pA+yaAx=0, 


obtenemos una expresión sencilla para la presión p en el líquido a una 
profundidad x: 


p= p+ yx. (9.31) 


Asi pues, la presión crece linealmente con la profundidad, y la deduc- 
ción que hemos efectuado ilustra por qué ocurre así. La presión a una 
profundidad dada mantiene al liquido literalmente arriba de esa profun- 
didad. 

Si la superficie del líquido está en contacto con la atmósfera, Po = Pam 
y podemos escribir la ecuación (9.31) en función de la presión manomé- 
trica p, = P — Pam COMO 


Pa = YX. (9.32) 


En unidades SI, la densidad del agua at nivel del mar es p = 1000 
kg/m, por lo que su peso especifico es aproximadamente y = pg = 


(10001(9.81) = 9.81 kN/m?. En el sistema inglés, el peso especifico del 
agua es aproximadamente y = 62,4 Ib/pië. 


Los siguientes ejemplos abordan la determinación de fuerzas y momen- 
tos debido a presiones sobre cuerpos sumergidos. Hay dos formas de 
determinar las fuerzas y momentos sobre un área plana: 


1. Por integración. [ntegre la ecuación (9.31) o la (9.32). 


2. Por la analogía del volumen. Determine la fuerza total calculando 
el “volumen” entre la superficie definida por la distribución de pre- 
sión y el área A. El centro de presión coincide con las coordenadas 
x y y del centroide del volumen. 
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Ejemplo 9.14 


Un ingeniero que efectúa estudios para un diseño preliminar de la esclusa de 
un canal necesita determinar la fuerza total debida a la presión sobre una 
placa rectangular sumergida (Fig. 9.39) y la posición del centro de presión. 
La parte superior de la placa está 6 m bajo la superficie libre. La presión at- 
mosférica €s Pum = 1 X 10% Pa y el peso especifico del agua es y = 9.81 
kN/m, 


ESTRATEGIA 


Determinaremos la fuerza de presión sobre un elemento diferencial de área 
de la placa representado por una franja horizontal e integraremos para deter- 
minar la fuerza total y el momento ejercidos por la presión. 


SOLUCIÓN 


En términos de un sistema coordenado con su origen en la superficie y del eje Figura 9.39 
x positivo dirigido hacia abajo (Fig. a), la presión del agua es p = Pym + yx. 
El área de la franja horizontal es dA = 8 dx. Por tanto, la fuerza total ejer- 
cida sobre la cara de la placa por la presión es 


18 
F= f pdA a (Pam + Y1(8dx) = 96 Pam + 1152y 
JA 6 
= (9611 x 10%) 
+(1152)(9810) 


= 20.9 MN. 
El momento respecto al eje y debido a la presión sobre la placa es 


18 
M= da =f X( Pum + y1(8B dx) = 262 MN-m. 
Ja 6 
La fuerza F que actúa en el centro de presión (Fig. b) ejerce un momento 


fespesto.al eje igual af (a) Elemento de área en forma de franja 


horizontal. 
XF =M. 


Por consiguiente, la posición del centro de presión es 


LM _262MNm ys 
STONN 


(b) Centro de presión. 
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i Ejemplo 9.15 


i 
| La compuerta AB de la figura 9.40 tiene agua con 2 m de profundidad sobre 
| su lado derecho. El ancho (perpendicular a la página) de la compuerta es de 
| 


3 pies y su peso es de 100 lb. El peso específico del agua es y = 62.4 ib/pie”. 
j Determine las reacciones sobre la compuerta en los soportes A y B. 


Figura 9.40 B 


ESTRATEGIA 


Las caras izquierda y derecha sobre el nivel del agua están expuestas a la pre- 
sión atmosférica. De las Ecs. (9,28) y (9.31), la presión en el agua es la suma 

| de la presión atmosférica y la manométrica p, = yx, donde x se mide hacia 
i abajo desde la superficie libre del agua. Los efectos de la presión atmosférica 
se cancelan (Fig. a), y sólo tenemos que considerar las fuerzas y momentos 
ejercidos por la presión manométrica. Los determinaremos por integración y 
calculando el “volumen” de la distribución de presión. 


SOLUCIÓN 


Integración La cara de la compuerta es la Fig. (b). En términos del ele- 
mento diferencial de área dA, la fuerza de la presión manométrica es 


2 
F= Da = f (yx)3 dx = 374.4 lb, 
Ja Jo 


=———— 3 pie — 


Parm Patm x X 


(a) Las presiones actuando sobre las (b) La cara de la compuerta y el elemento 
caras de la compuerta. diferencial dA. 
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y el momento respecto al eje y es 
2 
M = +0, dA D x(yx)3 dx = 499.2 lb-pie. 
A 0 


La posición del centro de presión es 


Analogia del volumen La presión manométrica en el fondo de la com- 
puerta es p, = (Q pies) (Fig. c): el “volumen” de la distribución de presión es 


F= 52 pie] [(2 pie)(62.4 Ib/pie?)] [3 pie] = 374 lb. 


La coordenada x del centroide de la distribución triangular, que es el centro 
de presión, es 30) = 1,33 pies. 


Determinación de las reacciones En la figura (d) dibujamos el dia- 
grama de cuerpo libre de la compuerta. De las ecuaciones de equilibrio 


EF, = A, + 100 = 0, 
EF, = A, + B- 374.4 =0, 
EMjey = (DB - (2)A, + (1.331G74.4) = 0, 


obtenemos A, = —100 lb, A. = 291.2 lb y B = 83.2 lb. 


TI 
1 pie 
212 pie) =1.33 pie 1.33 pie 
3 > 100 Ib K 
2 pie e | 
| ——- 
3744 lb 
| a A 
! (2 pie)y : A 


(c) Determinación del “volumen” dela (d) Diagrama de cuerpo libre de la 
distribución de presión y su centroide. compuerta. 
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O Ejemplo 9.16 e e 


El recipiente de la figura 9.41 está lleno con un líquido cuya densidad es y. 
Determine la fuerza ejercida por la presión del líquido sobre la pared cilindri- 
ca AB. 


Figura 9.41 > 
b 
ps 


ESTRATEGIA 


La presión del líquido sobre la pared cilíndrica varía con la profundidad (Fig. 
a). Es la fuerza ejercida por esta distribución de presión la que queremos de- 
| terminar. Podríamos determinarla integrando sobre la superficie cilindrica, 
pero podemos evitar esto dibujando un diagrama de cuerpo libre del cuarto 
| £ de cilindro de liquido a la derecha de A. 
i 


SOLUCIÓN 


Dibujamos el diagrama de cuerpo libre del cuarto de cilindro de liquido de la 
A figura (b). La distribución de presión sobre la superficie cilíndrica del líquido 
| es la misma que actúa sobre la pared cilindrica. Si denotamos con la fuerza 
i (a) La presión del liquido sobre la F, ejercida sobre el líquido por esta distribución de presión, la fuerza ejercida 
pared AB, por el líquido sobre la pared cilíndrica es —F,. 
Las otras fuerzas paralelas al plano x-y que actúan sobre el cuarto de cilin- 
dro de líquido son su peso, la presión atmosférica en la superficie superior y 
la distribución de presión del líquido sobre el lado izquierdo. El volumen de 
(i liquido es GAR 3b, por lo que la fuerza ejercida sobre el diagrama de cuerpo 
Pam libre por el peso del líquido es jraR*bi. La fuerza ejercida sobre la superficie 
superior por la presión atmosférica es RbP.rmi. 
Podemos integrar para determinar la fuerza ejercida por la presión sobre el 
lado izquierdo del diagrama de cuerpo libre. Su magnitud es 


R 
l 
f ras = | (Pam + yx)bdx = Ro( pam FR 57r) ' 
A 0 


De la ecuación de equilibrio 


l l 
x EF = IynR?bi+ Ripuni RO pum + 3yR) +F, =D, 


(b) Diagrama de cuerpo libre del liquido 
a la derecha de A. obtenemos la fuerza ejercida por la presión del líquido sobre la pared AB: 


A > l $ 
—F, = Rb (pam F ZyR) tk Rol pam ar zyr)i 


a. A == A 
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¡Problemas 


9.98 Un vehiculo sumergible opera cerca del fondo del 
Océano Índico, a 1 milla de profundidad. El peso especifico y 
del agua es de aproximadamente 64 lb/pie*, y la presión at- 
mosférica Pam = 2120 Ib/pie?. Determine la presión sobre la 
superficie del vehículo (a) en 1b/pulg?; (b) en Pa. 


9.99 Un ingeniero que planea un sistema de abastecimiento 
de agua para una comunidad calcula que, considerando el con- 
sumo máximo esperado, la caída de presión entre el sistema 
central y el hidrante más alejado será de 25 Ib/pulg?. La esta- 
ción de bomberos indica que se requiere una presión manomé- 
trica de 40 1b/pulg? en el hidrante. El peso específico del agua es 
y = 62.4 lb/pie?. ¿Qué altura dehe tener una torre de agua 
en el sistema central para proporcionar la presión necesaria? 


9.100 Un cubo de cierto material está suspendido bajo la 
superficie de un liquido de peso especifico y. Calcule las fuer- 
zas ejercidas sobre las caras del cubo por la presión y demues- 
tre que su suma es una fuerza hacia arriba de magnitud yé*. 


P9.100 


9.101 El área mostrada está sometida a una presión unifor- 
MC Dum = 1 X 10 Pa. 

(a) ¿Qué valor tiene la fuerza total ejercida por la presión so- 
bre el área? 

(b) ¿Qué valor tiene el momento respecto al eje y debido a la 
presión sobre el área? 


P9.101 
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9.102 Determine las coordenadas del centro de presión en el 
problema 9.101. 


9.103 La parte superior de la placa rectangular mostrada 
está a 2 pies bajo la superficie de un lago. La presión atmos- 
férica es Pam = 2120 lb/pie? y el peso específico de! agua es y 
= 62.4 Ib/pie? 

(a) Qué valor tiene la presión máxima ejercida sobre la placa 
por el agua? 

(b) Determine la fuerza ejercida sobre una cara de la placa 
por la presión del agua. 


P9.103 


9.104 ¿A qué distancia de la parte superior de la placa del 
problema 9.103 se encuentra el centro de presión? 


9.105 El ancho de la presa (perpendicular a la página) es de 
100 m. La densidad del agua es p = 1000 kg/m?. Determine 
la fuerza ejercida por la presión manométrica del agua sobre la 
presa (a) por integración; (b) calculando el “volumen” de 
la distribución de presión. 


P9.105 
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9.106 En el problema 9.105, ¿a qué distancia de la superfi- 
cie libre del agua está el centro de presión debido a la presión 
manométrica del agua sobre la presa? 


9.107 El ancho de la compuerta (perpendicular a la página) 
de la figura es de 4 pies y su peso es de 200 lb. El peso especi- 
fica del agua es y = 62.4 lb/pie? y la presión atmosférica es 
Pam = 2120 Ib/pie?. Determine las reacciones sobre la com- 
puerta en A, 


A P9.107 


9.108 La compuerta homogénea mostrada pesa 100 lb y su 
ancho (perpendicular a la página) es de 3 pies, El peso especí- 
fico del agua es y = 62.4 lb/pie? y la presión atmosférica es 
Pam = 2120 lb/pie?. Determine las reacciones en A y B. 


P9.108 


9.109 La compuerta mostrada tiene agua con profundidad 
d = | m en uno de sus lados. El ancho (perpendicular a la 
página) de la compuerta es de 2 m y su peso es de 800 N. La 
densidad del agua es p = 1000 kg/m? y la presión atmosférica 
€S Pam = 1 X 10% Pa. Determine las reacciones sobre la com- 
puerta en A y B. (El soporte en B ejerce sólo una reacción 
horizontal sobre la compuerta.) 


| 
x 


P9.109 


9.110 Cuando la profundidad d del agua del problema 
9.109 excede de cierto valor, la compuerta gira y el agua sale. 
¿Cuál es este valor? 


9.111 La compuerta mostrada tiene agua con profundidad 
de 4 pies en uno de sus lados. El ancho (perpendicular a la 
página) de la compuerta es de 8 pies. El peso específico del 
agua es y = 62.4 lb/pie? y la presión atmosférica es Pm = 
2120 Ib/pie?. Si se ignora el peso de la compuerta, ¿qué valor 
tienen las reacciones en A y B? 


B 


2 pie 


2 pie 


2pie ==] 


P9.111 
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9.112 Un tanque esférico de 400 mm de radio interno está 
lleno de agua (p = 1000 kg/m). La presión del agua en la 
parte superior del tanque es 4 x 10% Pa. 
(a) ¿Cuál es la presión del agua en el fondo del tanque? 
(b) ¿Qué valor tiene la fuerza total ejercida por la presión del 
agua sobre la superficie interior del tanque? 

Estrategia: Para la parte (b), dibuje un diagrama de cuerpo 
libre de la esfera de agua en el tanque. 


P9.112 


9.113 Considere un área A plana vertical bajo la superficie 
de un liquido. Sea py la presión en la superficie. 

(a) Demuestre que la fuerza ejercida por la presión sobre el 
área es F = pA, donde P = pp + yX es la presión del líquido 
en el centroide del área. 

(b) Demuestre que la coordenada x del centro de presión es 


ydy 

pa” 

donde f, es el momento de inercia del área respecto al eje y 
que pasa por su centroide. 


Xp =X + 


P9.113 
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9.114 Una placa circular de 1 m de radio se encuentra bajo 
la superficie de un tanque de agua en reposo. La presión at- 
mosférica €S Pam = 100 kPa, y la densidad del agua es p = 
1000 kg/m’. Determine (a) la fuerza ejercida por la presión 
del agua sobre una cara de la placa; y (b) la coordenada x del 
centro de presión (véase el Problema 9.113). 


P9.114 


9.115 Un tanque consiste en un cilindro con extremos semi- 
esféricos. Está lleno de agua (y = 62.4 lb/pie*), y la presión 
del agua en la parte superior del tanque es de 3000 Ib/pie?, 
Determine la magnitud de la fuerza ejercida por la presión del 
agua sobre uno de los extremos semiesféricos del tanque. 

Estrategia: Dibuje un diagrama de cuerpo libre del agua a 
la derecha de la linza discontinua (véase el Ej. 9.16). 


60 pie 


P9.115 


9.116 Un cuerpo de volumen FV y peso W está suspendido 
bajo la superficie de un liguido en reposo de peso especifico y 
(Fig. a). Demuestre que la tensión en la cuerda es W — Vy. 
Este resultado se debe a Arquimedes (287-212 A.c.). 

Estrategia: Dibuje el diagrama de cuerpo libre de un volu- 
men de líquido con igual forma y posición (Fig. b). 


b 
(a) (b) P9.116 
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498 CAPÍTULO 9 FUERZAS DISTRIBUIDAS 


Resumen del capitulo 


Fuerzas distribuidas a lo largo de una linea 


Una fuerza distribuida a lo largo de una línea se describe con una fun- 
ción w tal que la fuerza sobre un elemento diferencial dx de la línea es 
wdx. La fuerza ejercida por una carga distribuida es 


F = f wax, Ec. (9.1) 
L 


y el momento respecto al origen es 
M= ji xwdx. Ec. (9.2) 
L 


La fuerza F es igual al ““área”” entre la función w y el eje x, y equivale a 
la carga distribuida si se coloca en el centroide del “área”. 


Fuerzas y momentos internos en vigas 


Las fuerzas y los momentos internos en una viga se expresan como la 
fuerza axial P, la fuerza cortante V y el momento flector Mf. Sus direc- 
ciones positivas están definidas en la figura (a). 

Cortando una viga en una posición arbitraria x, la fuerza axial P, la 
fuerza cortante V y el momento flector M se pueden determinar en fun- 
ción de x. Dependiendo de la carga y de los soportes de la viga, puede 
ser necesario dibujar varios diagramas de cuerpo libre a fin de determi- 
nar las distribuciones para toda la viga. Las gráficas de Y y M como 
funciones de x son los diagramas de fuerza cortante y de momento flector. 

La carga distribuida, la fuerza cortante y el momento flector en una 
parte de una viga sometida exclusivamente a una carga distribuida satis- 
facen las relaciones 


dV 
— = =W, Ec. (9.7) 
dx 
aM = V Ec. (9.8) 
dx 


Para segmentos de una viga que están descargados o sometidos a una 
carga distribuida, estas ecuaciones se pueden integrar para determinar V 
y M en función de x. Para obtener los diagramas completos de fuerza 
cortante y de momento flector, deben tomarse en cuenta también las 
fuerzas concentradas y los pares. 


Fuerzas internas en cables 


Cargas uniformemente distribuidas a lo largo de una linea horizontal 
Si un cable suspendido está sometido a una carga w horizontalmente dis- 
tribuida, la curva descrita por el cable es la parábola 


l 2 
y= ax, Ec. (9.15) 


donde a = w/ T, y T, es la tensión en el cable en x = 0. La tensión en el 
cable en una posición x es 
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RESUMEN DEL CAPÍTULO 
T=TwV1+alx?, Ex. (9.16) 
y la longitud del cable en el intervalo de O a x es 
] ar N. —— 
"=> Trata + E m [ar + VE aa]. Ec. (9.17) 
a 


Cargas unltormemente distribuldas a lo largo del cable Si un cable 
está sometido a una carga w distribuida en toda su longitud, la curva 
descrita por el cable es la catenaria 


l ) ] 
y = (e e — 2) = —(coshax — 1), Ec. (9.25) 
2a a 


donde a = w/ T, y Ty es la tensión en el cable en x = 0. La tensión en el 
cable en una posición x es 


l 
TE ño) + E” — ex y? = To coshax, Ec. (9.26) 


y la longitud del cable en el intervalo horizontal de 0 a x es 


senh ax 


A y 


s= le" —e Ec. (9.27) 

Cargas discretas Al suspender de un cable N pesos conocidos, si se 
conocen también las posiciones de los puntos de conexión del cable, las 
posiciones horizontales de los puntos de conexión de los pesos, y la po- 
sición vertical del punto de conexión de uno de ellos, se pueden hallar la 
configuración del cable y la tensión en cada uno de sus segmentos. 


Presión 


La presión p sobre una superficie se define de manera que la fuerza nor- 
mal ejercida sobre un elemento dA de la superficie es pd4. La fuerza 
normal total ejercida por la presión sobre un ¿rea plana A es 


F= f paa. Ec. (9.29) 
A 


El centro de presión es el punto sobre A en que debe colocarse F para 
que equivalga a la presión sobre 4. Sus coordenadas son 


Fr F 
f xpdA i ypdA 
q OE 00190) 
| pda | pda 
Ja Ja 


La presión en un liquido en reposo es 


p=po+yx, Ee 0.39 


donde p es la presión en la superficie, y es el peso específico del líquido 
y xes la profundidad. Si la superficie del líquido está en contacto con la 
aimóstfera, Pa = Pum- 
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500 CAPÍTULO 9 FUERZAS DISTRIBUIDAS 


Problemas de repaso 


9.117 Determine las fuerzas internas y el momento en el 
punto £ mostrado: (a) six = 250 mm; (b) six = 750 mm. 


se 20 N-m 
B 
A 
500 mm | 40N 
| 
1000 mm- 


P9.117 


9.118 La viga homogénea mostrada pesa 1000 lb. ¿Qué va- 
lor tienen las fuerzas internas y el momento flector en su pun- 
to medio? 


j 2pit»| = H— 3pie 3 


9.119 Determine las fuerzas internas y el momento en el 
punto A mostrado. 


P9.118 


P9.119 


9.120 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen- 
to flector de la viga del problema 9.117. 


9.121 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen- 
to flector de la viga del problema 9.118. 


9.122 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen- 
to flector de la viga del problema 9.119. 


9.123 Utilice las ecuaciones (9.7)-(9.12) para determinar los 
diagramas de fuerza cortante y de momento flector de la viga 
mostrada. 


y 


w = 10(12x ~ x°) lb/pie 


P9.123 


9.124 La fuerza ejercida sobre la tarre por el viento está 
descrita por la fuerza distribuida que se muestra. El viento es 
paralelo al eje x. Si la fuerza del viento se representa con una 
sola fuerza equivalente F, ¿qué valor tiene F y en qué punto 
su linea de acción corta el eje y ? 


P9.124 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


9.125 Si la base de la torre (P. 9.124) se representa como 
un soporte de bola y cuenca y la tensión en el cable AD es de 
1 kN, ¿qué valor tienen las tensiones en los cables AB y AC? 


9.126 Halle el máximo momento flector en la torre del pro- 
blema 9.124 y la posición sobre el eje y en que se presenta. 


9.127 La placa pesa 234 lb. Obtenga una ecuación para la 
fuerza cortante V en función de x, dex = Qax = 12 pulg. 


_— 


P9.127 


Naz Taa 


9.128 Dibuje los diagramas de fuerza cortante y de momen- 
to flector para la placa del problema 9.127. 


9.129 La línea de transmisión tiene una masa de 1.4 kg/m. 
Si soporta con seguridad una tensión de 5 kN, determine si 
soportará con seguridad una acumulación de hielo de 4 kg/m. 


P9.129 


9.130 La compuerta tiene agua con 2 m de profundidad en 
uno de sus lados. El ancho (perpendicular a la página) es de 4 
m, y su masa es 160 kg. La densidad del agua es p = 1000 
kg/m? y la presión atmosférica €s Pam = 1 X 10% Pa. Deter- 
mine las reacciones sobre la compuerta en A y B. (El soporte 
en B ejerce sólo una reacción horizontal sobre la compuerta.) 


P9.130 
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9.131 La profundidad del agua en el centro de la ventana 
elíptica de un acuario es de 20 pies, Determine la magnitud de 
la fuerza neta ejercida sobre la ventana por la presión del 
agua marina (y = 64 lb/pie?) y la presión atmosférica del aire 
sobre el lado opuesto (véase el Problema 9.113). 


i 


3 pies 6 pulg 


P9.131 


9.132 En el problema 9.131, determine la magnitud del mo- 
mento neto ejercido sobre la ventana respecto al eje horizon- 
tal L por la presión del agua (y = 64 lb/pie?) y la presión 
atmosférica del aire en el lado opuesto (véase P9.113). 


9.133 Un techo en voladizo tiene una acumulación de nieve 
en forma de cuña. La dimensión del techo, en dirección per- 
pendicular a la página, es de 20 pies. La presión debida a la 
nieve en A es de 80 lb/pie?, Determine la fuerza total y el mo- 
mento respecto a A ejercidos por la nieve. 


P9.133 
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arte de la potencia produci- s Mu 
P: por el motor de un auto- ge ( Tno 
móvil es transformada por f i u y 
bandas y poleas que impulsan el K N A a 7 
alternador y la bomba de refrige- f , 
ración. Para diseñar una banda y / Rin x | | 
determinar el par de torsión máxi- su A \ Y, 
mo que puede ejercer, es necesa- X f 

rio analizar las fuerzas de fricción N i 
que tienen lugar en las superficies A N 


de contacto entre elia y la polea. 
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Capitulo 10 


Fricción 


LA fuerzas de fricción tienen muchos efectos impor- 
tantes, tanto deseables como indeseables, en las apli- 
caciones de ingeniería. Por ejemplo, el funcionamiento 
adecuado de un automóvil depende de las fuerzas de 
fricción entre sus neumáticos y el suelo, y entre las ban- 
das y las poleas de su motor, pero la fricción entre sus 
pistones y cilindros ocasiona un desgaste que se debe 
minimizar por medio de algún lubricante. En algunos 
casos hemos visto que las fuerzas de fricción se pueden 
determinar con las ecuaciones de equilibrio. En este ca- 
pítulo analizamos la teoría de la fricción de Coulomb, 
que nos permite calcular la fuerza de fricción máxima que 
se puede ejercer entre superficies en contacto y la fuerza 
de fricción ejercida por superficies deslizantes. Esto 
abre el camino para el análisis de nuevos e importantes 
tipos de soportes y máquinas, incluidas cuñas, conexio- 
nes roscadas, cojinetes y bandas. 


503 
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504 CAPÍTULO 10 FRICCIÓN 


10.1 Teoria de la fricción seca 


ý Fuerza de 
fricción 


(a) 
Figura 10.1 
Cuerpos soportados por fuerzas de 
fricción. 
Figura 10.2 


(a) Ejerciendo una fuerza horizontal 
sobre un libro. 
(b) Diagrama de cuerpo libre del libro. 


Al subir por una escalera, ésta permanece en reposo por la fuerza de 
fricción ejercida por el piso (Fig. 10.1a). Si se permanece quieto sobre la 
escalera, las ecuaciones de equilibrio determinan la fuerza de fricción. 
Pero, hay una cuestión importante que no puede aclararse sólo con las 
ecuaciones de equilibrio: ¿permanecerá la escalera en reposo o resbalará 
sobre el piso? Si un camión se estaciona sobre un terreno inclinado, la 
fuerza de fricción ejercida sobre él por el terreno impide que se deslice 
cuesta abajo (Fig. 10.1b). Surge otra pregunta: ¿qué pendiente máxima 
puede tener el terreno sin que el camión estacionado se deslice? 


Í 


Fuerza de 
fricción 


(b) 


Para responder estas preguntas, debemos examinar con mayor detalle 
la naturaleza de las fuerzas de fricción. Coloque un libro sobre una mesa 
y empújelo con una pequeña fuerza horizontal (Fig. 10.2a). Si la fuerza 
que usted ejerce es suficientemente pequeña, el libro no se moverá. En la 
figura 10.2(b) se muestra el diagrama de cuerpo libre. La fuerza W es el 
peso del libro, y N es la fuerza normal ejercida por la mesa. La fuerza F 
es la fuerza horizontal que se aplica, y fes la fuerza de fricción ejercida 
por la mesa. Como el libro está en equilibrio, f = F. 


(a) (b) 


Ahora incremente con lentitud la fuerza sobre el libro. Mientras éste 
permanezca en equilibrio, la fuerza de fricción debe aumentar en forma 
correspondiente, ya que es igual a la fuerza que se aplica. Cuando ésta 
llega a ser muy grande, el libro se deslizará sobre la mesa. Después de al- 
canzar cierto valor máximo, la fuerza de fricción ya ho es capaz de man- 
tener el libro en equilibrio. Observe también que la fuerza necesaria para 
mantener al libro en movimiento es menor que la requerida para que 
empiece a deslizarse (usted estará familiarizado con este fenómeno si al- 
guna vez trató de empujar un mueble sobre el piso). 
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¿Cómo ejerce la mesa una fuerza de fricción sobre el libro? ¿Por qué 
éste se desliza? ¿Por qué para mantenerlo en movimiento se requiere 
una fuerza menor que para empezar a deslizarlo? Si las superficies de la 
mesa y del libro se amplifican suficientemente, adquieren un aspecto ru- 
goso (Fig. 10.3). Las fuerzas de fricción surgen en parte debido a las 
rugosidades o asperezas de las superficies en contacto. A escala aún me- 
nor, las superficies tienden a formar enlaces atómicos que las adhieren 
entre sí (Fig. 10.4). La última pregunta planteada arriba la explica, en 
parte, la necesidad de romper esos enlaces antes de que pueda comenzar 
el deslizamiento. 

En las siguientes secciones veremos una teoría que predice los fenóme- 
nos básicos que hemos descrito y que ha resultado útil para representar, 
en aplicaciones de ingeniería, las fuerzas de fricción entre superficies se- 
cas (la fricción entre superficies lubricadas es un fenómeno hidrodinámi- 
co que debe analizarse en el contexto de la mecánica de fluidos). 


Coeficientes de fricción 


La teoría de la fricción seca, o fricción de Coulomb, predice las fuerzas 
de fricción máximas que pueden ser ejercidas por superficies secas en 
contacto, y que se hallan en reposo entre sí. También predice las fuerzas 
de fricción ejercidas por las superficies cuando éstas se hallan en movi- 
miento relativo, es decir, deslizándose unas con respecto a otras. 


El coeficiente estático La magnitud de la fuerza de fricción máxi- 
ma que se puede ejercer entre dos superficies planas secas en contacto es 


Pad (10.1) 


donde N es la componente normal de la fuerza de contacto entre las 
superficies y «, es una constante llamada coeficiente de fricción estática. 

Se supone que el valor de p, depende sólo de los materiales de las su- 
perficies en contacto y de sus condiciones (lisura y grado de contamina- 
ción por otros materiales). En la tabla 10.1 se muestran valores típicos 
de p, para varios materiales. El intervalo relativamente grande de valores 
para cada par de materiales refleja la sensibilidad de u, respecto a las 
condiciones de las superficies. En las aplicaciones de ingeniería suele ser 
necesario medir el valor de pg, de las superficies consideradas. 


Tabla 10.1 Valores típicos del coeficiente de 
fricción estática 


Coeficiente de 


Materiales fricción estática pl, 
Metal sobre metal 0.15-0.20 
Mamposteria sobre mampostería 0.60-0.70 
Madera sobre madera 0.25-0,50 
Metal sobre mampostería 0.30-0.70 
Metal sobre madera 0.20-0.60 
Hule sobre concreto u hormigón 0.50-0.90 
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Figura 10.3 


Las rugosidades de las superficies se 
pueden ver en una vista ampliada. 


Figura 10.4 


Simulación con computador de un enlace 
de átomos formado entre una punta de 
niquel y una superficie de oro. 
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Dirección del 
deslizamiento 
inminente 


Figura 10.5 


(a) La superficie superior está a punto de 
deslizarse hacia la derecha. 
(b) Direcciones de las fuerzas de fricción. 


Figura 10.6 


ta) La superficie superior se está 
moviendo hacia la derecha con respecto a 
la superficie inferior. 

(b) Direcciones de las fuerzas de fricción. 


Volvamos al ejemplo de la figura 10.2. Si la fuerza F sobre el libro es 
tan pequeña que éste no se mueve, la condición de equilibrio indica que 
la fuerza de fricción f = F. ¿Para qué necesitamos la teoría de la fric- 
ción seca? Si se incrementara F, la fuerza f aumentará hasta que el libro 
se deslice. La ecuación (10.1) da la fuerza de fricción máxima que las 
dos superficies pueden ejercer y, por ende, la fuerza máxima F que se 
puede aplicar sin que el libro se deslice. Si se conoce el coeficiente de 
fricción estática u, entre el libro y la mesa y el peso W del tibro, como la 
fuerza normal N = W, el valor máximo de Fes F = f = pW. 


La ecuación (10.1) determina ta magnitud de la fuerza máxima de fric- 
ción pero no su dirección. La fuerza de fricción es un máximo, y la 
ecuación (10.1) es aplicable, si las dos superficies están a punto de desli- 
zarse una con respecto a la otra. Se dice que el deslizamiento es inminen- 
te y que las fuerzas de fricción resisten el movimiento inminente. S1 (Fig, 
10.5a) la superficie inferior está fija y el deslizamiento de la superficie 
superior hacia la derecha es inminente, la fuerza de fricción sobre la su- 
perficie superior resistirá este movimiento inminente (Fig. 10.5b). La 
fuerza de fricción sobre la superficie inferior tendrá dirección opuesta. 


El coeficiente cinético Según la teoría de la fricción seca, la magni- 
tud de la fuerza de fricción entre las dos superficies planas y secas en con- 
tacto, que están en movimiento (deslizamiento) relativo, es 


F=uyN, (10.2) 


donde N es la fuerza normal entre las superficies y 4, es el coeficiente de 
fricción cinética. Se supone que el valor de m depende sólo de las com- 
posiciones y condiciones de las superficies. Para un par de superficies 
dado, su valor es generalmente menor que el de p, 

Una vez que el libro de la figura 10.2 ha comenzado a deslizarse, la 
fuerza de fricción f = pN = wW. Por tanto, la fuerza que debe ejer- 
cerse para mantener el libro en movimiento uniforme es F = f = mW. 

Cuando dos superficies están deslizándose entre sí, las fuerzas de fric- 
ción resisten el movimiento relativo. Suponga que en la figura 10.6(a) la 
superficie inferior se encuentra fija y que la superficie superior está mo- 
viéndose hacia la derecha. La fuerza de fricción sobre la superficie supe- 
rior actúa en dirección opuesta a la de su movimiento (Fig. 10.6b). La 
fuerza de fricción sobre la superficie inferior actúa en dirección opuesta. 


Dirección del 


[movimiento ES a >” p — 
/ relativo y. A >N 
f £ HR ` 
j Á 
p” mea £ A 
A > r 
A f= HN | 
F N 
. %] 
r J= HN 
(a) 
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Ángulos de fricción 


En vez de que la reacción ejercida en una superficie por su contacto con 
otra se descomponga en una fuerza normal N y en una fuerza de fricción 
J (Fig. 10.73), podemos expresarla en términos de su magnitud R y del 
ángulo de fricción € entre la fuerza y la normal a la superficie (Fig. 10.7b). 
Las fuerzas normal y de fricción están relacionadas con R y ĝ por 


f=Rsen6, (10.3) 


N = R ecos. (10.4) 


El valor de 6 cuando el deslizamiento es inminente se llama ángulo de 
fricción estática 0,, y su valor cuando las dos superficies están en movi- 
miento relativo se llama ángulo de fricción cinética 6,. Utilizando las 
ecuaciones (10.1)-(10.4), podemos expresar los ángulos de fricción está- 
tica y cinética en términos de los coeficientes de fricción: 


En los siguientes ejemplos analizaremos problemas que implican fuerzas 
de fricción. Un paso importante en la solución de tales problemas es 
cómo evaluar las fuerzas de fricción o los ángulos de fricción. Cuando 
se sabe que el deslizamiento es inminente, la magnitud de la fuerza de 
fricción está dada por la ecuación (10.1) y el ángulo de fricción por la 
ecuación (10.5). Cuando las superficies están deslizándose entre sí, 
ta magnitud de la fuerza de fricción está dada por la ecuación (10.2) y el 
ángulo de fricción por la ecuación (10.6). De lo contrario, la fuerza de 
fricción y el ángulo de fricción se deben determinar partiendo de las 
ecuaciones de equilibrio. La secuencia de decisiones se resume en la figu- 
ra 10.8. 


AAA A A A 
¿Están las superficiesen movimiento 
relativo (destizándose) entre si? . 


| 


¡qx-5i A — 0 — 
f=4N y tan 0,=4y (se sabesiel deslizamiento esinminentg? 


La fuerza de fricción se opone al 
movimiento relativo. 


me A AE r 
f=uN y tan, = py Se deben determinar la magnitud y 
La fuerza de fricción se opone al la dirección de la fuerza de fricción 
| movimiento inminente. con las ecuaciones de equilibrio, 
Sf/f>uNotanó, > p, el sistema 
no puede estar en equilibrio. 


` 


Na 
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(b) 


Figura 10.7 


(a) Fuerza normal N y fuerza de fricción f. 
(b) Magnitud R y ángulo de fricción $. 


Figura 10.8 


Evaluación de la fuerza de fricción. 
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Figura 10.9 


Ejemplo 10.1 TEAM 


El dispositivo de la figura 10.9 ejerce una fuerza horizontal sobre la caja en 
reposo. La caja pesa 800 N y el coeficiente de fricción estática entre el cajón 
y la rampa es q, = 0.4. 

(a) Si la cuerda ejerce una fuerza de 400 N sobre la caja, ¿cuál es la fuerza de 
fricción ejercida por la rampa sobre la caja? 

(b) ¿Cuál es la máxima fuerza que la cuerda puede ejercer sobre la caja sin 
que ésta se deslice hacia arriba sobre la rampa? 


ESTRATEGIA 


(a) Con el algoritmo de la figura 10.8 vemos cómo evaluar la fuerza de fric- 
ción. La caja no está deslizándose y no sabemos si el deslizamiento es inmi- 
nente: debemos hallar la fuerza de fricción con fas ecuaciones de equilibrio. 
(b) Queremos determinar el valor de la fuerza que ocasiona que la caja esté a 
punto de deslizarse hacia abajo sobre la rampa. Cuando el deslizamiento es 
inminente, la magnitud de la fuerza de fricción es f = pN y la fuerza de fric- 
ción se opone al deslizamiento inminente. Podemos usar las ecuaciones de 
equilibrio para determinar la fuerza ejercida por la cuerda. Podemos también 
obtener la solución usando el ángulo de fricción estática. 


SOLUCIÓN 


(a) En la figura (a) dibujamos el diagrama de cuerpo libre de la caja, mos- 
trando la fuerza T ejercida por la cuerda, el peso W de la caja, la fuerza 
normal N y la fuerza de fricción f ejercida por la rampa. Podemos escoger 
arbitrariamente la dirección de f y nuestra solución indicará la dirección 
correcta de la fuerza de fricción. Alineando el sistema coordenado con la 
rampa como se muestra, obtenemos la ecuación de equilibrio 


EF, =J + Tecos 20% — W sen 20% = 0, 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la caja. 
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Despejando la fuerza de fricción obtenemos 


J = -T cos 20° + W sen 20° = —(400) cos 20% + (800) sen 20° 


—102.3 N. 


El signo menos indica que la dirección de la fuerza de fricción sobre la caja es 
hacia abajo a lo largo de la rampa. 

ib) La fuerza de fricción es f = uN y se opone al deslizamiento inminente. 
Para hacer más sencilla la obtención de T, alineamos el sistema coordenado 
como se muestra de la figura (b) y planteamos las ecuaciones de equilibrio 


EF, = T — Nsen20” — uN cos 20” =0, 
EF, = N eos20” — p¿Nsen20” — W =0. 
Despejando N de la segunda ecuación obtenemos 


W 800 


n EO ES 2 
WA oe n sen 20° cos 20° — (0.4) sen 20° 


= 996,4 N. 


Luego, de la primera ecuación, T es 
T = N sen 20° + pN cos 20° = (996.4)[sen 20° + (0.4) cos 20°] 
= 715,3 N, 
Solución alternativa  Determinamos T representando la reacción ejercida 
por la rampa como una sola fuerza (Fig. c). Como el deslizamiento de la caja 
hacia arriba por la rampa es inminente, R se opone a él y el ángulo de fric- 
ción es $, = arctan p, = arctan (0.4) = 21.8%, Del triángulo formado por la 


suma de las fuerzas sobre la caja (Fig. d): 


T = W tan(20” + 6,) = (800) tan(20” + 21.8%) = 715.3 N. 
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f=uN N 


(b) Diagrama cuando el deslizamiento 
hacia arriba sobre la rampa es 
inminente. 


(c) Representación de la reacción ejercida 
ml T por la rampa como una sola fuerza. 


(d) Las fuerzas sobre la caja. 
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Ejemplo 10.2 


Supongamos que queremos empujar el cofre de herramientas de la figura 
10.10 sobre el piso aplicando la fuerza horizontal F. Si aplicamos la fuerza a 
una altura 4 muy grande, el cofre se volcará antes de deslizarse. Si el coefi- 
ciente de fricción estática entre el piso y el cofre es x,, ¿cuál es el máximo 
valor de A para que el cofre se deslice antes de volcarse? 


ESTRATEGIA 


Cuando el cofre está a punto de volcarse, se encuentra en equilibrio sin nin- 
guna reacción en 8. Podemos usar esta condición para determinar F en fun- 
ción de 4. Luego, determinando el valor de F que hará que el cofre se deslice, 
obtendremos el valor de A que ocasionará que el cofre esté a punto de volcar- 
se y a punto de deslizarse. 

Figura 10.10 P 

SOLUCION 


En la figura (a) dibujamos el diagrama de cuerpo libre de! cofre cuando está 
a punto de volcarse. Sumando momentos respecto a A, obtenemos 


1 
EM punta a= Fh- W (3e) =0. 


El equilibrio también requiere que f = Fy N = W. 
Cuando el cofre está a punto de deslizarse, 


S=uN, 


por lo que 


F=f=uN = usW. 


Sustituyendo esta expresión en la ecuación de momentos, obtenemos 


1 
N uWh-—-W{-bļ|=0. 
æ. 2 
2 


Despejando 4 en esta ecuación encontramos que el cofre está a punto de vol- 
carse y a punto de deslizarse cuando 


(a) El diagrama de cuerpo libre del cofre 
cuando éste se encuentra a punto de 
voltearse, b 


h= i 
24, 


Si A es menor que este valor, el cofre empezará a deslizarse antes de volcarse. 


COMENTARIO 


Observe que el máximo valor de A para que el cofre se deslice antes de volcar- 
se es independiente de F. Si el cofre se vuelca o no depende sólo de dónde se 
aplica la carga y no de la magnitud de ésta. 
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El movimiento del disco de la figura 10.11 está controlado por la fuerza de 
fricción ejercida en C por el freno ABC. El actuador hidráulico BE ejerce 
una fuerza horizontal F sobre el freno en B. Los coeficientes de fricción entre 
el disco y el freno son p, y fx. ¿Qué par M es necesario para que el disco gire 
con velocidad constante en sentido antihorario? 


ESTRATEGIA 


Con el diagrama de cuerpo libre del disco obtenemos una relación entre M y 
la reacción ejercida por el freno sobre el disco, y luego usar el diagrama de 
cuerpo libre del freno para determinar la reacción en función de F. 


SOLUCIÓN 


Dibujamos el diagrama de cuerpo libre del disco de la figura (a), repre- 
sentando con una sola fuerza A la fuerza ejercida por el freno. La fuerza R 
se opone al giro antihorario del disco, y el ángulo de fricción es el ángulo de 
fricción cinética 0, = arctan a. Sumando momentos respecto a D obtenemos 


EM pmo py = M- (R sen ôr = 0. 


Luego, del diagrama de cuerpo libre del freno (Fig. b) obtenemos 
l 
EM punio 4) = =F (51) + (Rcos8,)h (RsengJb = 0% 


Con esas dos ecuaciones podemos encontrar los valores de M y R, La solu- 
ción para el par Mes 


0/2)ArFsenó,  (1/DhárFa 
—icos0,—bsend,  h—bm 


COMENTARIO 


Si a, es suficientemente pequeño, el denominador de la solución para el par, 
{A cos 8, — b sen 64), es positivo. Al crecer yy, el denominador se vuelve más 
pequeño porque cos 6, se reduce y sen f, aumenta. Cuando el denominador 
se acerca a cero, el par requerido para que el disco gire se acerca a infinito. 
Para entender este resultado, observe que el denominador es igual a cero 
cuando tan 9, = Ab, lo cual significa que la línea de acción de R pasa por el 
punto A (Fig. c). Al crecer q, y la línea de acción de R se acerca al punto 
A, la magnitud de R necesaria para equilibrar el momento de F respecto a 4 
tiende a infinito y, en consecuencia, M tiende también a infinito. 
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b R 
A, 
yl 
= 
M 
-> 


— -> 
A A, 
sf 


(c) Linea de acción de R pasando por el 
punto A. 
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o Problemas | 


10.1 El peso de la caja es W = 30 lb y la fuerza F es per- 
pendicular a la superficie inclinada. El coeficiente de fricción 
estática entre la caja y la superficie inclinada es p, = 0.2. 

(a) Si F = 30 lb, ¿cuál es la magnitud de la fuerza de fricción 
ejercida sobre la caja? 

(b) Si F = 10 lb, demuestre que la caja no puede permanecer 
en equilibrio sobre la superficie inclinada. 


A 


> 


P10.1 


10.2 En el problema 10.1, ¿qué valor tiene la minima fuerza 
F necesaria para mantener la caja en reposo? 

Estrategia: Suponga que el deslizamiento hacia abajo es in- 
minente, 


10.3 El camión de la figura pesa 18 000 ib. 

(a) Si está en reposo y œ = 10%, ¿cuál es la magnitud de la 
fuerza de fricción ejercida sobre él por el camino inclinado? 
(b) Si el coeficiente de fricción estática entre los neumáticos 
del camión y el camino es y, = 0.6, ¿cuál es el valor máximo 
de œ en el que el camión puede permanecer en reposo? 

(c) Si el camino está cubierto de hielo y y, = 0.1, ¿cuál es el 
valor máximo de æ en el cual el camión sigue en reposo? 


P10.3 


10.4 La caja de 50 N mostrada está en reposo. 

(a) ¿Cuál es la fuerza de fricción sobre la caja? 

(b) ¿Cuál es el valor mínimo del coeficiente de fricción estáti- 
ca que permite que la caja permanezca en reposo? 


P10.4 


10.5 Mida el coeficiente de fricción estática entre dos mate- 
riales: Coloque una hoja de uno de los materiales sobre una 
tabla plana. Pegue una hoja del otro material a un bloque 4. 
Coloque el bloque sobre la tabla e incremente lentamente el 
ángulo œ hasta que el bloque resbale. Demuestre que el coeli- 
ciente de fricción estática entre los dos materiales está relacio- 
nado con el ángulo q: por a, = tan a. 


P10.5 


10.6 El mecanismo mostrado está diseñado para colocar 
maletas sobre una rampa. La maleta $ pesa 20 Ib. El mecanis- 
mo ejerce sobre la maleta una fuerza en dirección paralela a 
la rampa. Los coeficientes de fricción entre la maleta y la 
rampa son x, = 0.20 y u, = 0.18. 

(a) ¿Permanecerá la maleta en reposo sobre la rampa cuando 
el mecanismo no ejerza fuerza sobre ella? 

(b) Determine la fuerza que el mecanismo debe ejercer sobre 
la maleta para que ésta empiece a moverse hacia arriba. 

(c) Determine la fuerza que el mecanismo debe ejercer sobre 
la maleta para mantenerla moviéndose. 


P10.6 
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10.7 El peso de la caja mostrada es de 30 N. La fuerza F es 
horizontal. El coeficiente de fricción estática entre la caja y la 
superficie inclinada es q, = 0.2. ¿Para qué intervalo de valo- 
res de F permanecerá la caja en reposo? 


P10.7 


10.8 En la figura P10.8 la caja A pesa 100 lb y la caja 8 30 
Ib. Los coeficientes de fricción entre la caja 4 y la rampa son 
gs = 0.30 y py, = 0.28. ¿Cuál es la magnitud de la fuerza de 
fricción ejercida sobre la caja A por la rampa? 


P10.8 


10.9 En el problema 10.8, la caja A pesa 100 Ib y los coefi- 
cientes de fricción entre la caja A y la rampa son g, = 0.30 y 
gy = 0.28. ¿Para qué intervalo de pesos de la caja B perma- 
nece el sistema en reposo? 


10.10 La caja mostrada está en reposo sobre la superficie 
inclinada. El coeficiente de fricción estática €$ j; 

(a) Determine la fuerza T necesaria para que la caja empiece a 
deslizarse hacia arriba sobre la superficie. 

(b) Demuestre que la respuesta anterior es el valor minimo 
cuando tan Ê = 4. 


P10.10 
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10.11 Para explicar las observaciones hechas durante la bo- 
tadura de barcos en el puerto de Rochefort en 1779, Coulomb 
analizó el sistema del problema 10.10 a fin de determinar la 
fuerza T mínima necesaria para mantener la caja en reposo 
sobre el plano inclinado. Demuestre que el resultado es T = 
W (sen o: — y, cos œ)/(cos $ — y, sen $). 


10.12 Dos hojas de madera terciada A y B yacen sobre la 
plataforma del camión mostrado. Ambas tienen el mismo pe- 
so W, y el coeficiente de fricción estática entre las dos hojas 
de madera y entre la hoja B y la plataforma del camión es jų. 
(a) Si se aplica una fuerza horizontal a la hoja A y ninguna 
fuerza a la hoja B, ¿puede usted deslizar la hoja 4 hacia 
afuera del camión sin hacer que se mueva la hoja B? ¿Qué 
fuerza se necesita para que la hoja A empiece a deslizarse? 
(b) Si se impide que la hoja A se mueva ejerciendo una fuerza 
horizontal sobre ella, ¿qué fuerza horizontal sobre la hoja B 
se necesita para que ésta empiece a deslizarse? 


P10.12 


10.13 Suponga que el camión del problema 10,12 está 
cargado con N hojas de madera terciada del mismo peso W, 
designadas (de arriba hacia abajo) hojas 1, 2,..., N. El coefi- 
ciente de fricción estática entre las hojas de madera y entre la 
hoja inferior y la plataforma del camión es x, Si se aplica una 
fuerza horizontal a las hojas arriba de ella para impedir que 
se muevan, ¿se puede sacar la hoja ¿¡ésima, 1 < 1 < N, sin 
que ninguna de las hojas por debajo de ella se mueva? ¿Qué 
fuerza debe usted aplicar para que dicha hoja empiece a mo- 
verse? 
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10.14 El coeficiente de fricción estática entre las dos cajas y 
entre la caja inferior y la superficie inclinada es p,. ¿Cuál es el 
máximo ángulo a para el cual la caja inferior no se deslizará? 


P10.14 


10.15 El coeficiente de fricción estática entre las dos cajas 
mostradas y entre la caja inferior y la superficie inclinada es 
B- ¿Qué valor tiene la máxima fuerza F que no ocasionará 
que las cajas se deslicen? 


P10.15 


10.16 Considere el sistema del problema 10.15. El coefi- 
ciente de fricción estática entre las dos cajas y entre la caja in- 
ferior y la superficie inclinada es p, Si F = 0, la caja inferior 
se deslizará hacia abajo sobre la superficie inclinada. ¿Cuál es 
la fuerza F minima para la cual las cajas no se deslizarán? 


10,17 Una lijadora consiste en un cilindro rotatorio con pa- 
pel de lija unido a su superficie exterior. La fuerza normal 
ejercida sobre la pieza de trabajo A por la lijadora es de 30 
lb. La pieza de trabajo pesa 50 lb. Los coeficientes de fricción 
entre la lijadora y ia pieza de trabajo A son p, = 0.65 y py = 
0.60. Los coeficientes de fricción entre la pieza de trabajo A y 
la mesa son q, = 0.35 y q, = 0.30. ¿Permanecerá la pieza de 
trabajo en reposo mientras se lija? 


P10.17 


10.18 Los bloques A y B de la figura están conectados por 
una barra horizontal. El coeficiente de fricción estática entre 
la superficie inclinada y el bloque A de 400 lb es de 0,3, El 
coeficiente de fricción estática entre la superficie y el bloque £ 
de 300 lb es de 0.5. ¿Cuál es la fuerza F minima que impedirá 
que los bloques se deslicen hacia abajo sobre la superficie? 


P10.18 


10.19 ¿Qué fuerza F es necesaria para que los bloques del 
problema 10,18 empiecen a deslizarse hacia arriba? 


10.20 La barra de longitud £ debe actuar como un simple 
freno que permita a la pieza de trabajo A deslizarse hacia la 
izquierda pero que impida su deslizamiento hacia la derecha, 
sin importar cuán grande sea la fuerza que se le aplique. El 
peso de la barra es W y el coeficiente de fricción estática entre 
ella y la pieza A es w. Se puede ignorar la fricción entre la 
pieza de trabajo y la superficie sobre la que descansa. 

(a) ¿Cuál es el máximo ángulo e para el que la barra impedirá 
que la pieza de trabajo se mueva hacia la derecha? 

(b) Si a: tiene el valor determinado en la parte (a), ¿qué fuerza 
horizontal se necesita para deslizar la pieza de trabajo A hacia 
la izquierda a velocidad constante? 


P10.20 
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10,21 El coeficiente de fricción estática entre la barra de 20 
lb mostrada y el piso es 4, = 0.3. Ignore la fricción entre la 
barra y la pared. 

(a) Si a: = 20%, ¿cuál es la magnitud de la fuerza de fricción 
ejercida por el piso sobre la barra? 

(b) ¿Cuál es el valor máximo de œ para el cual la barra no se 
deslizará? 


P10.21 


10.22 Las masas de la escalera y de la persona de la figura 
son 13 kg y 90 kg, respectivamente. El centro de masa de la 
escalera de 4 m de longitud está en su punto medio. Sia = 
30°, ¿cuál es el coeficiente mínimo de fricción estática entre 
la escalera y el piso, necesario para que la persona alcance la 
parte superior de la escalera? Ignore la fricción entre la esca- 
lera y la pared. 


P10.22 
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10.23 En el problema 10.22 el coeficiente de fricción estáti- 
ca entre la escalera y el piso es p, = 0.6. Las masas de la esca- 
lera y de la persona son 18 kg y 100 kg respectivamente. El 
centro de masa de la escalera de 4 m de longitud está en su 
punto medio. ¿Cuál es el valor máximo de œ para el que la 
persona puede alcanzar la parte superior de la escalera? Igno- 
re la fricción entre la escalera y la pared. 


10.24 En el problema 10.22 el coeficiente de fricción estáti- 
ca entre la escalera y el piso es 4, = 0.6 y a = 35°. El centro 
de masa de la escalera de 4 m de largo está en su punto medio 
y su masa es de 18 kg. (a) Si una persona con masa de 140 kg 
intenta subir, ¿qué valor máximo de x alcanzará? Ignore la 
fricción entre la escalera y la pared. (b) ¿Qué coeficiente de fric- 
ción minimo se requiere para que llegue arriba? 


10.25 El disco mostrado pesa 50 1b. Ignore el peso de la ba- 
rra. Los coeficientes de fricción entre el disco y el piso son p, 
= 0.6 y uy = 0.4. 

(a) ¿Qué valor tiene el par M máximo que se puede aplicar al 
disco en reposo sin que éste empiece a girar? 

(b) ¿Qué par M es necesario aplicar para que el disco gire con 
velocidad constante? 


P10.25 


10.26 El cilindro mostrado tiene un peso W. El coeficiente 
de fricción estática entre el cilindro y el piso y entre el cilindro 
y la pared es p- ¿Qué valor tiene el par Af máximo que se 
puede aplicar al cilindro en reposo sin que éste gire? 


P10.26 
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10.27 El cilindro mostrado tiene un peso W. El coeficiente 
de fricción estática entre el cilindro y el piso y entre el cilindro 
y la pared es p, ¿Qué valor tiene el par Af máximo que se 
puede aplicar al cilindro en reposo sin que éste gire? 


P10.27 


10.28 Si en el problema 10.27 œ = 30° y se requiere un par 
M = 0.5RW para hacer girar el cilindro a velocidad constan- 
te, ¿qué valor tiene el coeficiente de fricción cinética? 


10.29 El disco de peso W y radio R se mantiene en equili- 
brio mediante un par M. El coeficiente de fricción estática en- 
tre el disco y la superficie es #. Demuestre que el valor 
máximo que M puede tener sin que el disco se deslice es 


ps RW 


y 


M= 


P10.29 


10.30 El coeficiente de fricción estática entre las mordazas 
de la tenaza de la figura y el objeto sujetado es p,. ¿Cuál es el 
máximo ángulo œ para el que el objeto sujetado no se suelte? 
(Ignore el peso del objeto.) 

Estrategia: Dibuje el diagrama de cuerpo libre del objeto 
sujetado y suponga que el deslizamineto es inminente. 


P10.30 


10.31 En la figura P10.31, el disco en reposo de 300 mm de 
radio está unido a un soporte de pasador en D, El disco es 
mantenido en posición por el freno ABC en contacto con el 
disco en C. El actuador hidráulico BE ejerce una fuerza bori- 
zontal de 400 N sobre el freno en B. Los coeficientes de fric- 
ción entre el disco y el freno son p, = 0.6 y 1, = 0.5. ¿Qué 
par debe aplicarse al disco en reposo para que se deslice en 
dirección antihoraria? 


P10.31 


10.32 ¿Qué par se debe aplicar al disco en reposo del pro- 
blema 10.3] para que se deslice girando en dirección horaria? 


10.33 El bloque mostrado pesa 80 N. El coeficiente de fric- 
ción estática entre las superficies de la abrazadera y el bloque 
esp, = 0.2, Cuando la abrazadera está alineada como se 
muestra, ¿qué fuerza minima debe ejercer el resorte para im- 
pedir que el bloque se deslice? 


P10.33 


10.34 Modificando sus dimensiones, rediseñe la abrazadera 
del problema 10.33 de manera que la fuerza mínima que el 
resorte deba ejercer para impedir el deslizamiento del bloque 
sea de 180 N. Haga un croquis de su nuevo diseño. 
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10.35 La placa rectangular de 100 lb de peso de la figura 
está soportada por los pasadores 4 y B. Si se pueden ignorar 
la fricción en A y el coeficiente de fricción estática entre el 
pasador en B, y la ranura es p, = 0.4, ¿cuál es el máximo 
ángulo e para que la placa no resbale? 


C 


2 pie 3 pulg 


P10.35 


10.36 Si en el problema 10.35 se pueden ignorar la fricción 
en B y el coeficiente de fricción estática entre el pasador en A, 
y la ranura es q, = 0.4, ¿cuál es el máximo ángulo œ para que 
la placa no resbale? 


10.37 La ménsula de la figura está diseñada de manera que 
se puede colocar a cualquier altura sobre la barra vertical. La 
mensula está soportada por fricción entre los dos muñones 
horizontales y la barra vertical. El peso combinado de la mén- 
sula y la cámara es W. $i el coeficiente de fricción estática 
entre la barra y los muñones es p, ¿cuál es la distancia mini- 
ma b necesaria para que la ménsula permanezca en reposo? 
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10.38 El refrigerador pesa 350 lb. Las distancias son: # = 
60 pulg y 6 = 14 pulg. El coeficiente de fricción estática en 4 
y Bes u, = 0.24, 

(a) ¿Qué fuerza F es necesaria para impedir el deslizamiento? 
(b) ¿Se volcará el refrigerador antes de deslizarse? 


P10.38 


10.39 Para que el refrigerador se deslice antes de volcarse, 
¿cuál es la máxima altura 4 a la que se le puede empujar? 


10,40 El refrigerador del problema 10.38 pesa 350 lb. Las 
distancias son: A = 45 pulg y b = 15 pulg. Los coeficientes 
de fricción estática en A y B son 0.24 y 0.30 respectivamente. 
(a) ¿Qué fuerza F se necesita para que ocurra un deslizamien- 
to inminente? (b) ¿Se volcará el refrigerador antes? 


10.41 La masa del Mercedes-Benz 6005L es de 2020 kg, y 
las cuatro ruedas están bloqueadas. El coeficiente de fricción 
estática entre los neumáticos y el pavimento es 4, = 0,8, De- 
termine la fuerza F que se debe ejercer sobre el parachoques 
trasero para que el automóvil se deslice. 


P10.41 


10.42 Determine la fuerza £ que se debe aplicar sobre el au- 
tomóvil del problema 10.41 para que se deslice si: (a) las rue- 
das traseras están bloqueadas y las delanteras no lo están, (b) 
las ruedas delanteras están bloqueadas y las traseras no lo es- 
tán. (Las ruedas que no están bloqueadas no ejercen fuerza 
de fricción.) 
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10.43 El coeficiente de fricción estática entre los neumáti- 
cos del automóvil de 3000 lb de peso y la carretera es p, = 
0,5. Determine la pendiente máxima (valor máximo del ángu- 
lo a) que el automóvil puede subir a velocidad constante si 
tiene: (a) tracción en las ruedas posteriores, (b) tracción en las 
ruedas delanteras y (c) tracción en las cuatro ruedas. 


P10.43 


10.44 El armario en reposo que se muestra tiene un peso 
W. Determine la fuerza F que se debe ejercer para que se 
mueva si: (a) el coeficiente de fricción estática en 4 y en B es 
Hs (b) el coeficiente de fricción estática en 4 es p4 y el coefi- 
ciente de fricción estática en B es pg- 


10.46 El coeficiente de fricción estática entre la barra dere- 
cha y el suelo en A es y, = 0,6, Desprecie los pesos de las 
barras. Sia = 20%, ¿cuál es la magnitud de la fuerza de fric- 


ción ejercida en 4? 


P10.46 


10,47 Considere el sistema del problema 10.46, El coefi- 
ciente de fricción estática entre la barra derecha y el piso en A 
es 4, = 0.6. Ignore los pesos de las barras. ¿Cuál es el ángulo 
máximo a para el que la armadura permanecerá en reposo sin 
resbalar? 


10.48 El coeficiente de fricción estática entre la caja y el pi- 
so es p, Ignore los pesos de las barras. ¿Qué fuerza F ocasio- 
nará que la caja se deslice? 


P10.44 


10,45 La barra de 3 m de longitud mostrada pesa 200 N. 
Resbalará si el ángulo œ es mayor que 15°. ¿Cuál es el coefi- 
ciente de fricción estática entre los extremos de la barra y la 
superficie circular? 


| 
| P10.48 


P10.45 
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10.49 La estructura de la figura está soportada en B por las 
fuerzas normal y de fricción ejercidas por la pared sobre la 
placa. lenore los pesos de las barras. 

(a) ¿Qué magnitud tiene la fuerza de fricción? 

(b) ¿Cuál es el coeficiente de fricción estática mínimo necesa- 
rio para que la estructura permanezca en reposo? 


P10.49 


10.50 Suponga que las barras AB y AC del problema 10.49 
tienen igual longitud £ y que cada una tiene un peso W72. 
(a) ¿Cuál es la magnitud de la fuerza de fricción en 8? 

(b) ¿Cuál es el coeficiente de fricción estática minimo necesa- 
rio para que la estructura permanezca en reposo? 


10.51 El bastidor de la figura está soportado por las fuer- 
zas normal y de fricción ejercidas por las superficies fijas so- 
bre las placas en 4 y G. El coeficiente de fricción estática en 
A esp, = 0.6. ¿Se deslizará el bastidor en 4 cuando se some- 
ta a las cargas mostradas? 


I m == 1 m 


kN 


Im- 


P10.51 
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10.52 El bastidor del problema 10.51 está soportado por las 
fuerzas normal y de fricción ejercidas sobre las placas en A y 
G por las superficies fijas. El coeficiente de fricción estática 
en G es p, = 0.25. ¿Se deslizará el bastidor en G cuando se 
someta a las fuerzas mostradas? 


10.53 El peso suspendido es W = 600 Ib. Las barras AB y 
AC tienen soportes de bola y cuenca en cada extremo. Supon- 
ga que se quiere que la bola y cuenca en B se mantenga en su 
posición de reposo mediante las fuerzas normal y de fricción 
entre el soporte y la pared. ¿Qué coeficiente de fricción mini- 
mo se requiere? 


A (3, 2, 4) pie 


SS C (4, 0,0) pie 
Sai 


P10.53 


10.54 En el problema 10.53, ¿qué fuerza de fricción es ejer- 
cida por la pared sobre el soporte en B? 
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Figura 10.12 


(a) Cuña primitiva o “tajador” bifacial 
del valle Rift en África Oriental. 

(b) Cincel moderno. 

(c) Las caras de una cuña ejercen grandes 
fuerzas laterales. 


10.2 Aplicaciones 


Los efectos de fuerzas de fricción como el desgaste, pérdida de energía y 
generación de calor suelen ser indeseables, aunque muchos dispositivos 
no funcionan bien sin ellas, o se han diseñado para generarlas. Los frenos 
de un auto ejercen fuerzas de fricción sobre las ruedas, y sus neumáticos se 
diseñan para maximizar las que éstos ejercen sobre el piso. Aquí analiza- 
remos casos en los que las fuerzas de fricción son importantes. 


Cuñas 


Una cuña es una herramienta bifacial cuyas caras forman un pequeño 
ángulo agudo (Figs. 10.12a y b). Cuando una cuña se empuja hacia ade- 
lante, sus caras ejercen grandes fuerzas laterales como resultado del pe- 
queño ángulo entre ellas (Fig. 10.12c). Las cuñas se usan de varias 
maneras en muchas aplicaciones de ingeniería. 


az 


(c) 


Las grandes fuerzas laterales generadas por una cuña se pueden usar 
para elevar una carga (Fig. 10.13a). Sea W, el peso de la carga y Ww el 
peso de la cuña. A fin de determinar la fuerza T necesaria para empezar 
a elevar la carga, suponemos que el deslizamiento de la carga y de la 
cuña es inminente (Fig. 10.13b). Del diagrama de cuerpo libre de la car- 
ga obtenemos las ecuaciones de equilibrio 


EF, = 0- Nsena— pN cosa = 0, 


EF 


y 


l 


N coso — pN sen a — gQ- Wi = 0. 
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Del diagrama de cuerpo libre de la cuña obtenemos las ecuaciones 
EF. = N sena + uN cosa + uP—F=0, 
EF, = P — N cosa + uN sen a — Ww =0. 


Estas cuatro ecuaciones determinan las fuerzas normales O, Ny P y la 
fuerza F. La solución para F es 


(1 — 3) tana + 244] 


10.7 
(1 — u?) — 2ustana _ ( ) 


FW | 


Supongamos que Ww = 0.2W, y œ = 10%. Si y, = 0, la fuerza necesa- 
ria para elevar la carga es sólo 0.176 W1; pero si a, = 0.2, la fuerza resul- 
ta de 0.680W, y si p, = 0.4, la fuerza requerida es de 1.44 Wi. Desde este 
punto de vista, la fricción es indeseable. No obstante, si no hubiese fric- 
ción, la cuña no podría permanecer en su posición cuando se retirase la 
fuerza F, 


Figura 10.13 


una cuña. 


inminente. 


(b) 
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10.2 APLICACIONES 


(a) Elevación de una carga por medio de 


(b) Diagramas de cuerpo libre de la carga 
y de la cuña cuando el deslizamiento es 


521 
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Ejemplo 10.4 


i- Qa ~j Aunque partir un tronco (Fig. 10.14) es un proceso dinámico (la cuña penetra 

(AN en la madera con golpes de martillo), un análisis estático puede revetarnos las 
fuerzas que intervienen. Sea œ = 10° y los coeficientes de fricción entre las su- 
perficies de la cuña y el tronco m, = 0.22 y m = 0.20, Ignore el peso de la 
cuña. (a) Si la cuña penetra en el tronco con velocidad constante por una 
fuerza vertical F, ¿qué magnitud tienen las fuerzas normales ejercidas por la 
cuña sobre el tronco? (b) ¿Permanecerá la cuña en reposo dentro del tronco 
cuando se retire la fuerza? 


ESTRATEGIA 


(a) Las fuerzas de fricción se oponen a la penetración de la cuña y san iguales 
a Y, donde N es la fuerza normal del tronco en las caras de la cuña. Con 
las ecuaciones de equilibrio se determina N en función de F. 

(b) Si la cuña está a punto de deslizarse hacia afuera, determinamos el valor 
minimo de y, necesario para que la cuña permanezca en su sitio. 


F 
| SOLUCIÓN 


(a) Dibujamos el diagrama de cuerpo libre de la cuña (Fig. a) al introducirse 
en el tronco mediante una fuerza F. Las caras de las cuñas están sometidas 
N por el tronco a fuerzas normales y de fricción. Éstas últimas se oponen a la 


> w` penetración de la cuña. De la ecuación de equilibrio 
N N 


Figura 10.14 


e 
2Nsen(5) + 24 N cos (5) — F =0, 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la cuña 
con una fuerza £ vertical aplicada 
sobre ella. 


obtenemos la fuerza normal N: 


N= E > F 
— 2[sen (1/2) + y, cos (e:/2)] — 2[sen (10972) + (0.20) cos (10*/2)] 


= 1.75F. 


(b) En la figura (b) dibujamos el diagrama de cuerpo libre cuando F = 0 y la 
cuña está a punto de deslizarse hacia afuera. De la ecuación de equilibrio 


2Nsen( >) — 2usN cos (3) =0, 


obtenemos el coeficiente de fricción minimo necesario para que la cuña për- 
(b) Diagrama de cuerpo libre de la cuña manezca en su posición en reposo: 


cuando está a punto de deslizarse. 
ol 10° 
A tan (5) = tan (5) = 0.087. 


Podemos también obtener este resultado representando con una sola fuerza 
(Fig. e) la reacción ejercida por el tronco sobre la cuña. Cuando la cuña está 
a punto de deslizarse hacia afuera, el ángulo de fricción es el ángulo de fric- 
ción estática 9,. La suma de las fuerzas en la dirección vertical es nula sólo si 


8, = arctan (1) = 3 =5", 


(c) Representación de las reacciones r : i 
mediante una sola fuerza ya, = tan $* = 0.087. Entonces, la cuña permanecerá en su sitio. 
E Ar 
j ESTO E E 5 n 
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Roscas 


Usted está familiarizado con las roscas que se usan en tornillos para ma- 
dera, en tornillos de máquinas y en otros elementos de máquinas. De la 
figura 10,15(a) se muestra un eje con roscas cuadradas. La distancia 
axial p de una rosca a la siguiente se llama paso de la rosca, y el ángulo 
aces su pendiente. Consideraremos sólo el caso en que el eje tiene una 
sola rosca continua, en la cual la relación entre el paso y la pendiente es 


tana = £ (10.8) 


2rr' 


donde r es el radio medio de la rosca. 

Supongamos que el eje roscado está sujeto por un manguito fijo con 
ranura casante y sometido a una fuerza axial F (Fig. 10,15b). La aplica- 
ción de un par M en la dirección mostrada ocasionará que el eje empiece 
a girar y se mueva en la dirección axial opuesta a F. Nuestro objetivo es 
determinar el par M necesario para que el eje empiece a girar. 

En la figura 10.15(c) dibujamos el diagrama de cuerpo libre de un 
elemento diferencial de la rosca de longitud dL, representando con la 
fuerza dR la reacción ejercida por la ranura casante. Si el eje está a pun- 
to de girar, dR resiste el movimiento inminente y el ángulo de fricción es 
el ángulo de fricción estática 0,. La componente vertical de la reacción 
sobre el elemento es dR cos (0, + a). Para determinar la fuerza vertical 
total sobre la rosca, debemos integrar esta expresión sobre la longitud £ 
de la rosca. Por equilibrio, el resultado debe ser igual a la fuerza axial F 
que actúa sobre el eje. 


(a) a 
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Figura 10.15 


(a) Árbol con rosca cuadrada. 

(b) El árbol dentro de un manguito con 
ranura casante. La dirección de M que 
ocasiona que el árbol comience a moverse 
en la dirección axial opuesta a F. 

(c) Elemento diferencial de la rosca 
cuando el deslizamiento es inminente. 
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(a) 


Figura 10.14 

(ad La dirección de M que puede causar 
que el árbol se mueva en la dirección 
axial de F, 

(hb) Elemento diferencial de la rosca. 


cos(0, +o f dR= F. (10.9) 
L 


El momento respecto al centro del eje debido a la reacción sobre el ele- 
mento es rdR sen (0, + œ). El momento total debe ser igual al par M 
ejercido sobre el eje: 


rsento, +o) f dR =m. (10.10) 
E 


Dividiendo esta ecuación entre la ecuación (10.9), obtenemos el par M 
necesario para que el eje esté a punto de girar y moverse en la dirección 
axial opuesta a F: 


M =rPFtan(0, +). (10,11) 


Sustituyendo el ángulo de fricción estática 9, en esta expresión por el 
ángulo de fricción cinética 9,, obtenemos el par requerido para que el eje 
gire con velocidad constante. 

Si el par M se aplica al eje en la dirección opuesta (Fig. 10.16a), éste 
tiende a girar y moverse en la dirección axial de la carga F. La figura 
10.16(b) es la reacción sobre un elemento diferencial de la rosca de lon- 
gitud dL cuando el deslizamiento es inminente. La dirección de la reac- 
ción se opone al giro del eje. Aqui, la componente vertical de la reacción 
sobre el elemento es dR cos (9, — a). Por equilibrio se requiere que 


costó — a) f dR = Es (10.12) 


El momento respecto al centro del eje debido a la reacción es rd R sen 
(6, — a), por lo que 


rsenl6i=«) i ARM. (10.13) 
L 


Divídiendo esta ecuación entre la ecuación (10.12) obtenemos el par M 
necesario para que el eje esté a punto de girar y moverse en la dirección 
de la fuerza F: 


M =rF tan(6, — a). (10,14) 


Sustituyendo 9, por 8, en la ecuación (10,14) obtenemos el par necesario 
para que el eje gire con velocidad constante, 

Observe en la ecuación (10.14) que el par requerido para un movi- 
miento inminente es nulo cuando 0, = œ. Si el ángulo de fricción estática 
es menor que este valor, el eje girará y se moverá en la dirección de la 
fuerza F sin ningún par aplicado. 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


- | Ejemplo 10.5 


El extremo derecho de la barra AB de la figura 10,17 está conectado al colla- 
rin A sin rosca que descansa sobre el collarín C. El collarín € tiene una ranu- 
ra que casa con la rosca del árbol. El radio medio de la rosca esr = 1.5 pulg 
y su paso es p = 0,2 pulg. El coeficiente de fricción estática entre el collarín 
C y el árbol roscado es p, = 0.25, El peso W de 400 lb se puede subir o bajar 
haciendo girar el collarín C. (a) ¿Qué par se debe aplicar al collarín C para 
que el peso empiece a moverse hacia arriba? (b) ¿Permanecerá el peso en la 
posición mostrada cuando no se ejerza ningún par sobre el collarin €? 


ESTRATEGIA 


(a) Dibujando el diagrama de cuerpo libre de la barra y el collarín 2, pode- 
mos determinar la fuerza axial ejercida sobre el collarín €. Luego podemos 
usar la ecuación (10.11) para determinar el par requerido. 

(b) La pregunta es si el collarín roscado C se moverá hacia abajo debido a la 
acción de la carga axial ejercida sobre él por el collarin B cuando ningún par 
se ejerza sobre el collarín €. Podemos dilucidar esto con la ecuación (10.14). 


SOLUCIÓN 


(a) En la figura (a) dibujamos el diagrama de cuerpo libre de la barra y el 
collario 8, donde Fes la fuerza ejercida sobre el collarín B por el collarín C. 
De la ecuación de equilibrio 


EMipuno 43) = (40)F — (20W = 0, 
obtenemos F = Ly = 200 Ib. Ésta es la carga axial ejercida sobre el collarín 


C (Fig. b). De la ecuación (10.11), el par necesario para tener un movimiento 
inminente hacia arriba del collarín C es 


M =rYF tan, +0). 


El ángulo « está relacionado con el paso y el radio medio de la rosca por la 
ecuación (10.8): 


p 0.2 
tana = — = 


= = 0.0212. 
znr 2x (1.5) 


Así, œ = arctan (0.0212) = 1.22°. El ángulo de fricción estática es 
0, = arctan (14) = arctan (0.25) = 14.04". 


Con estos valores, el momento es 


M =rFtan(0, +a) = (5) (200) tan(14.04? + 1.22?) = 6.82 lb-pie. 


(b) La ecuación (10.14) indica que el par requerido para el movimiento inmi- 
nente es igual a cero cuando ĝ, = ex. Si el ángulo de fricción estática es menor 
que este valor, el árbol girará y se moverá en la dirección de la fuerza F sin 
ningún par aplicado. Aqui, 0, = 14.04% es mayor que œ = 1,22%, y el peso 
permancerá en su posición al no aplicar un par al collarín €. 
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- 20 pulg 20 pulg —= 


Figura 10.17 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la barra 
AB y del collarín £. 


(b) Árbol roscado y collarín €. 
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10.55 En la figura P10.55, para elevar A con velocidad 
constante se requiere una fuerza F = 200 N, Para todas las 
superficies en contacto, p, = 0,25 y q = 0.20. El peso de la 
cuña es despreciable. ¿Cuál es el peso de A? 


P10.55 


10.56 Suponga que en el problema 10.55 A pesa 1000 Ib. 
Para todas las superficies en contacto, p, = 0.25 y q, = 0.20. 
Ignore el peso de la cuña. 
(a) ¿Qué fuerza F se necesita para que la cuña empiece a mo- 
verse hacia la izquierda? 
(b) Si se retira F ¿permanecerá la cuña en reposo? 

Estrategia: Para resolver la parte (b), suponga que el desli- 
zamiento de la cuña hacia la derecha es inminente y determine 
el valor minimo de y, necesario para el equilibrio. 


10.57 Suponga que en el problema 10.55 4 pesa 1000 lb y 
la cuña 200 lb. Para todas las superficies en contacto, p, = 
0.25 y uy = 0.20. ¿Qué fuerza se requiere para elevar A a 
velocidad constante? 


10.58 Cada uno de los bloques en reposo A, B y C pesa 2 
KN. Para todas las superficies en contacto, y, = 0.6. ¿Qué 
fuerza F es necesaria para que B empiece a moverse hacia 
abajo? 


P10.58 


J] 
I Problemas | 


10.59 Suponga que en ef problema 10.58 la fuerza F = 1 
KN y que 4, B y C pesan 2 kN cada uno. El coeficiente de 
fricción estática para todas las superficies en contacto es p, 
¿Cuál es el mínimo valor de y, para que los bloques perma- 
nezcan en reposo? 


10.60 El objeto 4 es mantenido en su sitio por dos cuñas. 
El coeficiente de fricción estática para todas las superficies en 
contacto es p» Ignore los pesos de las cuñas. ¿Cuál es el må- 
ximo ángulo q; en que las cuñas permanecerán en su sitio? 


P10.60 


10,61 La caja A mostrada pesa 600 lb. Para todas las su- 
perficies en contacto, p, = 0.32 y 1, = 0.30. Ignore los pesos 
de las cuñas. ¿Qué fuerza F se requiere para mover A hacia la 
derecha con velocidad constante? 


P10.61 


10.62 Suponga que entre todas las superficies en contacto 
del problema 10.61, y, = 0.32 y p, = 0.30. Ignore los pesos 
de las cuñas de 5°. 51 se requiere una fuerza F = 800 N para 
mover 4 hacia la derecha con velocidad constante, ¿cuál es el 
peso de 4? 
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10.63 La caja A de la figura pesa 800 N y la cuña B pesa 
400 N. Para todas las superficies en contacto, p, = 0.15 y py, 
= 0.12. ¿Qué fuerza F se requiere para elevar A con veloci- 
dad constante? 


P10.63 


10.64 Suponga que en el problema 10.63 A pesa 800 lb y B 
pesa 400 lb. Los coeficientes de fricción entre todas las super- 
ficies en contacto son p, = 0.15 y p = 0.12. ¿Permanecerá B 
en posición si se retira la fuerza F? 


10.65 Entre A y B de la figura, g, = 0.20, y entre B y C, p 
= 0.18. Entre C y la pared, g, = 0.30. Los pesos Wg = 20 lb 
y Wo = 80 lb. ¿Qué fuerza F se requiere para que C empiece 
a moverse hacia arriba? 


P10.65 


10.2 APLICACIONES 527 
10.66 En la figura P10.66 las masas de A, B y C son de 8 
kg, 12 kg y 80 kg respectivamente. Para todas las superficies 
en contacto, p, = 0,4. ¿Qué fuerza F se requiere para que € 
empiece a moverse hacia arriba? 


10° 
I= 


lá 


10.67 El eje vertical roscado de la figura embona en una 
ranura casante en el tubo C. El paso de la rosca es p = 0,1 
pulg y el radio medio de la rosca es r = 0,5 pulg. Los coefi- 
cientes de fricción entre la rosca y la ranura casante son p, = 
0.15 y a, = 0.10. El peso W = 200 lb. Ignore el peso del eje 
roscado. 

(a) ¿Soportará el eje roscado en reposo el peso si no se aplica 
ningún par al eje? 

(b) ¿Qué par se debe aplicar al eje roscado para elevar el peso 
con velocidad constante? 


P10.66 


P10.67 
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10.68 Suponga que en el problema 10.67 el paso de la rosca 
esp = 2 mm y que el radio medio de la rosca es r = 20 mm. 
Los coeficientes de fricción entre la rosca y la ranura casante 
son y, = 0.22 y 1, = 0.20, y W = 500 N. Ignore el peso del 
eje roscado, ¿Qué par debe aplicarse al eje para bajar el peso 
a velocidad constante? 


10.69 La posición de la viga horizontal se puede ajustar ha- 
ciendo girar el tornillo A. Ignore el peso de la viga. El paso 
del tornillo es p = | mm y el radio medio de la rosca es r = 
4 mm. Los coeficientes de fricción entre la rosca y la ranura 
casante son a, = 0.20 y q, = 0.18. Si el sistema está inicial- 
mente en reposo, determine el par que se debe aplicar al torni- 
llo para que la viga empiece a moverse: (a) hacia arriba, (b) 
hacia abajo. 


400 N 


—e 100 mn ; 300 mm 


| 
| 
| 
== 


P10.69 


10.70 Suponga que en el problema 10.69 el paso del tornillo 
esp = 1 mm y el radio medio de la rosca esr = 4 mm. ¿Qué' 
valor mínimo del coeficiente de fricción estática entre la rosca 
y la ranura casante es necesario para que la viga permanezca 
en la posición mostrada sin aplicar ningún par al tornillo? 


10.71 El bloque A mostrado pesa 600 N. Ignore el peso de 
la cuña de 5°. El coeficiente de fricción cinética entre las su- 
perficies en contacto del bloque A, la cuña, la mesa y la pared 
es 4, = 0,4, El paso del tornillo roscado es de 5 mm, el radio 
medio de la rosca es de 15 mm y el coeficiente de fricción ci- 
nética entre la rosca y la ranura casante es de 0.2. ¿Qué par 
debe ejercerse sobre el tornillo roscado para elevar el bloque 
A con velocidad constante? 


AAA ALA NAAA AAA E COTOS 
teen ad 


P10.71 


10.72 La prensa de tornillo mostrada ejerce fuerzas de 80 lb 
sobre A. Los tornillos roscados están sometidos sólo a cargas 
axiales por las mordazas de la prensa. El paso de sus roscas es 
p = 1/8 pulg, el radio medio de las roscas es r = 1 pulg y el 
coeficiente de fricción estática entre las roscas y las ranuras 
casantes es 0.2. Suponga que se quiere aflojar la prensa ha- 
ciendo girar uno de los tornillos. Determine el par que se debe 
aplicar; (a) al tornillo 8, (b) al tornillo €. 


P10.72 


10.73 Suponga que se quiere apretar la prensa del problema 
10.72 haciendo girar uno de los tornillos. Determine el par 
que se debe aplicar: (a) al tornillo B, (b) al tornillo C. 
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10.74 La abrazadera mostrada comprime dos piezas de ma- 
dera entre sí. El paso de las roscas es p = 2 mm, el radio 
medio de la rosca es r = 8 mm y el coeficiente de fricción 


cinética entre la rosca y la ranura casante es 0.24. ¿Qué par 
debe aplicarse al tornillo roscado para que comprima las pie- 
zas de madera con una fuerza de 200 N? 


P10,74 


10.75 Suponga que en el problema 10.74 el coeficiente de 
fricción estática entre la rosca y la ranura casante es 0,3. Si la 
abrazadera comprime las piezas de madera con una fuerza de 
200 N, ¿qué par debe aplicarse al tornillo roscado para que la 
abrazadera empiece a aflojarse? 


10.76 El tornillo roscado de la figura tiene un soporte de 
bola y cuenca en B. La carga A de 400 lb puede subirse o 
bajarse haciendo girar el tornillo, lo cual ocasiona que el co- 
llar roscado en € se mueva con respecto al tornitlo. Ignore los 
pesos de los elementos. El paso de la rosca es p = 3 pulg, el 
radio medio de la rosca es r = 1 pulg y el coeficiente de fric- 
ción estática entre la rosca y la ranura casante es 0,24, Si el 
sistema está en reposo en la posición mostrada, ¿qué par se 
requiere para que el tornillo gire y eleve la carga? 


12 pulg 


P10.76 
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10.77 En el problema 10.76, si el sistema está en reposo en 
la posición mostrada, ¿qué par se necesita para que el tornillo 
empiece a girar y baje la carga? 


10.78 El gato de automóvil funciona haciendo girar el tor- 
nillo roscado en 4, que embona en una ranura casante del co- 
llar en B, de modo que el collar se mueve respecto al tornillo 
conforme éste gira. En consecuencia, los puntos B y D se acer- 
can o se alejan, causando que el punto C (donde el automovil 
está en contacto con el gato) se mueva hacia arriba o hacia aba- 
jo. El paso del tornillo roscado es p = 5 mm, el radio medio 
de la rosca es r = 10 mm y el coeficiente de fricción cinética 
entre la rosca y la ranura casante es 0.15. ¿Qué par se necesita 
para que el tornillo gire a velocidad constante y eleve el gato 
cuando éste se halla en la posición mostrada y F = 6.5 kN? 


P10.78 


10.79 (Véase P10.78.) ¿Qué par se necesita para hacer girar 
el tornillo roscado con velocidad constante y que el gato des- 
cienda desde la posición mostrada si la fuerza F = 6.5 kN? 


10.80 Un templador como el mostrado se usa para ajustar 
la tensión en una barra o cable. El eslabón central tiene ros- 
cas en ambos extremos. Al hacer girar el templador los extre- 
mos roscados se acercan o se alejan uno del otro. Suponga 
que el paso de las roscas es p = Ñ pulg, su radio medio esr = 
1 pulg y el coeficiente de fricción estática entre las roscas y las 
ranuras casantes es 0.24. Si 7 = 200 lb, ¿qué par debe ejer- 
cerse sobre el tempiador para que éste empiece a apretar? 
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10.81 El elemento BE del bastidor mostrado tiene un tem- 
plador (véase el Problema 10.80). Las roscas tienen un paso p 
= 5 pulg, el radio medio de las roscas es 7 = 3 pulg y el 
coeficiente de fricción estática entre las roscas y las ranuras 
casantes es 0,2. ¿Qué par debe aplicarse al templador para 
que empiece a aflojar? 


C 


P10.81 


10.82 Las barras CD y DG de la armadura mostrada tienen 
templadores (véase el Problema 10.80). El paso de las roscas 
es p = 4 mm, su radio medio es z = 10 mm y el coeficiente 
de fricción estática entre las roscas y las ranuras casantes es 
0.18. ¿Que par se debe aplicar al templador de la barra CD 
para que empiece a aflojar? 


10.83 En el problema 10.82, ¿qué par debe aplicarse al 
templador de la barra DG para que empiece a aflojar? 


10.84 La carga W = 800 N puede subirse o bajarse hacien- 
do girar el tornillo roscado. Las distancias son b = 75 mm y 
h = 200 mm. Las barras de pasador tienen cada una 300 mm 
de longitud. El paso del tornillo roscado es p = 5 mm, el ra- 
dio medio de la rosca es r = 15 mm y el coeficiente de fric- 
ción cinética entre la rosca y la ranura casante es 0.2. Cuando 
el sistema está en la posición mostrada, ¿qué par debe aplicar- 
se para que el tornillo gire a velocidad constante y la carga se 
eleve? 
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A 
A 


ta) 
(b) a 
Figura 10.18 pedo 
(a) Flecha soportada por chumaceras. (c) (d) (e) (1 


(b) Polea soportada por la flecha, 

(c) La flecha y la chumacera cuando 
ningún par está aplicado al árbol. 

(d) Un par ocasiona que la flecha ruede 
dentro de la chumacera. 

(c) Diagrama de cuerpo libre de la flecha. 
(1) Las dos fuerzas sobre la flecha deben 
ser iguales y opuestas. 


Chumaceras 


Una chumacera es un soporte diseñado para permitir que el objeto so- 
portado se mueva. Por ejemplo, en la figura 10.18(a) una flecha hori- 
zontal está soportada por 2 chumaceras que permiten que la flecha gire, 
La flecha puede entonces soportar una carga perpendicular a su eje, co- 
mo en el caso de una carga sujeta por una polea (Fig. 10.18b). 

Aqui analizaremos chumaceras que consisten en ménsulas con aguje- 
ros a través de los cuales pasa la flecha. El radio de la flecha es ligera- 
mente menor que el de los agujeros de las chumaceras. El objetivo es 
determinar el par que se debe aplicar a la flecha para que gire en las 
chumaceras. Sea F la carga total soportada por la flecha, incluido el 
peso ésta. Cuando no se aplica ningún par sobre la flecha, la fuerza F 
presiona las chumaceras (Fig. 10.18c). Cuando se ejerce un par M sobre 
la flecha, ésta rueda sobre las superficies de las chumaceras (Fig. 
10.18d). El término œ es el ángulo entre el punto original de contacto de 
la flecha y su punto de contacto cuando se aplica M. 

La figura 10.18(€e) es el diagrama de cuerpo libre de la flecha cuando 
M es lo bastante grande para que el deslizamiento sea inminente. La 
fuerza R es la reacción total ejercida por las dos chumaceras. Como R y 
F son las únicas fuerzas que actúan sobre la flecha, el equilibrio requiere 
que y = 0, y R = F (Fig. 10.181). La reacción ejercida sobre la flecha 
por las chumaceras se desplaza r sen 6, de la línea vertical que pasa por 
el centro de la flecha. Sumando momentos respecto al centro de la flecha, 
obtenemos el par M que hace que la flecha esté a punto de deslizarse: 


M = rF sen d,. (10.15) 


Éste es el máximo par que se puede ejercer sobre la flecha sin que ésta 
empiece a girar. Reemplazando 0, en esta expresión por el ángulo de 
fricción cinética 8,, obtenemos el par necesario para que la flecha gire 
con velocidad constante. 


Figura 10.19 


(a) Chumacera con una hilera de baleros, 


E E. 4 P {b} Chumacera de la rueda de un 
La chumacera que hemos descrito es muy primitiva. Las superficies  auromévil. Tiene dos hileras de baleros 


donde la flecha y la chumacera están en contacto se desgastaría rápida- entre la rueda rotatoria y el cilindro 
mente. Por lo general, los proyectistas incorporan “bolas”? o "baleros interior fijo. 
en las chumaceras para minimizar la friccióniitpg/carlos2524 jimdo.com/ 
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Ejemplo 10.6 | 


Ej peso de la carga de la figura 10.20 es W = 1000 lb. La polea P tiene un 
radio de 6 pulg y está rigidamente unida a un eje horizontal soportado por 
chumaceras. El radio del eje es de 5 pulg y el coeficiente de fricción cinética 
entre el eje y la chumacera es py. Ignore los pesos de la polea y el eje. ¿Qué 
tensión debe ejercer el cabrestante A sobre el cable para elevar la carga a 
velocidad constante? 


Figura 10.20 


ESTRATEGIA 


La ecuación (10.15) con 8, reemplazada por f, relaciona el par M requerido 
para que la polea gire a velocidad constante con la fuerza total F sobre el eje. 
Expresando M y F en función de la carga y de la tensión ejercida por el ca- 
brestante, podemos obtener una ecuación para la tensión. 


SOLUCIÓN 


Sea F la tensión ejercida por el cabrestante (Fig. a). Calculando la magnitud 
de la suma de las fuerzas ejercidas por la tensión y la carga, obtenemos una 
expresión para la fuerza total F sobre el eje que soporta la polea (Fig. b): 


F = „(W +T sen45°)? + (T cos45%, 


| i Ns El par ejercido sobre la polea por la tensión y la carga es 

W y M = (0.5 pie) T — (0.5 pie) W. 

(a) Diagrama de cuerpo libre de El radio del eje es r = 3 pulg = 0.0417 pies, y el ángulo de fricción cinética 
la polea. es 8, = arctan (4) = arctan (0,2) = 11.319, De la Ec. (10.15), el par M ne- 


cesario para que la polea gire a velocidad constante se da en función de F por 
M = rFsenQ,. 


Sustituyendo nuestras expresiones para F y M en función de la tensión T y la 
carga W en esta ecuación, obtenemos 


(0.577 — (0.5) = (0.0417) sen(11.319Y4(W + Tsen 45% + (Tecos 45°F. 


(b) La fuerza F total sobre el árbol. Despejando de esta ecuación la tensión, obtenemos T = 1030.7 lb, 
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Cojinetes de empuje y embragues 


Un cojinete de empuje soporta una flecha rotatoria sometida a carga 

axial. En el tipo mostrado en las figuras 10.21(a) y (b), el extremo cóni- 

co de la flecha es presionado contra la cavidad cónica casante por una 

carga axial F. Hallemos el par M necesario para hacer girar la flecha. 
El elemento diferencial de área dA de la figura 10.21(c) es 


dA =lxrds = 21 F ms ; 


COs Q 


Integrando esta expresión de r = r, ar = r,, obtenemos el área de con- 
tacto 


22,2 
T aS 55) 
cose ` 


Si suponemos que la superficie casante ejerce una presión p uniforme, la 
componente axial de la fuerza total debida a p debe ser igual a F, es 
decir pA cos œ = F. Por tanto, la presión es 


F F 


i= Acosa Ar AN 


Conforme la flecha gira alrededor de su eje, el momento respecto al eje 
debido a la fuerza de fricción sobre el elemento dA es ra, (pdA). La 
suma de los momentos respecto al eje debe ser cero: 


“=f a dam j . F 2er dr 
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Figura 10.21 


(a), (b) Un cojinete de empuje soporta 
una flecha sometida a una carga axial. 

(c) El elemento diferencial dA y la presión 
uniforme p ejercida por la cavidad. 


534 CAPÍTULO 10 FRICCIÓN 


Figura 


Cojinete de empuje que soporta una 
flecha de extremo plano. 


Rodillos 


Figura 10.23 


Cojinete de empuje con dos hileras de 
rodillos cilíndricos entre el eje y el soporte 
fijo. 


íb) 


Figura 10.24 
Embrague. 

(a) Posición desacoplada. 
(b) Posición acoplada. 


10.22 


(a) (b) 


Integrando obtenemos el par M necesario para hacer girar la flecha a 
velocidad constante: 


ME (ri, 
M = E (3 i (10.16) 

3cosa (r-ri 
En las figuras 10.22(a) y (b) se muestra un cojinete de empuje más 
sencillo. El pedestal soporta el extremo plano de una flecha de radio r 
que está sometida a una carga axial F. El par necesario para hacer girar 


la flecha a velocidad constante se puede obtener con la ecuación (10.16) 
haciendo œ =0,71, = 0yr, =r: 


2 
M = 3pxFr. (10.17) 


Aunque son buenos ejemplos del análisis de las fuerzas de fricción, 
estos cojinetes de empuje se desgastarian muy rápidamente usándolos en 
casi cualquier aplicación. El proyectista del cojinete de empuje de la fi- 
gura 10.23 minimiza la fricción incorporando “*rodillos”” al diseño. 


Un embrague es un dispositivo usado para conectar y desconectar dos 
flechas coaxiales en rotación. El tipo mostrado en las figuras 10.24(a) y 
(b) consiste en discos de radio r unidos a los extremos de flechas. Cuan- 
do los discos se separan (Fig. 10,24a), el embrague está desacoplado y 
las flechas pueden girar libremente una respecto a la otra. Cuando el 
embrague está acoplado, oprimiéndose los discos uno contra el otro con 
fuerzas F (Fig. 10.24b), las flechas pueden soportar un par M debido a 
las fuerzas de fricción entre los discos. Si el par M es muy grande, el 
embrague desliza. 

Las fuerzas de fricción ejercidas sobre una cara del embrague por la 
otra cara son idénticas a las fuerzas de fricción ejercidas por el pedestal 
de la figura 10.22 sobre el extremo plano de una flecha. Podemos enton- 
ces determinar el máximo par que el embrague puede soportar sin desli- 
zamiento, reemplazando y, por w, en la ecuación (10.17): 

> 


M= Us Fr. (10.18) 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


Ejemplo 10.7 


La lijadora manual de la figura 10.25 tiene un disco rotatorio D de 4 pulg 
de radio, con papel de lija unido a ella. La fuerza total hacia abajo ejercida 
por el operador y el peso de la lijadora alcanzan las 15 lb. El coeficiente de 
fricción cinética entre la lija y la superficie es py = 0.6. ¿Qué par M debe 
ejercer el motor para hacer girar la lijadora a velocidad constante? 


Figura 10.25 


ESTRATEGIA 


Al girar el disco D queda sujeto a fuerzas de fricción análogas a las fuerzas 
de fricción ejercidas por la placa de base de la figura 10.22 sobre el árbol de 
extremo plano. El par requerido para hacer girar el disco D a velocidad cons- 
tante se puede determinar con la ecuación (10.17). 


SOLUCIÓN 
El par requerido para hacer girar el disco a velocidad constante es 


= Zune F = > OS)4/12)115) = 2 Ib-pie. 
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Problemas! = 


10.85 Un árbol horizontal está soportado por dos chumace- 
ras. El coeficiente de fricción cinética entre el árbol y las chu- 
maceras es į = 0.2. El radio del árbol es de 20 mm y su 
masa de 5 kg. Determine el par M necesario para hacer girar 
el árbol a velocidad constante. 

Estrategia: A fin de obtener el par necesario para hacer gi- 
rar el árbol a velocidad constante, reemplace 0, por 6, en la 
ecuación (10.15). 


P10.85 


10.86 Un árbol horizontal está soportado por dos chumace- 
ras. El coeficiente de fricción estática entre el árbol y las chu- 
maceras es q, = 0.3. El radio del árbol es de 20 mm y su masa 
de 5 kg. Determine la máxima masa m que se puede suspen- 
der como se muestra sin que el árbol en reposo se deslice en 
las chumaceras. 


P10.86 


10.87 Suponga que en el problema 10.86 la masa m = 8 kg 
y el coeficiente de fricción cinética entre el árbol y las chuma- 
ceras es py = 0,26, ¿Qué par debe aplicarse al árbol para ele- 
var la masa a velocidad constante? 


10.88 Una polea está montada sobre un eje horizontal so- 
portado por chumaceras. El coeficiente de fricción cinética 
entre el eje y las chumaceras es 4, = 0.3. El radio del eje es 
de 20 mm y el radio de la polea es de 150 mm. La masa m = 
10 kg. Ignore las masas de la polea y del eje. ¿Qué fuerza T 
debe aplicarse al cable para mover la masa hacia arriba a ve- 
locidad constante? 


P10.88 


10.89 En el problema 10,88, ¿qué fuerza T debe aplicarse 
al cable para que la masa descienda a velocidad constante? 


10.90 Una polea de 8 pulg de radio está montada sobre un 
eje de 1 pulg de radio. El eje está soportado por dos chuma- 
ceras. El coeficiente de fricción estática entre las chumaceras 
y el eje es 1, = 0,15. Ignore los pesos de la polea y del eje. El 
bloque 4 de 50 lb de peso descansa sobre el piso. Si se agrega 
lentamente arena a la cubeta B, ¿qué peso tiene ésta junto 
con la arena cuando el eje se desliza en las chumaceras? 


P10.90 
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10.91 Una polea de 50 mm de radio está montada sobre un 
eje de 10 mm de radio. El eje está soportado por dos chuma- 
ceras. La masa del bloque A es de 8 kg. Ignore los pesos de la 
polea y del eje. Si se necesita una fuerza T = 84 N para le- 
vantar el bloque 4 a velocidad constante, ¿cuál es el coefi- 
ciente de fricción cinética entre el eje y las chumaceras? 


P10.91 


10.92 (Véase P10.91.) El coeficiente de fricción cinética en- 
tre el eje y las chumaceras es q, = 0.18. ¿Qué fuerza T se 
necesita para levantar el bloque A a velocidad constante? 


10.93 (Véase P10.91.) El coeficiente de fricción cinética en- 
tre el eje y las chumaceras es y, = 0.24. ¿Qué fuerza T se 
necesita para bajar el bloque a velocidad constante? 


10.94 Las dos poleas tienen radios de 4 pulg y están monta- 
das sobre ejes de 1 pulg de radio soportados por chumaceras. 
Ignore los pesos de las poleas y los ejes. La tensión en el re- 
sorte es de 40 lb, El coeficiente de fricción cinética entre los 
ejes y las chumaceras es 4, = 0.3, ¿Qué par M se requiere 
para hacer girar la polea izquierda a velocidad constante? 


P10.94 
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10.95 Las dos poleas mostradas tienen radios de 6 pulg y 
están montadas sobre ejes de 1 pulg de radio soportados por 
chumaceras. Ignore los pesos de las poleas y de los ejes. El 
coeficiente de fricción cinética entre los ejes y las chumaceras 
es yy = 0.2. Si se requiere una fuerza T = 200 ib para elevar 
a una persona a velocidad constante, ¿cuál es el peso de ésta? 


P10.95 


10.96 Si la persona del problema 10.95 pesa 160 lb, ¿qué 
fuerza T se necesita para bajarlo a velocidad constante? 


10.97 Cada una de las poleas de la figura tiene un radio de 
100 mm y una masa de 2 kg. Están montadas sobre ejes de 5 
mm de radio soportados por chumaceras. El coeficiente de 
fricción cinética entre los ejes y las chumaceras es p, = 0.18. 
La masa de A es de 14 kg. ¿Qué fuerza T se requiere para 
elevar 4 con velocidad constante? 


P10.97 


10.98 Encl problema 10.97, ¿qué fuerza T se necesita para 
bajar A a velocidad constante? 
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10.99 El árbol circular de extremos planos de la figura es 
empujado en el cojinete de empuje por una carga axial de 100 
N. Ignore el peso del árbol. Los coeficientes de fricción entre 
el extremo del árbol y el cojinete son «, = 0.20 y m, = 0.15. 
¿Cuál es el máximo par M que se puede aplicar al árbol en 
reposo sin que gire en el cojinete? 


100 N 


P10.99 


10.100 En el problema 10.99, ¿qué par M se requiere para 
hacer girar el árbol a velocidad constante? 


10.101 En P10.99, el extremo del árbol está soportado por 
un cojinete de empuje coma el de la figura 10,21, donde z, = 
30 mm, s = 10 mm, œ = 30% y q, = 0.15. ¿Qué par M se 
requiere para hacer girar el árbol a velocidad constante? 


10.102 El disco D está rígidamente unido al eje vertical, 
que tiene extremos planos soportados por cojinetes de empu- 
je. El disco y el eje pesan juntos 500 lb y el eje tiene 2 pulg de 
diámetro. La fuerza vertical del cojinete superior en el extre- 
mo del eje es de 100 lb. El coeficiente de fricción cinética en- 
tre los extremos del eje y los cojinetes es 4, = 0.25. ¿Qué par 
M se requiere para hacer girar el eje a velocidad constante? 


P10.102 


10.103 Suponga que los extremos del eje del problema 
10.102 están soportados por cojinetes de empuje como los de 
la figura 10.21, donde r, = 1 pulg, 7 = 1 pulg, œ = 45° y ik 
= 0,23, ¿Qué par M se requiere para hacer girar el eje a velo- 
cidad constante? 


10.104 La flecha está soportada por cojinetes de empuje 
que la someten a una carga axial de 800 N. Los coeficientes 
de fricción cinética entre la flecha y los cojinetes izquierdo y 
derecho son 0.20 y 0.26, respectivamente. ¿Qué par se requie- 
re para hacer girar la flecha a velocidad constante? 


P10.104 


10.105 Un motor hace girar un tornillo revolvedor que 
mezcla productos químicos. La flecha del motor está acopla- 
da al tornillo por medio de un embrague de fricción del tipo 
mostrado de la figura 10.24. El radio de los discos del embra- 
gue es de 120 mm y el coeficiente de fricción estática entre 
ellos es de 0.6. Si el motor transmite un par máximo de 15 
N-m al tornillo, ¿qué fuerza normal mínima entre las placas 
del embrague se necesita para impedir el deslizamiento? 


Embrague 


P10.105 
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10.106 El cojinete de empuje de la figura está soportado 
por el contacto del collar C con una placa fija. El área de 
contacto es un anillo con diámetro interior D, = 40 mm y 
diámetro exterior D, = 120 mm. El coeficiente de fricción ci- 
nética entre el collar y la placa es 1, = 0.3. La fuerza F = 
400 N. ¿Qué par M se requiere para hacer girar el árbol a 
velocidad constante? 


P10.106 


10.107 Un diseño experimental de freno de automóvil fun- 
ciona oprimiendo una placa anular contra la rueda giratoria. 
Sia, = 0.6, ¿qué fuerza F debe presionar la placa contra la 
rueda para ejercer en ésta un par de 200 N-m? 


P10.107 
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10.108 En P10.107, y, = 0.65 y la fuerza que oprime la 
placa contra la rueda es F = 2 kN. 

(a) ¿Qué par se ejerce sobre la rueda? 

(b) ¿Qué porcentaje de incremento se obtiene en el par ejerci- 
do sobre la rueda si el radio exterior del freno aumenta de 90 
mm a 100 mm? 


10.109 El coeficiente de fricción estática entre los discos del 
embrague de un automóvil es q, = 0,8. Si los discos se opri- 
men con una fuerza F = 600 lb, ¿cuál es el par máximo que 
el embrague puede soportar sin deslizarse? 


3 pulg 
/ re pulg 
F 


P10,109 


10.110 El “cono Morse” se usa para sostener la pieza de 
trabajo sobre un torno. El cono se empuja dentro del husi- 
llo y se mantiene en su posición debido a la fricción. Si el hu- 
sillo ejerce una presión uniforme p = 15 lb/pulg? sobre el 
cono y p, = 0.2, ¿qué par se debe ejercer respecto al eje 
del cono para aflojarlo? 


Husillo Cono 


1.25 pulg 


9pulg 


P10.110 
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Figura 10.26 
Cuerda enrollada alrededor de un poste. 


/ 


a 


S (a) 


Figura 10.27 

(a) Cuerda enrollada alrededor de un 
cilindro fijo. 

(b) Elemento diferencial con límites en los 
ángulos a y a + Ae. 

(c) Diagrama de cuerpo libre del elemento. 


Fricción en bandas 


Es un hecho que si se enrolla una cuerda en un poste fijo (Fig. 10.26), 
una gran fuerza T, ejercida en un extremo de la cuerda puede ser sopor- 
tada por una fuerza T, relativamente pequeña en el otro extremo. En la 
presente sección analizamos este fenómeno, conocido como fricción en 
bandas porque se puede usar un procedimiento similar para analizar las 
bandas utilizadas en maquinarias, como las bandas que impulsan los al- 
ternadores y otros dispositivos de un automóvil. 

Consideremos una cuerda alrededor de un ángulo f£ alrededor de un 
cilindro fijo (Fig. 10.274). Supondremos que la tensión 7, se conoce. 
Nuestro objetivo es determinar la máxima fuerza T, que se puede aplicar 
al otro extremo de la cuerda sin que ésta se deslice. 

Dibujamos el diagrama de cuerpo libre de un elemento de la cuerda 
cuyos límites son los ángulos œ y a + Ae, desde el punto en que la 
cuerda entra en contacto con el cilindro (Figs. 10.27b y c). La fuerza T 
es la tensión en la cuerda en la posición definida por el ángulo œ. Sabe- 
mos que la tensión en la cuerda varía con la posición, porque crece de T, 
la posición a: + Aœ como T + AT. La fuerza AN es la normal ejer- 
cida por el cilindro sobre el elemento. Como queremos determinar el 
cida por el cilindro sobre el elemento. Como queremos determinar el 
valor máximo de 7, que no ocasionará que la cuerda se deslice, supone- 
mos que la fuerza de fricción es igual a su valor máximo posible p, AN, 
donde p, es el coeficiente de fricción estática entre la cuerda y el cilindro. 


(b) íc) 


Las ecuaciones de equilibrio en las direcciones tangencial y normal a 
la línea central de la cuerda son 


Aa Aa 
E Fitangencia) = MAN +T cos (5) — (T + AT) cos ( ) = 0, 


- 


AQ Aa 
2 Finormaly =AN — íT + AT sen T — Tsen z = 0. 
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Despejando AN, podemos escribir la ecuación resultante como 
Aa 
Aa AaY| AT 8 2 
cos ná Hasen > — > =0 


— hT (10.20) 
En el límite, cuando Aa: —> 0, 


as AE) 


Ao 
sen uN 
AO E ls 
Ag 
2 
obtenemos la ecuación 


dT 
— =uT=0. (10.21) 


Esta ecuación diferencial rige la variación de la tensión en la cuerda. 
Separando variables, 


T 
— = is da, 
T 


podemos integrar para determinar la tensión 7, en función de la tensión 
T, y el ángulo £: 


BaT B 
f > = | ls da. 
n T 0 


Obtenemos así la máxima fuerza T, que se puede aplicar sin que la cuer- 
da se deslice cuando la fuerza en el otro extremo es Ti: 


| p= Tiest, (10.22) 


El ángulo $ debe expresarse en radianes. Reemplazando p, por el coeft- 
ciente de fricción cinética 4, obtenemos la fuerza T, que ocasiona que la 
cuerda se deslice a velocidad constante. 

La ecuación (10.22) explica por qué una gran fuerza puede ser sapor- 
tada por una fuerza relativamente pequeña cuando se enrolla una cuerda 
alrededor de un soporte fijo. La fuerza requerida para que la cuerda se 
deslice crece exponencialmente en función del ángulo a través del cual la 
cuerda está enrollada. Supongamos que y, = 0.3. Cuando la cuerda está 
enrollada una vuelta completa alrededor del poste (8 = 27), la razón 
T,/T, = 6.59. Cuando la cuerda está enrollada cuatro vueltas completas 
alrededor del poste (6 = 87), la razón 7,/T, = 1881. 
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| Ejemplo 10.6 


La caja de 50 kg de la figura 10.28 está suspendido de una cuerda que pasa 
sobre dos cilindros fijos. El coeficiente de fricción estática es de 0,2 entre la 
cuerda y el cilindro izquierdo y de 0.4 entre la cuerda y el cilindro derecho. 
¿Cuál es la fuerza mínima que la persona puede ejercer para soportar la caja? 


ESTRATEGIA 


La persona ejerce la mínima fuerza posible cuando el deslizamiento de la 
cuerda sobre ambos cilindros es inminente. Si conocemos el peso de la caja, 
con la ecuación (10.22) se determina la tensión en la cuerda entre los dos 
cilindros, y se replantea para determinar la fuerza que la persona ejerce. 


SOLUCIÓN 


El peso de la caja es W = (50)(9.81) = 490.5 N. Sea T la tensión en la cuerda 
entre los dos cilindros (Fig. a). La cuerda está enrollada alrededor del cilin- 
dro izquierdo un ángulo $ = 7/2 rad. La tensión T necesaria para impedir 
que la cuerda se deslice sobre el cilindro izquierdo está relacionada con W por 


Figura 10.28 
W = Tets — Tend, 


(a) Tensiones en la cuerda. 


Despejando T obtenemos 

T = We "0D = (490.5) 0P = 358.3 N. 1 
La cuerda también está enrollada alrededor del cilindro derecho un ángulo $ 
= 1/2 rad. La fuerza F que la persona debe ejercer para impedir que la cuer- 
da se deslice sobre el cilindro derecho está relacionada con T por 

iS Fets? = Fel 90D, 


La solución para F es 


F= Te OAD (358,3) CA0 — 191.1 N. 
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A Ejemplo 10.9 


Aplicación a la ingenieria 


Bandas y poleas 


Las poleas de la figura 10.29 giran a velocidad constante. La grande está uni- 
daa un soporte fijo, y la otra está soportada por una ranura horizontal lisa y 
es jalada hacia la derecha por la fuerza F = 200 N. El coeficiente de fricción 
estática entre las poleas y la banda es p, = 0.8, la longitud b = 500 mm y los 
radios de las poleas R4 = 200 mm y Ry = 100 mm. ¿Qué valores máximos 
tienen los pares M4 y Mp para los cuales la banda no se deslizará? 


Figura 10.29 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la polea grande. (b) Diagrama de cuerpo libre de la polea chica. 


ESTRATEGIA 


Con los diagramas de cuerpo libre de las poleas podemos usar las ecuaciones 
de equilibrio para relacionar las tensiones en la banda con M, y Mp y obtener 
una relación entre las tensiones en la banda y la fuerza F. Cuando el desliza- 
miento es inminente, las tensiones también están relacionadas por la ecuación 
(10.22). Con esas ecuaciones podemos determinar Ma y Mp. | 


SOLUCIÓN 


Del primer diagrama (Fig. a) obtenemos la ecuación de equilibrio 


Ma = Rala- TD, (10.23) 
y del diagrama de cuerpo libre de la polea pequeña (Fig. b) obtenemos 
F = (Ti+ T,) coser, (10.24) 


My = Rgh - Tp). (10.25) 
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(c) Determinación del ángulo æ. 


Figura 10.30 


- Polea 


(a) Vista de la sección transversal de una 
banda Y y la polea. 


A 


i 


(bj Banda Y enrollada alrededor de la 
polea. 


[c) Diagrama de cuerpo libre de un elemento de la banda. 


La banda está en contacto con la polea pequeña sobre el ángulo v — 2a (Fig. 
2). Por la línea discontinua vemos que el ángulo œ satisface la relación 


Ra — Ra 200100 _ 


sena = 
x b 500 


0.2 


Por consiguiente, œ = 11.5% = 0.201 radianes. Si el deslizamiento es inmi- 
nente entre la polea pequeña y la banda, la ecuación (10.22) establece que 


Ta = Tje"? = yett- = 8.957. 


Resolvemos esta ecuación junto con la ecuación (10.24) para las dos tensio- 
nes y obtenemos 7, = 20.5 N y T, = 183.6 N. Luego, de las ecuaciones 
(10.23) y (10.24), los pares son M¿ = 32.6 N-m y My = 16.3 N-m. 

Si suponemos que el destizamiento es inminente entre la polea grande y la 
banda, obtenemos M, = 36.3 N-m y Mg = 18.1 N-m, por lo que la banda se 
desliza sobre la polea pequeña para valores menores de los pares. 


CONSIDERACIONES DE DISEÑO 
Las bandas y poleas se usan para transmitir potencia en automóviles y mu- 


chos otros tipos de máquinas. Como dos poleas de diámetros diferentes co- 


nectadas por una banda están sujetas a pares diferentes y tienen diferentes 
velocidades angulares de rotación, sirven como un “transformador”? mecáni- 
co para alterar el par o la velocidad de giro. 

Aquí supusimos que la banda era plana, pero en muchas aplicaciones (Fig. 
10.30a) se usan a menudo “bandas Y”, que se ajustan en las ranuras casan- 
tes de las poleas. Esto mantiene a la banda en posición sobre las poleas y 
reduce la tendencia de la banda a resbalar. Suponga que una banda V se en- 
rolla un ángulo 8 alrededor de una polea (Fig. 10.30b). Si la tensión T) es 
conocida, ¿cuál es la tensión máxima 7, que se puede aplicar al otro extremo 
de la banda sin que ésta resbale o se deslice respecto a la polea? 

De la figura 10.30(c) dibujamos el diagrama de cuerpo libre de un elemen- 
to de la banda cuyos límites están definidos por los ángulos œ y œ + Ag, 
desde el punto en que la banda entra en contacto con la polea. (Compare esta 
figura con la Fig. 10.27c.) Las ecuaciones de equilibrio en las direcciones tan- 
gencial y normal a la línea central de la banda son 


à A 
EF tangencial) = 244 N + T cos (=) — {T + AT) cos (5) =0, 


EFnoma =2ANsenty/2) - (T + amysn( SE) — Tsen (5) = 


$ 


ATA 
S IS 
V 
VISTA DEL EXTREMO 


VISTA LATERAL 
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Tal como se ilegó de las Ecs, (10,19) a la (10.22), se puede demostrar que 
T = T e sot/2), (10.27) 


Por tanto, al usar una banda Y se incrementa el coeficiente de fricción entre 
la banda y la polea por el factor 1/sen (y/2). 

Cuando es esencial que la banda no se deslice con respecto a la polea, se 
puede usar una banda con dientes y una polea casante (Fig. 10.31a) o una 
cadena y una rueda de engranes (Fig. 10.31b). Las cadenas y las ruedas de 
engranes en bicicletas y motocicletas son ejemplos de esta aplicación. 


Figura 10.31 


Diseños que impiden el deslizamiento de 
la banda respecto a la polea. 


AA A propia mas A A 


10.111 Suponga que se quiere levantar del suelo una caja 
de 50 1b pasando una cuerda sobre la rama de un árbol, como 
se muestra. El coeficiente de fricción estática entre la cuerda y 
la rama es 0.4 y la cuerda está enrollada 120% alrededor de la 
rama. ¿Qué fuerza se debe ejercer para levantar la caja? 


P10.111 
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10.112 Los cabrestantes se usan en fos veleros para ayudar 
a soportar las cuerdas que mantienen en posición a las velas. 
El cabrestante simple mostrado es un poste que gira en senti- 
do horario (visto desde arriba) pero no en sentido antihora- 
rio. La vela ejerce una fuerza de 800 N sobre la cuerda, que 
está enrollada tres vueltas completas alrededor del cabrestan- 
te. El coeficiente de fricción estática entre la cuerda y el ca- 
brestante es p, = 0.2. Determine la fuerza que el tripulante 
debe ejercer sobre el extremo de la cuerda para impedir que 
ésta se deslice sobre el cabrestante. 


P10.112 


10.113 El bloque 4 mostrado pesa 30 lb. La cuerda está 
enrollada 1 vueltas alrededor del poste fijo. Los coeficientes 
de fricción entre el poste fijo y la cuerda son 4, = 0.2 y 1, = 
0.15. 

(a) ¿Cuál es la mínima fuerza que la persona debe ejercer pa- 
ra soportar el bloque en reposo? 

(b) ¿Qué fuerza debe la persona ejercer para levantar el blo- 
que a velocidad constante? 


P10.113 


10.114 El peso del bloque A mostrado es W. El disco está 
soportado por una chumacera lisa. El coeficiente de fricción 
cinética entre el disco y la banda es y. ¿Qué par es necesario 
para hacer girar el disco a velocidad constante? 


P10.114 


10.115 El par requerido para que la rueda de la bicicleta de 
ejercicio mostrada gire se ajusta cambiando el peso W. El 
coeficiente de fricción cinética entre la rueda y la banda es py. 
(a) Demuestre que el par M requerido para que la rueda gire es 


M=WRU-e*4). 


(b) Si W = 40 lb y q, = 0.2, ¿qué fuerza indicará la báscula 
S cuando la bicicleta esté en uso? 


P10.115 
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10.116 La caja 8 mostrada pesa 50 lb. Los coeficientes de 
fricción entre el cable y los soportes redondos fijos son y, = 
0.4 y  = 0.3. 

(a) ¿Cuál es la fuerza mínima F requerida para soportar la 
caja? 

(b) ¿Qué fuerza F se requiere para mover la caja hacía arriba 
a velocidad constante? 


P10.116 


10,117 En el ejemplo 10.8 el coeficiente de fricción cinética 
es de 0,16 entre el cable y el cilindro izquierdo, y de 0.34 entre 
la cuerda y el cilindro derecho. ¿Qué fuerza tiene que ejer- 
cer la persona para levantar la caja a velocidad constante? 
¿Necesitará ella ayuda? 


10.118 El bloque 4 pesa 200 N. El coeficiente de fricción 
estática entre el bloque y la superficie inclinada es de 0.3, y el 
coeficiente de fricción estática entre el cable y el cilindro fijo 
es de 0.2. ¿Para qué intervalo de valores de la tensión T per- 
manecerá en reposo el bloque? 


P10.118 
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10.119 El bloque A mostrado pesa 30 lb. El coeficiente de 
fricción cinética entre la cuerda y el cilindro es de 0.2. Si el 
cilindro gira a velocidad constante, primero en sentido anti- 
horario y luego en sentido horario, la diferencia en la altura 
del bloque A es de 1 pie. ¿Cuál es la constante k del resorte? 


P10.119 


Los problemas 10.120 a 10.124 están relacionados 
con el ejemplo 10.9. 


10.120 Si la fuerza F del ejemplo 10.9 se incrementa a 400 
N, ¿cuáles son los valores máximos de los pares M4 y Mp pa- 
ra los cuales la banda no se deslizará? 


10.121 Si la banda del ejemplo 10.9 es una banda Y con 
ángulo y = 45°, ¿cuáles son los valores máximos de los pares 
Ma y Mp para los cuales la banda no se deslizará? 


10.122 El resorte de la figura ejerce una fuerza de 320 N 
sobre la polea izquierda. El coeficiente de fricción estática en- 
tre la banda plana y las poleas es y, = 0.5. La polea derecha 
no puede girar. ¿Cuál es el par máximo M que se puede ejer- 
cer sobre la polea izquierda sin que la banda se deslice? 


P10.122 


10.123 La banda del problema 10.122 es una banda Y con 
ángulo y = 30%, ¿Cuál es el par máximo M que se puede ejer- 
cer sobre la polea izquierda sin que la banda se deslice? 


10.124 Partiendo de las ecuaciones (10.26), deduzca la 
ecuación (10.27): 


T, = Tep so 25, 
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Ejemplos con computador 


Figura 10.32 


una distancia x. 


l (a) Corredera desplazada 


X 


TF: 
| 
l 


F 


S 


Im 


(b) Diagrama de cuerpo libre del bloque 
cuando cl deslizamiento es inminente. 


El siguiente ejemplo y tos problemas están diseñados para resolverse con ayu- 
da de una calculadora programable o de un computador, 


Ejemplo 10.10 


La masa del bloque A de la figura 10.32 es de 20 kg y el coeficiente de fric- 
ción estática entre el bloque y el piso es 4, = 0.3. La constante del resorte k 
= 1 kN/m y el resorte no está estirado. ¿Cuánto se puede mover la corredera 
B hacia la derecha sin que el bloque se deslice? 


SOLUCIÓN 


Suponga que al mover la corredera B una distancia x hacia la derecha se tiene 
el deslizamiento inminente del bloque (Fig. a). El alargamiento del resorte es 
Y1 + X- | m, y la magnitud de la fuerza ejercida sobre el bloque es 


E =k(Vi+x2-1). (10.28) 


Del diagrama de cuerpo libre del bloque (Fig. b), obtenemos las ecuaciones 
de equilibrio 


X 
E (PE O E 
i a 


BES Ud F-+N —mg =0. 
¿Tes 


Sustituyendo la ecuación (10.23) en estas dos ecuaciones y eliminando M, po- 
demos escribir la ecuación resultante en la forma 


ho) =k +0 (V1 +1) — pumgy 1 +x?=0. 


Debemos obtener la raiz de esta función para determinar el valor de x corres- 
pondiente al deslizamiento inminente del bloque. De la gráfica de A(x} de la 


50 

ho) 0 

-50 

10551707 03 04 03 06 
x (metros) 

Figura 10.33 


Gráfica de la función A). 
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figura 10.33, calculamos que 400) = Den x = 0.43 m. Examinando los resul- 
tados calculados en las proximidades de este valor de x, 


x, m hix) 
0.4281 —0.1128 
0.4282 —0.0777 
0.4283 —0.0425 
0.4284 —0.0074 
0.4285 0.0278 
0.4286 0.0629 
0.4287 0.0981 


vemos que k(x) = 0, y que el deslizamiento es inminente cuando x es aproxi- 
madamente igual a 0.4284 m, 


[Proviemas| 


10.125 La masa del bloque A mostrado es de 20 kg, y el 10.126 El anillo circular esbelto de peso W de la figura está 
coeficiente de fricción estática entre el bloque y el piso es = soportado en 4 por las fuerzas normal y de fricción. Si el des- 
0.3. La constante de resorte k = 1 kN/m y el resorte no está  lizamiento es inminente cuando la fuerza vertical F = 0.4 W, 
estirado. ¿Cuánto puede moverse el deslizador B hacia la de- ¿cuál es el coeficiente de fricción estática entre el anillo y el 
recha sin que el bloque se deslice? soporte? 


an 
ig 


P10.126 


P10.125 


10.127 Suponga que la fuerza vertical sobre el anillo del 
problema 10.126 es F = KW y que el deslizamiento es inmi- 
nente. Dibuje una gráfica de K en función del coeficiente de 
fricción estática entre el anillo y el soporte para 0 s y, < 1. 
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10.129 La barra de 3 m de longitud mostrada pesa 200 N, y 
el coeficiente de fricción estática entre los extremos de la ba- 
rra y la superficie circular es p, = 0.3. ¿Cuál es el valor máxi- 
mo del ángulo e: para el cual la barra no resbalará? 


P10.128 


10.129 La carga W = 800 N puede subirse y bajarse ha- 
ciendo girar el eje roscado. La distancia b = 75 mm, y cada 
una de las barras articuladas tiene 300 mm de longitud. El 
paso del eje roscado esp = 5 mm, el radio medio de la rosca 
esr = 15 mm y el coeficiente de fricción cinética entre la rosca 
y la ranura casante esde 0,2, Dibuje un diagrama del momento 
que debe ejercerse para que el eje roscado gire a velocidad cons- 
tante y la carga se eleve, en función de la altura A de k = 100 
mm a k = 400 mm. 


— þh — e 


P10.129 


10.130 El cojinete de empuje de la figura está soportado 
por contacto del coliar € con una placa fija. El área de con- 
tacto es un anillo con diámetro interior D, y diámetro exterior 
D,. Suponga que, debido a las restricciones térmicas, se quie- 
re que el área de contacto sea de 0.02 m?, El coeficiente de 
fricción cinética entre el collar y la placa es 4, = 0.3. La fuer- 
za F = 600 N y el par M requerido para hacer girar el eje a 
velocidad constante es de 10 N-m. ¿Qué tamaño tienen los 
diámetros D, y D,? 


P10.130 


10.131 El bloque A pesa 30 Ib y la constante de resorte k = 
30 Ib/pie. Cuando el cilindro gira a velocidad constante, pri- 
mero en sentido antihorario y luego en sentido horario, la di- 
ferencia en la altura del bloque A es de 2 pies. ¿Cuál es el 
coeficiente de fricción cinética entre la cuerda y el cilindro? 


P10.131 
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10.132 Ei coeficiente de fricción estática entre el deslizador 10.133 La fuerza axial sobre el cojinete de empuje es F = 

de 1 kg de masa y la barra vertical es x, = 0.6. La constan- 200 lb y la dimensión es b = 6 pulgadas. La presión uniforme 

te del resorte es k = 20 N/m y su longitud no estirada mide ejercida por la superficie casante es p = 7 Ib/pulg?, y el coe- 

l m. Determine el intervalo de valores de y para los cuales el ficiente de fricción cinética es 4, = 0.28. Si se requiere un par 

deslizador permanecerá en reposo sobre la barra. M = 360 Ib-pulg para hacer girar la flecha, ¿qué valor deben 
tener las dimensiones D, y D¡? 


P10.133 


P10.132 


Resumen del capitulo 


Fricción seca 


Las fuerzas que resultan del contacto de dos superficies planas se pue- 
den expresar en función de la fuerza normal N y de la fuerza de fricción 
f, o de la magnitud R y del ángulo de fricción 6. 

Si el deslizamiento es inminente, la magnitud de la fuerza de fricción es 


Ff=uN Ec (101) 


y su dirección se opone al deslizamiento inminente. El ángulo de fricción 
es igual al ángulo de fricción estática 0, = arctan (%4). 

Si las superficies están deslizándose una con respecto a la otra, la 
magnitud de la fuerza de fricción es 


f = HN Ec. (10.2) 


y su dirección se opone al movimiento relativo. El ángulo de fricción es 
igual al ángulo de fricción cinética 9, = arctan (ją). 
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Roscas 


La pendiente œ de la rosca está relacionada con su paso p por 
p 
anw = =—, Ec. (10.8) 
2xr 


El par requerido para un giro inminente y un movimiento axial opuesto 
a la dirección de F es 


M = rF tan(ĝ; +0), Ec. (10.11) 


y el par requerido para un giro inminente y un movimiento axial del eje 
en la dirección de F es 


M = rF tan(ó0, —o). — Ec. (10.14) 


Cuando ĝ, < œ, el eje girará y se moverá en la dirección de la fuerza F 
sin ningún par aplicado. 


Chumaceras 


El par requerido para el deslizamiento inminente del árbol circular es 
M =rPF sen 0,, Ec. (10,15) 


donde F es la carga total sobre el árbol. 


Cojinetes de empuje y embragues 


El par requerido para hacer girar el árbol a velocidad constante es 


O F [rr 
M- o i}. Ee. (10.16) 
3 cosa rre 


Fricción en bandas 


La fuerza T, requerida para el deslizamiento inminente en la dirección 
de T, es 


Ta = Tje”, Ec. (10.22 
donde f está en radianes. 
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1 Problemas de repaso 


10.134 Las masas de las cajas 4 y B mostradas son de 25 
kg y 30 kg respectivamente. El coeficiente de fricción estática 
entre las superficies de contacto es p, = 0.34. ¿Cuál es el va- 
lor máximo de e: para el cual las cajas permanecerán en equi- 
librio? 


P10.134 


10.135 La ladera de un terraplén tiene una pendiente de 
45° (Fig. a). Si el coeficiente de fricción estática de suelo so- 
bre suelo es a, = 0.6, ¿será estable el terraplén o se desploma- 
rá? Si se desploma, ¿cuál es la pendiente mínima para la que 
es estable? 

Estrategia: Dibuje un diagrama de cuerpo libre aislando 
parte del terraplén como se muestra de la figura (b). 


(a) 


P10.135 


10.136 La masa de la camionera es de 2250 kg y el coefi- 
ciente de fricción estática entre sus ruedas y el pavimento €s 
de 0.6. Si sus ruedas frontales están bloqueadas pero las 
traseras no, ¿cuál es el máximo valor de e para el cual puede 
permanecer en equilibrio? 


P10.136 


10,137 ¿Cuál es el valor máximo de « en el cual la camio- 
neta puede permanecer en equilibrio si apunta hacia arriba? 


10.138 En el problema 10.136, suponga que una caja de 
300 kg se carga en la camioneta. El centro de masa de la caja 
está a 0.5 m frente al eje trasero y 1.5 m sobre el nivel de la 
calle. ¿Cuál es el valor máximo de o: para el cual la camioneta 
puede permanecer en equilibrio? 


10.139 El cuerpo homogéneo de 20 lb está soportado en 4 
y B. h = 4 pulg, la fricción puede ignorarse en B y el coefi- 
ciente de fricción estática en A es 0.4. Determine la fuerza 
máxima F que se puede ejercer sin que el cuerpo se deslice. 


4 pulg —+] 


P10.139 


10.140 En el problema 10.139, suponga que el coeficiente 
de fricción estática en B es 0.36, ¿Cuál es el valor máximo de 
A para el cual el cuerpo se deslizará antes de volcarse? 
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10.141 Elalpinista pesa 180 lb y está soportado por las fuer- 
zas normal y de fricción sobre sus zapatos y su espalda. Los 
coeficientes de fricción estática entre sus zapatos y la pared y 
entre su espalda y la pared son 0.8 y 0.6, respectivamente. ¿Cuál 
es la fuerza normal mínima que sus zapatos deben ejercer? 


al AMA 

y ʻi RA a 5 
f EA iT 

d y i g!) H i 

y y 

EE | 

S E A |- 

b qa | i 7 y 


P10.141 
10.142 Los cables en A y B elevan la compuerta de 200 lb 
(que entra holgadamente en las ranuras) a velocidad constan- 
te. El coeficiente de fricción cinética entre puerta y ranuras es 
Hk = 0,3, ¿Qué fuerza debe ejercerse en A para mantener la 
elevación a velocidad constante si el cable en B se rompe? 


pem pie 5 pie < 

10.143 El coeficiente de fricción estática entre los neumáti- 
cos del tractor (1000 kg) y el piso es 0.8, y entre la caja (450 
kg) y el piso es 0.3. Partiendo del reposo, ¿qué par debe ejer- 
cer el motor del tractor sobre las ruedas posteriores para mo- 
ver la caja? (Las ruedas delanteras no están bloqueadas.) 


14m 08m 
P10.143 


10.144 En Pi0.143, ¿cuál es la de mayor masa que el trac- 
tor puede mover partiendo del reposo si su motor puede ejer- 
cer un par lo bastante grande? ¿Qué par se necesita? 


10.145 El vehículo de 900 kg tiene tensión en sus ruedas 
posteriores y el coeficiente de fricción estática entre sus neu- 
máticos y el suelo es de 0.65, y entre la caja y el suelo es 0.4. 
Si el vehículo intenta jalar la caja a lo largo de la superficie 
inclinada, ¿cuál es la máxima masa que la caja puede tener 
para deslizarse hacia arriba sobre la superficie inclinada antes 
de que los neumáticos del vehículo resbalen? 


P10.145 


10.146 Los collarines A y B mostrados tienen cada uno una 
masa de 2 kg. Si la fricción entre el collarín B y la barra se 
puede ignorar, ¿cuál es el coeficiente mínimo de fricción está- 
tica entre el collarin A y la barra, necesario para que los colla- 
rines permanezcan en equilibrio en la posición mostrada? 


P10.146 


10.147 En el problema 10.146, si el coeficiente de fricción 
estática tiene el mismo valor y, entre los collarines A y B y las 
barras, ¿qué valor mínimo de p, es necesario para que los co- 
llarines permanezcan en equilibrio en la posición mostrada? 
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10,148 El bastidor está soportado por las fuerzas normal y 
de fricción ejercidas en A por la superficie fija. El coeficiente de 
fricción estática entre la placa y la pared es m = 0.5, ¿Se 
deslizará el bastidor en A al someterlo a la carga de 600 Ib? 


1pie -| 


P10.148 


10.149 En el problema 10.53, W = 600 lb y las barras AB 
y AC tienen soportes de bola y cuenca en cada extremo. Se 
quiere que el soporte en C se mantenga en posición mediante 
las fuerzas normal y de fricción entre el soporte y la pared. 
¿Qué coeficiente minimo de fricción se requiere? 


10.150 Los ejes del remolque de la figura están soportados 
por chumaceras. El radio de las ruedas es de 75 mm, el radio 
de los ejes es de 15 mm y el coeficiente de fricción cinética 
entre los ejes y las chumaceras es y, = 0.14. La masa del re- 
molque y su carga es de 160 kg. Si el peso del remolque y su 
carga está igualmente repartido entre los ejes, ¿qué fuerza P 
se necesita para empujar el remolque a velocidad constante? 


PENA 
- © © ) L 


= 
k= 


P10.150 


10.151 Silos dos cilindros se mantienen fijos, ¿en qué inter- 
valo de valores de W los dos pesos permanecerán en reposo? 


4,¿=0.34 
Hy =0.32 


100 Ib 


P19.151 
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10.152 En el problema 10.151, si el sistema está inicialmen- 
te en reposo y el cilindro izquierdo se hace girar con lentitud, 
determine el máximo peso que puede (a) subirse y (b) bajarse. 


10.153 La barra de ejercicio mostrada se apoya en el 
marco de la puerta, sobre la cual ejerce una fuerza mediante 
el giro del collar roscado C. El paso de la rosca es p = 0.1 
pulg y su radio medio es r = 0,5 pulg. Los coeficientes de 
fricción entre la rosca y la ranura casante son p, = 0.30 y py, 
= 0.24. El coeficiente de fricción estática entre el marco de la 
puerta y los extremos de la barra es 0.8. ¿Qué par debe apli- 
carse al collar C para que la barra pueda soportar una carga 
vertical de 400 lb sin deslizarse en el marco de la puerta? 


P10.153 


10.154 En el problema 10.153, ¿qué par debe aplicarse al 
collar roscado C para aflojarlo? 


Proyecto 10.1 Usando el procedimiento descrito en el pro- 
blema 10.5, mida el coeficiente de fricción estática para las 
siguientes parejas de materiales: 


(a) Papel sobre papel 

(b) Metal sobre meta! 

(c) Madera sobre madera 
(d) Metal sobre madera 


Escriba un breve informe que describa su procedimiento, 
comparando sus resultados con los valores típicos dados en la 
tabla 10.1, y comente acerca de las posibles fuentes de error, 
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elementos constituyentes, como esta | 

plataforma extensible, puede ser te- 
dioso y consumir mucho tiempo. En cier- 
tos casos, las estructuras en equilibrio se 
pueden analizar con mayor facilidad so- 
metiéndolas a desplazamientos hipotéti- 
cos y calculando el trabajo hecho por las 
fuerzas y los pares externos. Este méto- 
do, llamado principio del trabajo virtual, 
es el tema del presente capítulo, 


| 
F análisis de estructuras con muchos | 
i 
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Capitulo 11 


Trabajo virtual y 
energia potencial 


UANDO se estira un resorte, el trabajo que se efec- 
Se se almacena en el resorte como energía poten- 
cial. Al elevar una plataforma extensible se incrementa 
su energía potencial gravitatoria. En este capítulo defi- 
nimos el trabajo y la energía potencial y presentamos 
un poderoso método basado en el principio del trabajo 
virtual. En algunos casos, este principio se puede usar 
para analizar cuerpos y estructuras en equilibrio con 
mayor facilidad que dibujando diagramas de cuerpo 
libre y planteando las ecuaciones de equilibrio. El prin- 
cipio del trabajo virtual se usa en gran medida en apli- 
caciones avanzadas de mecánica, especialmente en el 
análisis de elementos y estructuras deformables. 


http://carlos2524.jimdo.com/ 


558 CAPÍTULO 11 TRABAJO VIRTUAL Y ENERGÍA POTENCIAL 


IFI cos 0 
fc) 


Figura 11.1 


(a) Fuerza F actuando sobre un cuerpo. 


(b) Desplazamiento dr de P. 
ic} Trabajo dU = {|F| cos 6) [dr]. 


(a) Par que actúá sobre un cuerpo. 
(b) Giro infinitesimal del cuerpo. 
(c) Un par Mactúa sobre un cuerpo que 


11.1 


El principio del trabajo virtual es un enunciado sobre el trabajo efectua- 
do por fuerzas y pares cuando un cuerpo o estructura está sometido a 
movimientos. Antes de estudiarlo, definamos el concepto de trabajo. 


Trabajo virtual 


Trabajo 


Consideremos una fuerza que actúa sobre un cuerpo en un punto P (Fig. 
11.1a). Supongamos que el cuerpo sufre un movimiento infinitesimal, de 
modo que P tiene un desplazamiento diferencial dr (Fig. 11.1b). El tra- 
bajo dU de F como resultado del desplazamiento dr se define como 


dU = F:dr. (11.1) 


De la definición del producto punto, dU = (|F| cos ldr], donde 6 es el 
ángulo entre F y dr (Fig. 11.1c). El trabajo es igual al producto de la 
componente de F en la dirección de dr y la magnitud de dr, Note que si 
la componente de F paralela a dr apunta en la dirección opuesta a dr, el 
trabajo es negativo. También, si F es perpendicular a dr, el trabajo es 
nulo. Las dimensiones del trabajo son (fuerza) x (longitud). 

Consideremos ahora un par que actúa sobre un cuerpo (Fig. 11.2a). El 
momento debido al par es M = Fh en sentido antihorario. Si el cuerpo 
gira un ángulo da infinitesimal antihorario (Fig. 11.2b), los puntos de 
aplicación de las fuerzas se desplazan distancias diferenciales ¿A do. En- 
tonces, el trabajo total realizado es dU = F(Gh da) + Fh da) = M da. 

Vemos que cuando un cuerpo sobre el que actúa un par M gira un 
ángulo de en el mismo sentido que el par (Fig. 11.2c), el trabajo resul- 
tante es 


dU = M da. (11.2) 


Si el sentido del par es opuesto al sentido de der, el trabajo es negativo. 


h 


Figura 11.2 


gira un ángulo de. 
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Principio del trabajo virtual 


Ya que hemos definido el trabajo efectuado por fuerzas y pares, pode- 
mos establecer el principio del trabajo virtual. Pero antes analizaremos 
un ejemplo para dar un contexto que facilite su comprensión. 

La barra homogénea (a) está soportada por la pared y el soporte de pa- 
sador en 4, y cargada por un par M. El diagrama de cuerpo libre de 
la barra es la figura 11.3(b). Las ecuaciones de equilibrio son 


EF, = 4, N=0, (11.3) 
EF, =A,- W=0, (11.4) 
(11.5) 


] 
EM punto) = NEL sen a — WSL cosa — M = 0. 


Con estas tres ecuaciones podemos encontrar las reacciones A,, A yN. 
Sin embargo, nuestro objetivo es otro. 


y 
A 
Ln” ” "' 
A ss A a 
ci da | 
G> M » | X 
A 
k 
A 


{a) (b) 


Hagamos la siguiente pregunta: si las fuerzas y el par de la figura 
11.3(b) actúan sobre la barra, y ésta se somete a una traslación infinite- 
simal hipotética en la dirección x, como se muestra en la figura 11.4, 
¿qué trabajos efectúa? El desplazamiento hipotético ôx se llama despla- 
zamiento virtual de la barra, y el trabajo resultante ôU se Hama trabajo 
virtual. El soporte de pasador y la pared impiden que la barra se despla- 
ce en la dirección x; el desplazamiento virtual es un artificio teórico. 
Nuestro objetivo es calcular el trabajo virtual resultante: 

SU = Aróx + (—N)8x = (A, — N) ôx. (11.6) 
Las fuerzas 4, y W no trabajan porque son perpendiculares a los despla- 
zamientos de sus puntos de aplicación. El momento M tampoco trabaja 
porque la barra no gira. Comparando esta ecuación con la ecuación 
(11.3), encontramos que el trabajo virtual es igual a cero. 

A continuación, damos a la barra una traslación virtual en la direc- 
ción y (Fis. 11.5). El trabajo virtual resultante es 


5U = Ay ôy + (-W)8y = (A, — W) åy. (11.7) 


Según la ecuación (11.4), de nuevo el trabajo virtual es igual a cero. 
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Figura 11.3 
(a) Barra sometida a un momento M. 
(b) Diagrama de cuerpo libre de la barra. 


A > 
> M wW x 
A, 
A, 
i o=] 
Figura 11.4 


Desplazamiento virtual áx. 


y 


M f ğ 
pe PP e 
lA, 
y al 


Figura 11.5 
Desplazamiento virtual ĝv. 
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(a) 


Figura 11.6 

(a) Giro virtual de. 

(b) Desplazamientos de los puntos de 
aplicación de N y W. 

(c) Componentes de N y Wen las 
direcciones de los desplazamientos. 


Finalmente, damos a la barra un giro virtual manteniendo el punto A 
fijo (11.6a). Las fuerzas A, y 4, no trabajan porque sus puntos de apli- 
cación no se desplazan. El trabajo efectuado por el par M es — M ón 
porque su sentido es opuesto al del giro. En la figura 11.6(b) se muestran 
los desplazamientos de los puntos de aplicación de las fuerzas N y W, y 
en la figura 11.6(c) aparecen las componentes de las fuerzas en la direc- 
ción de los desplazamientos. El trabajo efectuado por N es (N sen aL 
da), y el trabajo efectuado por W es (—W cos ax) GL ĉa). El trabajo total es 


l 
SU = (N sen æ) (L åæ) + (—W cosa) (5202) — Món 
(11.8) 
= (NLsena — Ww>L cosa — m) ón. 


De la ecuación (11.5), el trabajo virtual debido al giro virtual es también 
igual a cero. 


(b) 


Se mostró que para tres desplazamientos virtuales de la barra, el tra- 
bajo virtual es cero. Estos resultados son ejemplos de una forma del 
principio del trabajo virtual: 


Si un cuerpo está en equilibrio, el trabajo virtual efec- 
tuado por las fuerzas y los pares externos que actúan 
sobre él es cero para cualquier traslación o giro virtual: 


sU =0. (1.9 


Como lo ilustra nuestro ejemplo, este principio se puede utilizar para 
deducir las ecuaciones de equilibrio de un cuerpo. Sometiendo la barra a 
traslaciones virtuales ôx y 5y y a un giro virtual ó6e, se obtienen las ecua- 
ciones (11.6)(11.8). Como el trabajo virtual debe ser igual a cero en ca- 
da caso, obtenemos las ecuaciones (11.3)£11.5). Sin embargo, no 
obtenemos ninguna ventaja con este método, comparado con simple- 
mente dibujar el diagrama de cuerpo libre y aplicarle las ecuaciones de 
equilibrio en la forma usual. Las ventajas del principio del trabajo vir- 
tual serán evidentes cuando consideremos estructuras. 
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Aplicación a estructuras 


El principio del trabajo virtual enunciado en la sección anterior se aplica 
a cada elemento de una estructura. Sometiendo ciertos tipos de estruc- 
turas en equilibrio a desplazamientos virtuales y calculando el trabajo 
virtual total, podemos determinar las reacciones desconocidas en sus s0- 
portes, así como las fuerzas internas en sus elementos. El procedimiento 
implica encontrar un desplazamiento virtual que dé origen a la realiza- 
ción de trabajo virtual por parte de las cargas conocidas y por parte de 
una fuerza o un par desconocido. 

Supongamos que queremos determinar la carga axial en la barra BD 
de la armadura de la figura 11.7(a). Las otras barras de la armadura 
están sometidas a la carga de 4 KN y a las fuerzas ejercidas sobre ellas 
por la barra BD (Fig. 11.7b). Si damos a la estructura un giro virtual da 
como se muestra en la figura 11.7(c), entonces la fuerza Tap que actúa 
en B y la carga de 4kN que actúa en C realizarán un trabajo virtual. 
Además, el trabajo virtual hecho por esas dos fuerzas es el trabajo vir- 
tual total hecho sobre los elementos de la estructura, porque el trabajo 
virtual realizado por las fuerzas internas entre sí se cancela. Por ejem- 
plo, consideremos la junta C (Fig. 11.7d). La fuerza Tp, es la carga axial 
en el elemento BC. El trabajo virtual realizado en C sobre el elemento 
BC es Tre (1.4 m) $e. Cuando sumamos el trabajo virtual realizado so- 
bre los elementos para obtener el trabajo virtual total sobre la estructu- 
ra, el trabajo virtual debido a la fuerza interna Type se cancela. (Si los 
elementos ejercen un par interno entre sí en C, por ejemplo como resul- 
tado de Ia fricción en el soporte de pasador, el trabajo virtual no se can- 
celaría.) 

Por consiguiente, podemos ignorar las fuerzas internas al calcular el 
trabajo virtual total sobre la estructura, obteniendo 


8U = (Tgp cos (1.4 més + (4 kKN)(1.4 m)j30 = 0, 


El ángulo ð = arctan (1.4/1) = 54.5%. Resolviendo esta ecuación, obte- 
nemos: Tan = 6.88 kN. 


En el ejemplo siguiente usamos el trabajo virtual para determinar las 
reacciones en un soporte de una estructura. Este método consta de dos 
pasos: 


1. Escoger un desplazamiento virtual. Identifique un desplazamiento 
Virtual que dé lugar a la realización de trabajo virtual por parte de 
las cargas conocidas y de una fuerza o par desconocido que se quie- 
ra determinar. 


2. Determinar el trabajo virtual. Calcule el trabajo virtual total que 
resulta del desplazamiento virtual, a fin de obtener una ecuación 
para la fuerza o par desconocido. 
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lm 


(b) 


(1.4 m) 60 (1.4 m) da 
> = 4kN 


(1.4 m) ĝa {1.4 m) ĝa 
l = AS 4kN 


(d) 


Figura 11.7 

(a) Armadura con una carga de 4 kN. 
(b) Fuerzas ejercidas por la barra BD. 
ic} Desplazamiento virtual de la 
estructura. 

(d) Cálculo del trabajo virtual sobre las 
barras BC y CD en la junta C. 
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En la estructura de la figura 11.8, use el principio dei trabajo virtual para 
determinar la reacción horizontal en C, 


Figura 11.8 


SOLUCIÓN 


Selección de un desplazamiento virtual En la figura (a) dibujamos el 
diagrama de cuerpo libre de la estructura. Nuestro objetivo es determinar Cy. 
Si mantenemos el punto A fijo y sometemos la barra AB a un giro virtual da, 
mientras el punto C se mueve horizontalmente (Fig. b), el trabajo virtual es 
realizado sólo por las cargas externas sobre la estructura y por C,. Las reac- 
ciones A, y 4, no trabajan porque 4 no se desplaza, y la reacción C, no 
trabaja porque es perpendicular al desplazamiento virtual del punto C. 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la estructura. (b) Desplazamiento virtual en cl que A 
permanece fijo y C se mueve 
horizontalmente. 


Determinación del trabajo virtual El trabajo virtual que realiza la 
fuerza de 100 lb es (100 sen 40%1b)(3 pies) 5q. La barra BC sufre un giro 
virtual 50: en sentido antihorario, por lo que el trabajo efectuado por el par es 
(120 lb-pie)óa. En función del desplazamiento virtual 6x del punto €, el tra- 
bajo realizado por C, es C, êx. El trabajo virtual total es 


8U = (100sen40)(3)S0 + (120)50 + €, 8x = 0. 
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Para obtener C, de esta ecuación, debemos determinar la relación entre $æ y 


ôx. De la geometría de la estructura (Fig. c), la relación entre el ángulo æ y la 
distancia x de Aa Ces 


x = 26 cos a). 


(C) Relaciones geométricas para 
determinar la relación entre de y 5x. 


La derivada de esta ecuación respecto a œ es 


dx 
TU —12 sen a. 


Un cambio infinitesimal en x está entonces relacionado con un cambio infini- 
tesimal en œ por medio de 


dx = —12 sen a da. 


Como el giro virtual 5a de la figura (b) implica una disminución de œ, con- 
cluimos que 5x está relacionado con $œ por 


ôx = 12 sen 40° de. 
Por consiguiente, el trabajo virtual total es 

5U= [300 sen 40% + 120 + C,(12 sen 409)]ó0: = 0, 
y obtenemos C, = —40.6 Ib. 


COMENTARIO 


Observe que ignoramos las fuerzas internas que los elementos ejercen entre sí 
en B. El trabajo virtual que realizan esas fuerzas internas se cancela. Para 
obtener la solución, necesitamos determinar la relación entre los desplaza- 
mientos virtuales 5x y 501. La determinación de las relaciones geométricas en- 
tre los desplazamientos virtuales suele ser la parte más difícil de la aplicación 
del principio del trabajo virtual. 
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Ejemplo 11.2 


La plataforma extensible sube y baja por medio del cilindro hidráulico BC. 
El peso total de la plataforma y las personas es W el de las vigas de soporte 
de la plataforma puede ignorarse. ¿Qué fuerza axial debe ejercer el cilindro 
hidráulico para mantener en equilibrio la piataforma en la posición mostrada? 


ESTRATEGIA 


Podemos usar un desplazamiento virtual que coincida con el desplazamiento 
real de la plataforma y las vigas cuando cambia la longitud del cilindro hi- 
dráulico. Calculando el trabajo virtual efectuado por el cilindro hidráulico y 
por el peso de las personas y la plataforma, podemos determinar la fuerza 
ejercida por el cilindro hidráulico. 


SOLUCIÓN 


Selección de un desplazamiento virtual Dibujamos el diagrama de 
cuerpo libre de la plataforma y las vigas. El objetivo es determinar la fuerza 
F ejercida por el cilindro hidráulico. Si mantenemos el punto A fijo y some- 
temos el punto C a un desplazamiento virtual ôx, las únicas fuerzas externas 
que efectúan trabajo virtual son F y el peso W. (La reacción debida al sopor- 
te de rodillos en C es perpendicular al desplazamiento virtual.) 


Figura 11.9 


(a) Diagrama de cuerpo libre de la 
plataforma y las vigas de soporte. 
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Determinación del trabajo virtual El trabajo virtual realizado por la 
fuerza F cuando el punto € experimenta un desplazamiento virtual $x hacia 
la derecha (Fig. b) es —F x. Para determinar el trabajo virtual que efectúa el 


(b) Desplazamiento virtual en el que 4 permanece 
fijo y C se mueve horizontalmente. 


peso W, determinemos los desplazamientos verticales del punto D en la figu- 
ra (b) cuando el punto C se mueve una distancia 5x hacia la derecha. Las 
dimensiones de b y A están relacionadas por 


ÞE, 


donde Ł es la longitud de la viga AD. Derivando esta ecuación con respecto 
a b, obtenemos 


dh 
20 +2 — =0, 
b+2h p= 
o 
b 
dh=-- db. 
h 


Asi, cuando $ crece una cantidad ôx, la dimensión % decrece una cantidad 
(b/h)Jóx. Como hay tres pares de vigas, la plataforma se desplaza hacía abajo 
una distancia (3b/H)86x, y el trabajo virtual realizado por el peso es 
(36/)Wóx. El trabajo virtual total es 


=F + (7) de = 0, 


y obtenemos F = (3b/h)} W, 


8U = 
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Los siguientes problemas deben resolverse usando 11.4 La barra en L está en equilibrio. Determine F. 
el principio dal trabajo virtual. 


11.1 Determine la reacción en el punto B de la figura. 


Estrategia: Someta la viga a un giro virtual respecto a A. | : F 
600 mm 
60 N 
4 300 N-m A 
—— ) 100 N-m 
PE 
P11.1 -— 500 mm 500 mm * 
P11.4 

11.2 (a) Determine el par ejercido sobre la viga en 4. 11.5 Para calcular la fuerza ejercida sobre el perno por las 
(b) Determine la fuerza vertical ejercida sobre la viga en A. tenazas cuando los mangos de sujeción están sometidos a fuer- 


zas F, se miden cuidadosamente las dimensiones, se dibujan 
los diagramas de cuerpo libre y se usan las ecuaciones de equi- 
librio. Pero hay otro procedimiento: medir el cambio en la dis- 
tancia entre las mordazas cuando la distancia entre los mangos 
cambia un poco. Si esto indica que d (Fig. b) disminuye 1 mm 
cuando D se reduce 8 mm, ¿cuál es el valor aproximado de la 
fuerza ejercida sobre el perno por cada mordaza al aplicar 
las fuerzas F? ¿Por qué el resultado es sólo aproximado? 


P11.2 


11.3 Determine la tensión en el cable mostrado. 


(a) 


P1.3 


P11.5 
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11.6 El mecanismo mostrado está en equilibrio. Determine 11.10 Determine la reacción en el soporte de rodillos de la 
la fuerza R en función de F, figura. 


P11.6 


P11.10 


11.11 Determine la fuerza P necesaria para que el mecanis- 
mo mostrado esté en equilibrio. 


P11.7 


11.8 Determine la carga axial en la barra BD de la armadu- 
ra del problema 11.7, 


11.9 Determine la carga axial en el elemento CD del basti- 
dor mostrado. 


«—] m=] m—- = ] ni 


4kN 6kN 


P11.11 


P11.9 
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11.12 El sistema mostrado está en equilibrio. La masa total 11.14 La estructura mostrada está sometida a un par de 20 
de la carga suspendida y el dispositivo A es de 120 kg. kN-m. Determine la reacción horizontal en C. 

(a) Usando la condición de equilibrio, determine la fuerza F. 
(b) Usando el resultado de la parte (a) y el principio del traba- 
jo virtual, determine la distancia que la carga suspendida se 
eleva si el cable es jalado hacia arriba 300 mm en B. 


P11.14 


11.15 Determine la magnitud de la fuerza ejercida sobre la 
pared por el bloque en el punto A de la figura. 


P11.12 


P11.15 
11.16 En la figura P11.16, demuestre que óx está relaciona- 


11.13 f F 3 da con da por 
: Determine la fuerza P necesaria para que el mecanis- Lix seno: 


mo de la figura esté en equilibrio. a ——————— bm 
x—E,¡cose 


Estrategia: Escriba la ley de los cosenos en función de œ y 
derive la ecuación resultante con respecto a « (véase el ejem- 
plo 11.2). 


ri 


pS 
/ A > 


P11.13 


P11.16 
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11.17 El mecanismo mostrado está en equilibrio. ¿Qué va- 11.20 El ángulo œ = 20° y la fuerza ejercida sobre el ém- 
lor tiene la fuerza F? bolo en reposo por la presión es de 4 kN hacia la izquierda. 
¿Qué par M se necesita para mantener el sistema en equili- 


brio? 


P11.20 


-200 mm 400 mm 


p11.17 11.21 La estructura de la figura está sometida a una carga 
de 400 N y se mantiene en posición mediante un cable hori- 
zontal. Determine la tensión en el cable. 
11.18 El mecanismo mostrado está en equilibrio. ¿Qué va- 
lor tiene la fuerza F? 
E N 


P11.21 


k- 4 pie== > 6 pie 4pie— 5 pie 
P11.18 


11.22 Siel gato de la figura está sometido a una fuerza F = 
6.5 kN, ¿cuál es la tensión en el tornillo roscado entre B y D? 


11.19 El mecanismo mostrado está en equilibrio. Ignore la 
fricción entre la barra horizontal y el collarin, Determine M 
en función de F, œ y L, 


P11.19 | 
| 300 mm 


P11.22 
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11.23 ¿Qué valor tienen las reacciones en 4 y B? 11.25 Determine la fuerza P necesaria para que el mecanis- 
Estrategia: Establezca las ecuaciones de equilibrio para de- Mo mostrado esté en equilibrio. 

terminar las componentes horizontales de las reacciones y 

utilice el principio del trabajo virtual para determinar las com- 

ponentes verticales. 


300 Ib 


hs 12 pulg —+Spule 
P11.25 


P11.23 


11.24 El mecanismo mostrado eleva una carga W exten- 11.26 El cilindro hidráulico € de la figura ejerce una fuerza 
diendo el actuador hidráulico DE. Las barras AD y BC tienen horizontal en A, elevando el peso W. Determine la magnitud 
cada una 2 m de longitud. Las distancias son $ = 14my%A dela fuerza que el cilindro hidráulico debe ejercer para sopor- 
= 0.8 m. Si W = 4 kN, ¿qué fuerza debe ejercer el actuador tar el peso en función de W y a. 

para mantener la carga en equilibrio? 


P11.24 
P11.26 
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11.2 Energia potencial 


El trabajo de una fuerza F debida a un desplazamiento diferencial de su 
punto de aplicación es 


du =E-dr. 
Si existe una función V de posición tal que para cualquier dr, 
dU =F-dr=-dV, (11.10) 


la función Y se llama energía potencial asociada con la fuerza F, y se 
dice que F es conservativa. (El signo negativo en esta ecuación es consis- 
tente con la interpretación de V como energía “potencial”. Una dismi- 
nución de Y origina un trabajo positivo.) Si las fuerzas que trabajan 
sobre un sistema son conservativas, se puede usar la energía potencial 
total del sistema para determinar sus posiciones de equilibrio. 


Ejemplos de fuerzas conservalivas 


Los pesos de los cuerpos y las fuerzas ejercidas por resortes lineales son 
conservativas. En las secciones siguientes deducimos las energías poten- 
ciales asociadas con esas fuerzas. 


Peso En términos de un sistema coordenado con su eje y dirigido ha- 
cia arriba, la fuerza ejercida por el peso de un cuerpo es F = — Wj (Fig. 
11.10a). Si damos al cuerpo un desplazamiento arbitrario dr = dxi + 
dyj + dzk (Fig. 11.10b), el trabajo realizado por su peso es 


du =F .dr=(—W¡p-(dxi+dyj+dzk) = -W dy. 


Buscamos una energía potencial tal que 


dU = —W dy = -dY, (11.11) 
o 

iV 

A 

dy 


Si se ignora la variación en el peso con la altura y se integra, se obtiene 


V = Wy+C. 


La constante C es arbitraria, ya que esta función satisface la ecuación 
(11.11) para cualquier valor de C, y haremos C = 0. La posición del 
origen del sistema coordenado también se puede escoger arbitrariamen- 
te. La energía potencial asociada con el peso de un cuerpo es entonces 


Di Mo (11.12) 
donde y es la altura del cuerpo sobre algún nivel de referencia o datum. 
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= Wj 


ta) 


-Wj 


r. ; 


íb) 


Figura 

(a) Fuerza ejercida por el peso de un 
cuerpo, 

(b) Desplazamiento diferencial, 
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Resortes Consideremos un resorte lineal que conecta un cuerpo a un 
soporte fijo (Fig. 11.11a). En términos del alargamiento S = r— rg, don- 
de r es la longitud del resorte y ro es su longitud sin estirar, la fuerza 
ejercida sobre el cuerpo es AS (Fig. 11.11b). Si el punto en el cual el 
resorte está unido al cuerpo sufre un desplazamiento diferencial dr (Fig. 
11,11c), el trabajo realizado por la fuerza sobre el cuerpo es 


dU = —kS d5, 


donde d$ es el incremento en el alargamiento del resorte que resulta del 
desplazamiento (Fig. 11.11d). 


Figura 11.11 - s 
(a) Resorte conectado a un Clas pw. e. Sá 
(b) Fuerza ejercida sobre el cuerpo. N y 
(c) Desplazamiento diferencial del cuerpo. ] k y r As 
(d) El trabajo realizado por la fuerza es A e "E 
dU = —=k8SdS. j 
(a) (b) 
T 


(c) (d) 


Buscamos una energia potencial V tal que 


dU = —kSdS = -—dV, (11.13) 
o 

dV 

— = ES. 

d5 


Integrando esta ecuación y haciendo la constante de integración igual a 
cero, obtenemos la energia potencial asociada con la fuerza ejercida por 
un resorte lineal: 


l 
V2 ¿AS (11.14) 


Observe que V es positiva si el resorte está estirado (s es positiva) o com- 

primido (s es negativa). La energía potencial (potencial de realizar traba- 

jo) es almacenada en un resorte al estirarlo o comprimirlo. 
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Principio del trabajo virtual 
para fuerzas conservativas 


Como el trabajo realizado por una fuerza conservativa se expresa en fun- 
ción de su energía potencial con Ec. (11.10), hay un enunciado alternativo 
del principio descrito si un cuerpo se somete a fuerzas conservativas: 


Supongamos que un cuerpo está en equilibrio. Si las 
fuerzas que realizan trabajo como resultado de una 
traslación o giro virtual son conservativas, el cambio en 
la energía potencial total es igual a cero: 


ôV = 0. (11.15) 


Recuerde que no es necesario que todas las fuerzas que actúan sobre el 
cuerpo sean conservativas para que este resultado sea válido; sólo deben 
serlo las fuerzas que realizan trabajo. Este principio también se aplica a 
un sistema de cuerpos interconectados si las fuerzas externas que reali- 
zan trabajo son conservativas y las fuerzas internas en las conexiones 
entre los cuerpos no trabajan o bien son conservativas. Tal sistema es un 
sistema conservativo. 

Si la posición de un sistema se puede especificar con una sola coorde- 
nada q, se dice que el sistema tiene un grado de libertad. La energía po- 
tencial total de un sistema conservativo de un grado de libertad se puede 
expresar en términos de q, y podemos escribir la ecuación (11.15) como 


Asi, cuando el cuerpo o sistema está en equilibrio, la derivada de su 
energía potencial total con respecto a q es igual a cero: 


dV (11.16) 


Se puede utilizar esta ecuación para determinar los valores de q para los 
cuales el sistema está en equilibrio. 


Estabilidad del equilibrio 


Supongamos que una barra homogénea de peso W y longitud £ está 
articulada en un extremo. En términos del ángulo œ (Fig. 11.12a), la 
altura del centro de masa relativa al extremo articulado es — 4L COS œ. 
Por tanto, escogiendo como referencia el nivel de la articulación, pode- 
mos expresar la energía potencial asociada con el peso de la barra como 


l 
PV) WE cos a. 


Cuando la barra está en equilibrio, 


A LL sena =0 
A sen a: = 0, 
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Esta condición se satisface cuando œ = 0 (Fig. 11,12b) y también cuan- 


do a: = 180° (Fig. 11.12c). 


Figura 11.12 

(a) Barra suspendida de un extremo. 
(b) Posición de equilibrio œ = 0. 

(c) Posición de equilibrio œ = 180°. 


l 


Gráficas de V, dV/da, y AV/do?. 


Nivel de | Men 
referencia a= 180 


j 


(a) (b) ic} 


Hay una diferencia fundamental entre las dos posiciones de equilibrio 
de la barra. En la posición b, si desplazamos la barra ligeramente de su 
posición de equilibrio y la soltamos, permanecerá cerca de la posición de 
equilibrio. Se dice entonces que esta posición de equilibrio es estable. 
Cuando la barra está en la posición mostrada en la figura 11.12(c), si la 
desplazamos ligeramente y la soltamos, la barra se alejará de la posición 
de equilibrio, Esta posición de equilibrio es inestable, 

En la figura 11.13(a) se muestra la gráfica de la energía potencial Y de 
la barra en función de æ. La energía potencial es un mínimo en la posi- 
ción de equilibrio estable, œ = 0, y un máximo en la posición de equili- 
brio inestable, œ = 180%. La derivada de F (Fig. 11.13b) es igual a cero 
en ambas posiciones de equilibrio. La segunda derivada de V (Fig. 
11.13c) es positiva en la posición de equilibrio estable, œ = 0, y negativa 
en la posición de equilibrio inestable, œ = 180%, 


Figura 11.13 V _—Equilibrio inestable 
PETR. 
Í 
a 
7 Ly 


” Equilibrio 
` estable 


dv 
da 


¡ ¿Equilibrio 
f. 
(b) 


\ Equilibrio 


Py 


3 
da” 


m 
| 
| 
| 
| 
I 
| 


_— Estable - 


ye 


Inestable 


a 


(c) 
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Si un sistema conservativo de un grado de libertad está en equilibrio y 
la segunda derivada de V evaluada en la posición de equilibrio es positi- 
va, el equilibrio es estable. Si la segunda derivada de V es negativa, el 
equilibrio es inestable. 


dv d'V 

— =0, a A Equilibrio estable 
dq dq 

dv Si aV <0: Equilibrio inestable 
dq dq? 


(Estos resultados se pueden demostrar analizando el desplazamiento del 
sistema cerca de una posición de equilibrio.) Si la segunda derivada de V 
es cero, se dice que la posición de equilibrio es estable neutra (Fig. 
11.14). Por ejemplo, una esfera homogénea en reposo sobre una super- 
ficie plana está en equilibrio estable neutro. 


V Figura 11.14 
Gráficas de la energia potencial Y en 
función de la coordenada q que muestran 
A posiciones de equilibrio estable, inestable 
y neutro. 
Equilibrio Equilibrio Equilibrio 
estable inestable estable neutro 


En los siguientes ejemplos usamos la energía potencial para analizar el 
equilibrio de sistemas de un grado de libertad. Esto consta de tres pasos: 


1. Determinar la energía potencial. Exprese la energía potencial total 
en función de una sola coordenada que determine la posición del 
sistema. 


2. Encontrar las posiciones de equilibrio. Calcule la primera derivada 
de la energía potencial para determinar la o las posiciones de equi- 
librio. 


3. Examinar la estabilidad. Use el signo de la segunda derivada de la 
energía potencial para determinar si las posiciones de equilibrio son 
estables. 
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t- AA Ejemplo 11.3 [IM 


En la figura 11.15 una caja de peso W está suspendida del techo por un alam- 
bre representado como un resorte lineal con constante k. La coordenada x 
mide la posición del centro de masa de la caja con respecto a la posición en 
que el alambre no está estirado. Encuentre la posición de equilibrio de la ca- 
ja, y determine si es estable o inestable. 


Figura 11.15 


ESTRATEGIA 


Las fuerzas que actúan sobre la caja —su peso y la fuerza ejercida por el 
resorte— son conservativas. El sistema es entonces conservativo y podemos 
usar la energía potencial para determinar la posición de equilibrio y ver si es 
estable. 


SOLUCIÓN 


Determinación de la energia potencial Podemos considerar x = Q 
como el nivel de referencia para la energía potencial asociada con el peso. 
Como la coordenada x es positiva hacia abajo, la energía potencial es — Wx. 
El alargamiento del resorte es igual a x, por lo que la energía potencial aso- 
ciada con la fuerza del resorte es kx. La energía potencial total es 


Di s 
V = -kx* — Wx. 
zx x 


Localización de las posiciones de equilibrio Cuando la caja está en 
equilibrio, 
dV 


— =k- W=0. 
dx 


La posición de equilibrio es x = W/k. 


Examen de la estabilidad La segunda derivada de la energía potencial es 


Ba n a o UA == z 
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: Ejemplo 11.4 


La semiesfera homogénea está en reposo sobre la superficie plana. Demuestre 
que se encuentra en equilibrio. ¿Es estable la posición de equilibrio? 


Figura 11.16 


ESTRATEGIA 


Para determinar si la semiesfera está en equilibrio y para ver si este equilibrio 
es estable, debemos establecer una coordenada que especifique su orientación 
y exprese su energía potencial en términos de esa coordenada. Podemos usar 
como coordenada el ángulo de giro de la semiesfera respecto a la posición 
mostrada. 


SOLUCIÓN 


Determinación de la energía potencial Suponemos que la semiesfera 
ha girado un ángulo « con respecto a su posición inicial (Fig. a). Mediante el 
nivel de referencia mostrado, la energía potencial asociada con el peso W de 
la semiesfera es 


Nivel de 


referencia 


V= RW cosa 


Locallzación de las posiciones de equilibrio Cuando la semiesfera i i È 
está en equilibrio, (a) Semiesfera girada un ángulo œ. 


to cual confirma que œ = 0 es una posición de equilibrio. 


Examen de la estabilidad Lasegunda derivada de la energía potencial es 


3 
y = -RW cosa. 
$ 


Esta expresión es positiva en œ = 0, por lo que la posición de equilibrio es 
estable. 


COMENTARIO 


Observe que ignoramos la fuerza normal ejercida por la superficie plana so- 
bre la semiesfera. Esta fuerza no trabaja y pos ello no entra en la expresión 
para la energía potencial. 
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Figura 11.17 


(a) Determinación de la energía potencial total. a Eco 
nivel de 
B 
o 


Las barras articuladas son mantenidas en posición por el resorte lineal. Cada 
barra tiene peso W y longitud L. El resorte no está estirado cuando œ = 0, y 
las barras están en equilibrio cuando œ = 60”. Determine la constante de 
resorte k y si la posición de equilibrio es estable o inestable. 


ESTRATEGIA 


Las únicas fuerzas sobre las barras son sus pesos y el resorte. Expresando la 
energía potencial total en función de æ y planteando la ecuación (11.16), ob- 
tendremos una ecuación de la que podremos despejar la constante K: 


SOLUCIÓN 


Determinación de la energía potencial Si utilizamos el nivel de refe- 
rencia de (a), la energía potencial asociada con los pesos de las barras es 


wW (-5 isen a) +W (3252) = —W Lsen a. 


referencia A 


1 
¿sen & 


Na dd 
El resorte no está estirado cuando œ = 0 y la distancia entre los puntos A y 
B es 2L cos a (Fig. a), por lo que el alargamiento del resorte es 2L — 2£ cos 


a. Así, la energía potencial asociada con el resorte es Jk(2L ~ 2L cos œ}, y la 
energia potencial total es 


V =-—WLsen e +2kL*(1 — cosa). 


Cuando el sistema está en equilibrio, 


dV A 
ST = —WLcose + 4kL"sena{l — cosa) = 0. 


Como el sistema está en equilibrio cuando œ = 60°, podemos despejar de 
esta ecuación la constante de resorte en función de W y L: 


W cosa W cos 60° 0.289W 


Examen de la estabilidad La segunda derivada de la energía potencial es 


dV 
> = WLsen æ + 4kL? (cos æ — cos? œ + sen? a) 


da 
= WL sen 60° + 4k£? (eos 60° — cos? 60° + sen? 60°) 


= 0.866W£ + 4k L?. 


Éste es un número positivo, por lo que la posición de equilibrio es estable. 
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11.27 La energía potencial de un sistema conservativo es Y 
= b F 3e- 12x. 

(a) ¿Para qué valores de x está el sistema en equilibrio? 

(b) Determine si las posiciones de equilibrio obtenidas en la 
parte (a) son estables o inestables. 


11.28 La energia potencial de un sistema conservativo es Y 
= 2 — 21g? + 72g. 

(a) ¿Para qué valores de q está el sistema en equilibrio? 

(b) Determine si las posiciones de equilibrio obtenidas en la 
parte (a) son estables o inestables. 


11.29 En la figura P11.29, el peso W = 100 Ib y la constan- 
te del resorte k = 50 Ib/pie, El resorte no está estirado cuan- 
do x = 0. 

(a) Halle el valor de x en el cual el peso está en equilibrio. 

(b) Determine si la posición de equilibrio es estable o inestable. 


P11.29 


11.30 El resorte ro lineal mostrado ejerce una fuerza —kx 
+ ex sobre la masa, donde k y e son constantes. Determine 
la energía potencial V asociada con la fuerza ejercida sobre la 
masa por el resorte. 


P11.30 


11.31 La masa de 1 kg de la figura está suspendida del re- 
sorte no lineal descrito en el problema 11.30. Las constantes £ 
= lye = 1, donde x está en metros. 

(a) Demuestre que la masa está en equilibrio cuando x = 1.12 
m y cuando x = 2.45 m. 

(b) Determine si las posiciones de equilibrio son estables o 
inestables. 


P11.31 


11.32 Cada uno de los dos segmentos rectos de la barra 
mostrada tiene peso W y longitud L. Determine si la posición 
de equilibrio mostrada es estable si: (a) 0 < œg < 90%; (b) a 
= 90%; (c) 90% < ag < 180°. 


P11.32 


11.33 El cuerpo compuesto homogéneo consiste en una se- 
miesfera y un cilindro, y descansa sobre una superficie plana. 
Demuestre que esta posición de equilibrio es estable sólo si L < 


P11.33 
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11.34 El cuerpo compuesto homogéneo consiste en una se- 
miesfera y un cono sobre una superficie plana. Demuestre 
que esta posición de equilibrio es estable sólo si A < VIR. 


P11.34 


11.35 La barra homogénea mostrada tiene peso W, y el re- 
sorte no está estirado cuando la barra se encuentra en posi- 
ción vertical (a = 0). 

(a) Utilice la energía potencial para demostrar que la barra 
está en equilibrio cuando œ = 0. 

(b) Pruebe que el equilibrio œ = 0 es estable sólo si 24L > W. 


P11.35 


11.36 Suponga que la barra del problema 11.35 está en 
equilibrio cuando œ = 20%, 

(a) Demuestre que la constante del resorte k = 0.490 W/L. 
(b) Determine si la posición de equilibrio es estable. 


11.37 La barra AB tiene peso W y longitud L. El resorte no 
está estirado estando la barra en posición vertical (œx = 0). El 
collarín ligero C resbala sobre la barra lisa vertical por lo que 
el resorte permanece horizontal. Demuestre que la posición de 
equilibrio œ = 0 es estable sólo si 24L > W. 


P11.37 


11.33 La barra AB (P11.37) pesa 20 lb, su longitud es de 4 
pies y la constante de resorte k = 5 lb/pie. 

(a) Determine el valor de œ en el intervalo 0 < œ < 90° para 
el cual la barra está en equilibrio, 

(b) ¿Es estable la posición de equilibrio determinada? 


11.39 Labarra AB tiene peso W y longitud L, El resorte no se 
estriba estando la barra vertical (x = 0). El collarín € resbala 
sobre la barra lisa horizontal, y el resorte permanece vertical. 
Demuestre que la posición de equilibrio œ = 0 es inestable. 


É P11.39 


11.40 La barra AB descrita en el problema 11.39 tiene una 
masa de 2 kg y la constante de resorte k = 80 N/m. 

(a) Determine el valor de œ en el intervalo 0 < œw < 90° para 
el cual la barra está en equilibrio. 

(b) ¿Es estable la posición de equilibrio determinada? 


11.41 En la figura P11.41, cada barra homogénea tiene ma- 
sa Mm y longitud £. El resorte no está estirado cuando œ = 0. 
Si mg = kL, determine el valor de œ en el intervalo 0 < a < 
90* para el cual el sistema está en equilibrio. 


P11.41 
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11.42 Determine si la posición de equilibrio obtenida en el 
problema 11.41 es estable o inestable. 


11.43 La masa de la barra mostrada es de 10 kg y tiene 1 m 
de longitud. Ignore las masas de los dos collarínes. El resorte 
no está estirado cuando la barra se encuentra en posición ver- 
tical (œ = 0), y la constante de resorte k = 100 N/m. Deter- 
mine los valores de œ para los cuales la barra está en equilibrio. 


SEAS 


y 


P11.43 


11.44 Determine si las posiciones de equilibrio de la barra 
del problema 11.43 son estables o inestables. 


11.45 La barra mostrada pesa 15 lb. El resorte no está esti- 
rado cuando œ = 0. La barra está en equilibrio cuando a = 
30°. Determine la constante de resorte k. 


4 pie 


11.2 ENERGÍA POTENCIAL 581 


11.46 Determine si las posiciones de equilibrio de la barra 
del problema 11.45 son estables o inestables. 


11.47 Cada barra mostrada tiene peso W y el resorte no es- 
tá estirado cuando œ = 90°. 

(a) Demuestre que el sistema está en equilibrio cuando œ 
arcsen (W/4KkL). 

(b) ¿Es estable la posición de equilibrio descrita en la parte (a)? 


P11.47 


P11.45 
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Ejemplos con computador 


Los siguientes problemas y el ejemplo están diseñados para ser resueltos con 
ayuda de una calculadora programable o de un computador, 


Ejemplo 11.6 


Las dos barras de la figura 11.18 son mantenidas en posición por el resorte 
lineal. Cada barra tiene peso W y longitud L. El resorte no está estirado 
cuando œ = 0. Si W = KL, ¿cuál es el valor de œ para el cual las barras están 
en equilibrio? ¿Es estable la posición de equilibrio? 


Figura 11.18 


ESTRATEGIA 


Obteniendo una gráfica de la derivada de la energía potencial total en fun- 
ción de œ, podemos calcular el valor de œ correspondiente al equilibrio y de- 
terminar si la posición de equilibrio es estable. 


SOLUCIÓN 


Obtuvimos la energía potencial total del sistema y determinamos su derivada 
con respecto a œ en el ejemplo 11.5, lo que nos dio 


dV 
7 = —WLcosa + 4kL?*sena(l — cos 0). 


Sustituyendo W = KE, obtenemos 


dV > 
Ja = kL'[— cosa + 4sene(l — cosæ)j. 
De la gráfica de esta función (Fig. 11.19), calculamos que el sisterna está en 
equilibrio cuando œ = 43°. 

La pendiente 4V/d«, que es la segunda derivada de V, es positiva en œ = 
43°. Por consiguiente, la posición de equilibrio es estable. 


Figura 11.19 
Gráfica de la derivada de V. 


1 av 


kL? da 


-1 
0° 10% 20% 30% 40% 50° 60° 70° 80? 90° 
oe 
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11.48 La masa de 1 kg de la figura está suspendida de 
un resorte no lineal que ejerce una fuerza —10x + X, 
donde x está en metros. 

(a) Dibuje una gráfica de ia energía potencial total del 
sistema en función dexdex=0ax=4m. 

(b) Use la gráfica para calcular las posiciones de equili- 
brio de la masa. 

(c) Determine si las posiciones de equilibrio obtenidas en 
la parte (b) son estables o inestables. 


P11.48 


11,49 Suponga que la barra homogénea del problema 
11.35 pesa 20 lb, que tiene una longitud £ = 2 pies y que 
k = 4 lb/pie. 

(a) Determine el valor de œ en el intervalo 0 < œ < 90% 
para el cual la barra está en equilibrio. 

(b) ¿Es estable la posición de equilibrio encontrada en la 
parte (a)? 


11.50 La barra del problema 11,45 pesa 15 lb y el re- 
sorte no está estirado cuando œ = 0. La constante de 
resorte k = 6 lb/pie. 

(a) Determine el valor de « en el intervalo 0 < œ < 90° 
para el cual la barra está en equilibrio. 

(b) ¿Es estable la posición de equilibrio encontrada en la 
parte (a)? 
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11.51 La barra homogénea mostrada tiene longitud £ 
y masa = 4m. 

(a) Determine el valor de œ en el intervalo 0 < œ < 90% 
para el cual la barra está en equilibrio. 

(b) ¿Es estable la posición de equilibrio determinada? 


11.52 La barra de 2 m de largo y 10 kg de masa de la 
figura está conectada con pasadores en A y en su punto 
medio B a coilarines ligeros que resbalan sobre una barra 
lisa. El resorte unido en A no está estirado cuando œ = 
0, y su constante es k = 1.2 kN/m. 

(a) Halle el valor de œ estando la barra en equilibrio. 

(b) Determine si esa posición de equilibrio es estable. 
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11.51 


564 CAPITULO 44 


TRABAJO VIRTUAL Y ENERGÍA POTENCIAL 


Resumen del capitulo 


Trabajo 


El trabajo realizado por una fuerza F como resultado de un desplaza- 
miento dr de su punto de aplicación se define como 


dU =F-dr. (Ec. 11.0) 


El trabajo de un par antihorario M debido a un giro antihorario de es 


dU = M dæ. (Ec. 11.2) 


Principio del trabajo virtual 


Si un cuerpo está en equil'brio, el trabajo virtual realizado por las fuer- 
zas y los pares externos que actúan sobre él es cero para cualquier tras- 
lación o giro virtual: 


S$U=0. (Ec. 11.9) 


Energía potencial 


Si existe una función Y de posición tal que para cualquier desplazamien- 
to dr, el trabajo realizado por una fuerza F es 


dU =F.dr=-—dV, (Ec, 11.10) 


Y se llama energía potencial asociada con la fuerza, y se dice que F es 
conservativa. 


La energía potencial asociada con el peso W de un cuerpo es 
V=Wy, (Ec. 11.12) 


donde y es la altura del centro de masa sobre algún nivel de referencia, 
o dato, 


La energía potencial asociada con la fuerza ejercida por un resorte 
lineal es 


1 
= ES, (Ec. 11.14) 


donde K es la constante de resorte y £ es el alargamiento del resorte. 


Principlo del trabajo virtual para fuerzas conservativas 


Un cuerpo o un sistema de cuerpos interconectados es conservativo si las 
fuerzas y los pares externos que efectúan trabajo son conservativas y 
las fuerzas internas en las conexiones entre los cuerpos, o no trabajan o 
son conservativas. El cambio en la energía potencial total debido a cual- 
quier desplazamiento virtual de un cuerpo o sistema conservativo es cero: 


ôV =0. (Ec, 11.15) 
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“i la posición de un cuerpo o de un sistema se puede determinar con una 
sola coordenada q, se dice que tiene un grado de libertad. Cuando un 
cuerpo o un sistema conservativo de un grado de libertad está en equilibrio, 


- 7 Ec. 11 
ppr (Ec. 11.16) 


Si la segunda derivada de V es positiva, la posición de equilibrio es esta- 
ble, y si la segunda derivada de V es negativa, entonces es inestable. Si 
la segunda derivada de F es cero, la posición de equilibrio es estable 


neutra. 
— Problemas de repaso 


11.53 Este mecanismo se usa para ejercer una fuerza verti- 11.55 El sistema está en equilibrio. El peso total de la carga 
cal sobre una muestra en A para un estampado. Se ejerce una suspendida y del dispositivo A es de 300 Ib. 

fuerza F = 30 lb sobre el mango; con el principio del trabajo (a) Planteando la condición de equilibrio, determine la fuerza F. 
virtual, determine la fuerza ejercida sobre la muestra. (b) Utilizando el resultado de la parte (a) y el principio del 
trabajo virtual, determine la distancia que la carga suspendi- 
da se eleva si el cable en B se jala hacia abajo 1 pie. 


P11.53 


11.54 En una máquina de inyección, un par M aplicado al 
brazo AB ejerce una fuerza sobre el émbolo de inyección en 
C. La componente horizontal de la fuerza en C es de 4kN; 


con el principio del trabajo virtual, determine M. P11.55 


P11.54 
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11.56 El sistema está en equilibrio. 11.60 El sistema del problema 11.59 está en equilibrio; a = 
(a) Dibujando diagramas de cuerpo libre y estableciendo las 300 mm, b = 350 mm, e = 350 mm y d = 200 mm. Utilice el 
ecuaciones de equilibrio, determine el par M. principio del trabajo virtual para determinar el par M. 


(b) Con el resultado de la parte (a) y el principio del trabajo 

virtual, determine el ángulo que gira la polea B si la polea A 11.61 El resorte no está estirado cuando œ = 90%. Si mg = 

gira un ángulo e. bk/2, determine el valor de œ en el intervalo 0 < œ < 90% 
para el cual el sistema está en equilibrio. 


11.57 Demuestre que si la barra AB está sometida a un giro 
virtual horario æ, la barra CD sufre una rotación virtual an- 
tihoraria (b/a)óx. 


P11.41 


11.62 Determine si la posición de equilibrio obtenida en el 
problema 11.61 es estable o inestable, 


11.63 El resorte no está estirado cuando œ = 90%, Determi- 
P11.57 ne el valor de e en el intervalo 0 < œ < 90° para el cual el 
sistema está en equilibrio. 


11.58 El sistema del problema 11.57 está en equilibrio; a = 
800 mm, y b = 400 mm. Use el principio del trabajo virtual 
para determinar la fuerza F. 


11.59 Demuestre que si la barra AB está sometida a un giro 
virtual horario ôa, la barra CD sufre un giro virtual horario 
[ad/fac + be- baAYlóa. 


P11.63 


a - b si 11.64 Determine si la posición de equilibrio obtenida en el 


problema 11.63 es estable o inestable. 
P11.59 
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Apéndice A p 


| Repaso de matemáticas 
A.1 Álgebra 


Ecuaciones cuadráticas Logaritmos naturales 
Las soluciones de la ecuación cuadrática El logaritmo natural de un número real positivo x se de- 


2 nota con lIn x y se define como el número tal que 
ax*+bx+co=0 
Inx _ 
sn e == 
donde e = 2.7182,.. es la base de los logaritmos naturales, 
[p2 
== Ep, 40 Los logaritmos tienen las siguientes propiedades: 
2a 


In(xy) = mx +1n y, 


In(x/y) = In x — ln y, 
In y? =x In y. 


A.2 Trigonometría 


Las funciones trigonométricas para un triángulo rectángulo son 


El seno y el coseno satisfacen la relación 


2 
senta + cosa = 1, 


y el seno y el coseno de la suma y diferencia de dos ángulos satisfacen las relaciones 


sen(a + 8) =sene cos + cosa senf, 
senía — $) =sene cos $ — cosæ senf, 
costa: + $) = cose cos f — sena senf, 
cosía — $) = cose cos f + sen ez sen Ë. 


La ley de los cosenos para un ángulo cualquiera es 


yi 


e = @ + hb 2ab cos gn 


y la ley de los senos es 


seno, Sena, Sena. 
a b a” 
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A.3 Derivadas 


d -1 
= nx" 

As 

d IE 

— e" =e 

dx 

d lnx a 

dx xX 


d 
—sen x = COS Xx 
dx 


— cosx = —senx 
dx 


d 

—senhx = cosh x 

dx 

d 

— cosh x =senh x 
ES 


d 
— tanh x = sech?x 
dx 


A.4 Integrales 


pal 
H id = 
E dx E, (n Æ —l1) 


fra = lnx 


2 
fe + bx? dx = ¿qe hry e 


xla + bx 12 dx = — - 
frar E 


fa + ax” dx = 


N] = 


afl 3/2 
fraterna s (3 +a?) 


l 1 Ae 
feo iS dx = ax (š +) == o ll 
4 a? 8a 


1 1 P 1/2 
BA 
8a? | tE j | 


1 
fa ay” dx= 3 [xa a 


1/2 afl Es 
x(1 — a?x?) “dx===l<%-=x" 
3 La? 


1 ; 
fa E dx = e EGEA 


1 7 
+o[xta? — x’)! 4 a? arcsentx/a)) 


2(2a — 3bx)(a + bx)” 


1 1 1/2 
a ain la (ž +a?) 
a a? 
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1 1 á Za 
[> m= + (341) 


Jsenxas = —C08X 


J cosxax = sen x 


f 


l i 
jen xax = “ppa cosx + z7” 


1 
sen? x dx = —3 Cos x(sen” x+2) 


1 
fe cos? x dx = T senx cosx + e 


pros xax =35 sen x(cos? x +2) 


3 l 1 

4 

dx = XxX + 2x + 57 sen 4 
cos” xdx g* ¿5en2x + 32 x 


(sen xyr! 


TE CAE 


f 
j sen” x cosx dx = 


fse xdx = cosh x 
foshx dx = senh x 


frena dx = In cosh x 


A.6 ANÁLISIS VECTORIAL 589 


A.5 Serie de Taylor 


La serie de Taylor de una función f(x) es 
i 1 A i 1138 
Fata =at fiat Pata, 


donde las primas indican derivadas. 
Algunas series de Taylor útiles son 
noA 1 x? x? 
= PEER 


1 | 
senía + x) =sena + (cosa)x — 3 (sen ax” — ¿Losay E 


j} 1 
cosíla + x) = cosa — (sen a)x — z (cos ajx? + zena) +eo..-, 


1 
tana +) = tana + ( 3 JZ je 
co 


sta 1cos” a 


sen? a 1 3 
+ 7T LS z 1a tes 
cosa  3cosa 


A.6 Análisis vectorial 


Coordenadas cartesianas Coordenadas cilindricas 
El gradiente de un campo escalar y es El gradiente de un campo escalar y es 
; ; dv ly dv 
ay., Y. ð Fy = Le. +22 E 
vine pee 1 ja: Y FS 


dx dy dz 
La divergencia y el rotacional de un campo vectorial 


La divergencia y el rotacional de un campo vectorial Y = Y, €, + Ve lg + v e, son 
v= Y I4Vy]j+v¿k son 


du pa o ldvg du, 


P V- y= , 
y dv, 0%, dv, SR 4 y "fr 00% tz 
v= F sh ; 
Ox dy dz 
e, Ftp e 
i j k 
4 , Y == EA as E 
yave e £ 3 r [ar 90 az 
dx dy dz o FU Y, 
Uy Vy Ù 
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B.1 Áreas 


Las coordenadas del centroide del área 4 son 


fraa f aa 
À e y= A 4 
faa faa 
Á A 


X= 


El momento de inercia respecto al eje x, f,, el momento 
de inercia respecto al eje y, Z, y el producto de inercia 
1,, son 


n= f yaa, n= | da, nge | xyda. 
A Á À 


El momento polar de inercia respecto a O es 


Jo = Í a = | (+ y dA=1, + ly. 
A Ja 


Área triangular 


; 1 l l 
= -bh bk, ES p? 
Area > 1 TAA f 362 


Área= bh Área circular 


l3 
e z l 
ERA = Ara=aR? è Ip=ly=nR,  lyy=0 


IDN 
n n A E E 


t 
O 


J 
E, 
3T 


Área semicirentar 
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3 
¡ES 
|M 
a g f- 


Área de un cuarto de círculo 


r 1 
Área = -x R? 
rea = ¿1 


3 1 
Área = -rab 
re gra 


16 


l i 
l, = —xab*, 


B.2 LÍNEAS 591 


Loy = ón 


(n+ l)cb” 
4n+2 l 
1 —a 
i 
? (n+1)b | 
n+2 l 
Cap 
Timpano 
. pre 
3 Área = $ 
Área = g R? n+l 
HE ¿Ria - 55en2a), n= ¿Ka + <Senza), A A B At 
se E 2 AF3 O EA 


B.2 Lineas 


F E 
Barra esbelta 


y 


Y) 
R | 


Arco semicircular 


Las coordenadas del centroide de la linea £ son 


fa 

Da 

fa 
L 


Arco de un cuarto de circulo 
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se 


| Apéndice C | 


E Propiedades de volúmenes y 
cuerpos homogéneos 


GE 
Barra esbelta 
Las coordenadas del centroide del volumen V son 1 B 
liejex) =0, Hee y) m ltejez) ze 37” 
/ xdV i ydV f zdV E 
r= E 3 y = , A= K è liejex') =0, Ley) < Lezo F ria 
Í dV Í dV f dV 
V v Jv 
(Ei centro de masa de un cuerpo homogéneo coincide con 
el centroide de su volumen.) 
Lo 
El momento de inercia de masa del cuerpo respecto al Placa circular delgada 
eje Lo es 
PE: LA 
hb = f dm le) = heey = gos ñ kei = i 
dm 
| 
E Ip? l 2 2 
Lex) = guik ' Lejer) ES go , Lijez) = iG +A) 
1 2 l 2 l 2 2 
Maa = pa , Lieja y”) = pr 3 PS = ym +h ) 
Placa rectangular delgada 
592 
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m m 
kegen = S lejes) = q Lars = Tejer + Her 


(Los superíndices A denotan momentos de inercia del área transversai 
A de la placa.) 


Placa delgada 


1 


H Volumen = abc 
Y 


1 ” 1 
leer = pra A pue +e’), 


1 
Licjez) = pro as ci) 


Prisma rectangular 


Volumen = z R? 


gol 1 1 
Lex = jey =m (n e) lejen = z R? 


= hy 


le PE | 
Ley = Ley) =m (3 F 3r) ' kejed) = ¿me 


Cilindro circular 


Volumen = zo Rh 


ANA JO 

š Teea) = Feje y) = mihak UNA 3 E = T”? 
3 -NAC 3 

Tassy = krey’) =m (+), dieje = gre 


4 
Volumen= g R? 


2 
Fiejex') = Tiera = Lacie 2) = ¿me 


Esfera 
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594 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PARES 


A A Respuestas a los problemas pares [e210- IEA 


Capitulo 4 2.44 82.8% < 4 < 277.2. 

1.2 2.7183. 2.46 |F,] = 10 kN, |Fp| = 8.66 kN. 

1.4 0.950. 2.48 |L] = 216.1 lb, [D| = 78.7 ib. 

1.6 (a) 36.7 pies/s; (b) 40.2 km/h. 2.50 |F,] = 68.2 kN. 

1.8 (a) 5000 m/s; (b) 3.11 mi/s. 2.52 |[Fac) =2.11 KN, [Esp] = 2.76 kN. 

1.12 0.310 m?. 2.56 |F| = 110 N. 

2.58 U, = —3.61, U, = 7.22, U, = 28.89 or U, = 3.61, 

1.14 2.07 x 10% Pa. e E 


1.16 G =3.44 x 107 Ib-pie"/slug?. 


E ; 2.60 (a) JU] = 7, [V| = 13. tb) 3U + 2V] = 27.5. 
1.18 (a) Las unidades SI de F son kg-m?/s?; (b) T = 73.8 


sług-pies?/s?. 2620: =56.9%,.0, S 12957 0 m SS 
7 2.66 (a) 1fpie. (b) cos9, = —0.545, cos 9, = 0.818, 
1.22 (a) 491 N; (b) 81.0 N. cose, = 0.182. 
1.24 163 lb, 


2.68 (a) 5.39 N. (b) 0.5571 — 0.743 j — 0.371 k. 
2.70 F =40i4 403 — 70k (kN). 
2.72 |rag| = 16.2 m. (b) cos9, = 0.615, cosó0, = —0.492, 


1.26 32,100 m. 
1.28 4.45 N = | lb. 


Capitulo 2 cos, = —0.615. 
2.2 |F| = 177 N, ángulo = 151°. 2.74 29,100 pies. 
2.4 |F| = 176.8 N, ángulo = 151.39. 2.76 r =70.7i+61.2j + 35.4k (pulg). 
2.6 |F| = 132.5 N. 2.78 rop = Rg(0.612iì + 0.707 j + 0.354k). 
2.8 |F,] = 5.22 KN, [Fa] = 3.57 kN. 2.80 F = 545i + 636j — 545k (N). 
2.10 (a) [ra +raj = 70 m. (b) jra +rgl = 50 m. 2.82 259 lb. 
2,12 ¡Fya + Fga] = 917.7 N. 2.84 [Fac] = 1116 N, |Fapl = 910 N. 
2.14 |r] = 390.3 m, œ = 21.2°. 2.86 T = —15.4i + 27.0j + 7.7k (lb). 
2.18 F, = —90 lb. 2.88 U- Y = -300. 
2.20 |F| = 447.2 klb. 2.90 -250 (lb-pie). 
2.22 V, = 16, V, = 12 0 V, = -16, V, =-12. 2.92 U, = —12. 
2.24 F = 56.4i + 20.5j (Ib). 2.96 81.6. 
2,26 ras = —4i— 3j (m). 2.98 (a) F.i. (b) (F; + Fy + FG +j +k). 
2.28 (a) rag = 48i + 15jípulg).(b)rsc = —53i + 5j (pulg). 2.100 (a) 42.5”. (b) —423 j + 604k (1b). 
(0) Han + recl = 20.6 pulg. 2.102 8.25 pies. 


2.30 xy = 785.3 m, ya = 907.3 m O xa = 2547 m, 31% U x V = —20i — 6j — 18k. 
ya =1172.7 m. 


2.32 e = —0.781 i —0.625j. 


234 e=3i-?j 


2.106 r x F = —80i + 120j-— 40k (N-m). 
2.108 (a) U x Y = 0. (b) Son paralelos. 
2.110 (a), (© U x Y =-—31.8k. (b), (d) Y x U = 51.8k. 


5 —1416i 09 j (pies). 

a ii e E e. AIM (a) roa X For =—44+36j+32k (m). 

2.38 (a) ru = (57 x 1001 (km), ry = —(82.7 x lOi — (b) —0.083i + 0.745 j + 0.662k, or 
(69.4 x 10°)j (km), and rg = —(51.3 x 1001 + 0.0831 — 0.745 j — 0.662 k. 
(141.0 x 10°)j (km). (b) La distancia de la Tierra la A ` mE 
Mercurio es 177.8 x 10 (km), y la distancia de la 2.116 Tag X F = —2400i FE 9600j + 7200 k (lb pie). 
Tierra a Venus es 212.7 x 10% km. 2.118 x3 =2.81 m, yg =6.75 m, za =3.75 m. 

2.40 |F;¿, + Fsc] =917.7 N. 2.120 U- {V x W) = -4. 

2.42 Ea = 1720 lb, a = 33.3". 2.124 U, = -—2. 
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2.126 
2.128 
2.130 
2.132 
2,134 
2.136 
2.138 


2.140 


[A] = 1109.6 lb, œ = 29.7". 

IE] = 313.0 lb, [F| = 140 lb. 

eag = 0.6251 — 0.469] — 0.625 k. 
Fp = 8.78 — 6.594 — 8.78k (1b). 


Caa X F = —70i + 40j-— 100k (1b-pie). 

(a), (b) 685.7 i — 485.7 j — 514.3 k (Ib-pie). 

Fa = 18.2i + 1993 + 15.3k (N), Fg = —7.76i + 
26.9 + 13.4k (N). 

Fp = 1.29i — 3.86j + 2.57k (kN), Fn = —1.29i — 


2.14j — 2.57 k (kN). 
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3.68 18.0 pies. 
3.70 (b)5<100mo b > 30.0 m. 


3.72 
3,74 


3.76 
3.78 
3.80 
3.82 
3.84 
3.86 
3.88 


ASHA. 

h=3.08 m. 

W = 25.0 lb. 

Tan = 31.3 lb, N = 73.2 lb. 

F = 162.0 N. 

Tos = 3.60 KN, Toc = 1.94 KN, Top = 2.02 kN. 
T = (mgLy/ {R + h). 

Tag = 780.3 lb, Tac = 906.5 lb, Tap = 844.7 lb. 
Tas = 1.54 tb, Tac = 1.85 Ib. 


Capítulo 4 


4.2 
4.4 
4.6 
4.8 
4.10 
4.12 
4.14 
4.16 
4.18 
4.20 
4.22 
4.24 
4.26 


4.28 
4.30 
4.32 
4.34 
4.36 
4.38 


4,42 
4.44 
4.46 
4.48 


4.50 
4.52 
4.54 
4.56 
4.58 
4.60 


2.142 rag x W = —16.4i— 82.4k (N-m). 
Capitulo 3 
3.2 F; = 101 — 5j (klb), F; = —50i — 254 (klb). 
3.4 (a) A = 50 Ib. (b) œ = 60°. 
3.6 T = 763.2 N, M = 874.7 N. 
3.8 T, = Te = 727 lb, Tg = 54.5 lb. 
3.10 Fuerza normal = 196907 N, fuerza de fricción = 707 N. 
3.12 e = 310. 
3.14 (a) 254 lb. (b) 41.8°. 
3.16 150 lb. 
3.18 116.1 N. 
3.20 {a} (b) 43.6 Ib. 
3:2253.2 16: 
3.24 Tas = 1414 lb, Tac = 1000 Ib. 
3.26 No. La tensión en los cables BD y CE sería de 4.14 kN. 
3.28 Tensión en el cable superior = 0.828, tensión en el 
cable inferior = 0.132 WF. 
330 Tag = 003027. Tac = 0.822T. 
3.32 m = 4.45 kg. 
3.34 21.9 lb. 
3.36 Tag = 687.9 lb. 
3.38 AB: 64.0 kN; BC: 61.0 kN. 
3.40 (a) 196 N. (b) æ = 41.8". 
3.42 (b) Superficie izquierda: 36.6 1b; superficie derecha: 25.9 1b. 4.40 
3.44 202 N. 
3.46 D = 282 N, la tensión = 825 N. 
3.48 x = Hb — h cot30°), y = —¿(btan30” — h). 
352 D = 7878 ìb, L = 28,611 ìb. 
3.54 (a) y = —14.04°. (b) 4 km. 
3.56 Tag = 780 N. Tac = 1976 N, yl Tap = 2568 N. 
3.58 Tac = 20.6 lb, fap = 21.4 lb, yi Tag = 11.7 lb. 
3.60 Tag = 98.2 N, Tac =155.0 N, Tan = 177.3 N. 
3.62 12.3 lb. 
3.64 Tan = 420.5 N, Tac = 532.7 N, magnitud = 969.3 N. 
3.66 (a) La tensión = 137 lb. (b) La fuerza ejercida por la 


barra = 94.01 + 34.2) - 75.0k (lb). 


(a) — 300 Ib-pie. (b) Cero. (c) 200 Ib-pie. 
—40,5 N-m. 

(a) 1 m. (b) 30° o 150°. 

F = 4 klb.. 

(a) 1 m. (b) 53.1” 0 180°. 

229.3 lb-pie. 

(a) —24.9 Ib-pie. (b) —50.9 lb-pie. 
tale) Cero. 

Fi = 30 KN, F = 50 kN. 

(a) Fa = 24.6 N, Fp = 55.4 N. (b) Cero. 
(a) —5600 lb-pie. (b) —600 Ib-pie. 

1757.9 Ib-pie. 


(a) A, = 18.1 kN, Ay = —29.8 kN, y B = —20.4 kN. 
(b) Cero. 


(a) A, = 300 Ib, A, = 240 lb, y B = 280 ib. (b) Cero. 
185.7 kg. 

—22.3 Ib-pie. 

470.5 N. 

617.2 kN-m. 

—48.4 lb-pie. 

(a) 480 N-m. (b)-d) 480k (N-m). 

(a) 800k (KN-m). (b) —400 k (KN-m). 

F = 20i + 40j (N). 

(a), (b) Cero, 


(a) 1273 N-m. (b) M, = 900i + 9005 (N-m). (c) 1273 
N-m. 


450i — 100j — 200k (Ib-pie). 

F = 40i +40j+70k (N}o F= -401- 40j—70k (N). 
58.0 kN. 

IE| = 363.8 lb. 

Mo = —r F sengi — (h t reosa)F k. 


(a) 6671 — 2667] — 4000 k (N-m). 
ib} —667i + 2667] + 4000 k (N-m). (c) 9.71 m. 
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4.62 
4.64 
4.66 
4.68 
4.70 
4.72 
4.74 
4.76 
4.78 
4.80 
4.82 
4.84 
4.86 
4.88 
4.90 
4,92 
4.94 
4.96 
4.98 
4.100 
4.102 
4.104 
4.106 
4.108 
4.110 
4,112 
4.114 
4.118 
4.120 
4.122 
4.124 


4.126 


4.128 
4.130 
4.132 


4.134 
4.136 


4.138 


4.140 
4.142 


T = 395,8 Ib. 

Tac = 2.23 kN, Tap = 2.43 KN. 

Tas = 632.1 Ib, Tac = 330.5 lb. 

—16.4i— 111.9k (N-m). 

(a) 80i (N-m). (b) —1403 (N-m). (c) Cero. 
(a) Cero. (b) 2.7k (kN-m). 

—300 i (1b-pie). 

F = 801 + 80] + 40k (lb). 

Mas = 76.11 — 95.13 (N-m). 

Mao = 119.15 +79.4k (N-m). 

215.05 (N-m). 

M je o. = Hi (N-m). 

—338 j (Ib-pie). 

IF| = 13 Ib. 

cosg, = 0.800, cos, = 0.536, y cos, = 0.272. 
1 N-m. 

123.8 k (Ib-pie). 

(a), (b) 40k (b-pie). 

(09 b = 3.14 m. (b) —90k (N-m). 

{a}, (b) —400 k (N-m). 

40 lb-pie horario, o —40k (1b-pie). 

330 N-m antihorario, o 330k (N-m). 

(a —5i—j— 17k (kN-m). (b) 4.74 m. 
356 lb-pie. 

2 kN. 

Si. 

Los sistemas 1, 2 y 4 son equivalentes. 

F = 264.6 N. 

F = 70 lb, M = 130 lb-pulg. 

(a) F = —10j (lb), M = —10 lb-pie. (b) D = 1 pie. 


(a) A, = 0, A, = 20 lb, 8 = 80 lb. (b) F = 100j (1b), 
M = —1120 lb-pulg. 


(a) A, = 12 klb, A, = 10 klb, B = -10 klb. (b) F = 


—12i (klb), interseca en y = $ pies. (c) Ambos son cero. 


(a) F = 680i (KN). y = —0.0588 m. (b) 165.7 kN. 
F = 100j (lb), M = 0. 


(a) F = 919.6i — 389.6 j (N), M = —419.0 N-m. (b) La: 
linea de acción interseca en y = 456 mm. 


F = 800j (Ib), interseca enx = 7.5 pulg. 


(a) —360k {Ib-pulg). (b) -36j (Ib-pulg). (c) F = 10i — 
30j + 3k (Ib), M = —36j — 360k (lb-pie). 


(a) F = 6001 (lb), M = 1400j — 1800 k(lb-pie).{(b) F 
6001 (lb); la línea de acción interseca en y = 3piez 
2.33 pies, 


F = 1005 + 80k (N), M = 2405 — 300k (N-m). 
(a) F=0.M=rAi (b) F =0, M=rAi. 


4.144 


4.146 
4.148 


4.150 


4.152 
4.154 
4.156 


4.158 


4.160 
4.162 
4.164 
4.166 
4.168 


4.170 
4.172 
4.174 
4.176 
4.178 


4.180 
4.182 
4.184 
4.186 


(a) F=0, M = 4.60i + 1.86] — 3.46 k (kN-m). (b) 6.05 
kN-m. 


F = —20i+20 j+ 10k (lb), M = 50 i+250j+ 100k (lb-pulg). 


(a) F = 28k (klb), M = 96i — 192] (pies-klb). (b) x = 
6.86 pies, y = 3.43 pies. 


= 1001 + 20j — 20k (N), M = —142.9i + 405.7j-— 
280.0 k (N-m). 


M, = 0, la línea de acción interseca en y = 0, z = 2 pies. 
x = 24l m, y = 3.80 m. 


F = 40.8i +40.8j+ 81.6k (N), M = —179.6i + 391.9j-— 
32.7 k (N-m). 


(a) 320i (1b-pulg). (b) F = —20k (Ib). M = 320i + 660j 
(lb-pulg). (© M, = 0, x = 33 pulg, y = —16 pulg. 


k = 123.5 lb/pies. 

d = 13.0 pies, el momento es 265.4 k (Ib-pie). 
Tas = 155.4 N, Tep = 445.3 N. 

(a) 160 N-m. (6) 160k (N-m). 


No. El momento es mgR sen a en sentido antihorario, 
donde « es el ángulo horario. 


(a) —76.2 N-m. (b) —66.3 N-m. 
670.8 lb. 

223.11 — 68.4k (N-m). 
Meje = —153i (Ib-pie). 


tad Pan = Tep =1732 1b: 
(b) F = 300] (Ib), x = 4 pies. 


F = -20i + 70j (N), M = 22 N-m. 

E =—10i+40j+30k üb), M = —80i + 200 k (Ib-pulg). 
F = 1165.7i + 565.7 j (N), y = 13.9 m. 

F = 190j (N), M = —98i + 184k (N-m). 


4.188 F = —0.364i + 4.908 j + 1.090k (kN), M = -0.131 i — 
0.044 j + 1.112k (kN-m). 
Capitulo 5 
5.4 (b) Ax = 0, A, = —500 lb, B = 1000 lb. 
5.6 (b) A, =0, A, = —2.67 kN, B = 3.89 kN. 
5.8 (b) 4,=0, A, =5KN, B=3 KN. 
5.10 (b) A = 100 Ib, 8 = 200 ib. 
5.12 (b) A. =1.15 kN, A, =0, B = 2.31 kN. 
5.14 Cada mano, 65.1 lb. Cada pie, 22.4 lb. 
5.16 (b) 4, =0 lb, A, = — 1000 lb, Ma = —12,800 Ib-pie. 
5.18 849 lb. 
5.20 R, =0, R, = -841 lb, Mp = —6496 Ib-ple. 
5.22 R = 12.5 lb. 8, = 11.3 lb 8, = 15.3 lb. 
5.24 (a) A = 53.8 lb, B = 46.2 lb. (b) F = 21.2 ib. 
5.26 A = 9211 N, B, = 0, B, = 789 N. 
5.28 T = 4.71 lb 
5.32 La tensión es 50 lb, C, = —43.3 lb, C, = 25 Ib. 
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5,34 
5.36 
5.38 
5.40 
5.42 
5,44 
5.46 
5.48 
5.50 
5.54 
5.56 
5.58 
5.66 


5.68 
5.70 


A¿=0, A, =1.5F, B=2.5F. 
A, = -200 lb, A, = —100 lb, M, = 1600 Ib-pie. 
0.354W. 


B, = —700 N, 8, = -800 N, A = 700 N, 
Tensión = 1200 N, A, = 1039 N, A, = 600 N. 
A, = 0, A, = 200 Ib, Ma = 900 lb-pie. 


Ay = 57.7 lb, A, = — 13.3 lb, 8 = 15.3 ib. 
2500 1b. 
2x <4 pies. 
W: = 2483.6 lb, A, = —2034.4 lb, A, = 2424.5 lb. 
W = 46.2 N, A, = 22.3 N, A, = 61.7 N. 
F = 44.5 lb, A, = 25.3 Ib, A, = —1.9 lb. 
(1) y (2) están impropiamente soportados. Para (3), las: 
reacciones son A = F/2, B = F/2,C = F. 
W = 131.5 lb. 

0.19 

o ÚS | | 

0.17 4— t 

z 0.16 WL | | 
z 0.15 | | 
0.14 | 
0 Bo ¡PE T m 
4 %6 2 2% 32 34 36 
h, pulg 

Ar =0,A, = 360 N, A. = 0, M? =—16.4 Nam, Mi =0, 
Mi = —111.9 N-m. 
Tac = 20.3 kN. 
VElmáx = 2147 lb. 
Ta =54.7 lb, Ta = 22.7 lb, To= 47.7 lb. 
La fuerza es 800] lb, y la línea de acción corta la línea 
central en z = 1.5 pies. 
(b) A, = —-0.74 kN, A, = 1 kN, A; = —0.64 KN, 8, = 


0.74 kN. B; =0.64 kN. 
F, = 40.5 lb. 


Tao = 1.47 KN, Tse = 1.87 kN, As = 0, A, = 4.24 kN, 
A, =0. 


La tensión es 60 N, 8, = —10 N, B, = 90 N, B, = 10 
N, MË = 1 N-m, MË = —3 N-m. 

Tep = 6.53 kN. 

10 klb 

T = 81.6 lb. 

Tgn = 200 lb. 


Tag = 488 lb, Tro = 3731b, la reacción es i + 823j — 
87k lb. 


a = 52.4". 
Tensión =33,31b:la magnitud de la reacciónes de 44.1 Ib. 


a = 73.99, la magnitud de la reacción en A es de 4,32 
KN y en 8 es de 1.66 kN. 

(a) No, por el par de 3 kN-m. (5) La magnitud en A = 
7.88 kN; la magnitud en B = 6,66 kN, (0) No, 
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a =75.96", 30,96", 12.537, 4,40%, y cero. 
h=246 m, A, = 2.03 kN, A, = 0.34 kN. 
a= 3I. 

(b) Na = 14.2 kN, Ns = 33.7 kN. 


(b) Fuerza sobre el clavo = 55 lb, fuerza normal = 
50.77 Ib, fuerza de fricción = 9.06 Ib. 


(a) Hay cuatro reacciones desconocidas y tres ecuacio- 
nes de equilibrio. (b) 4, = -50 lb, B, = 50 lb. 


5.122 A = 500 N, B, = 0, B, = —800 N. 
51244 =727] Ib, 5, 5225.2 Dy H, = 3a 1D; 
5.126 C = 63.09 kN, A; = 1.97 kN, A, = —23.82 kN 
5.128 La fuerza es de 800 N hacia arriba, y su linea de acción 
pasa por el punto medio de la placa. 
5.130 œ = 90%, Tar = W/2, A = W/2. 
Capítulo 6 
6.2 (a) A = 13.3 kN, B, = —13.3 kN, B, = 10 kN. (b) AB: 


6.4 


6.6 


6.8 


6.10 


6.12 
6.14 
6.16 
6.18 
6.20 
6.22 
6.30 
6.32 
6.34 
6:36 
6.38 
6.40 
6.42 
6.44 
6.46 
6.48 
6.52 
6.54 
6.56 
6.58 
6.60) 


cero; BC: 16.7 kN (T); AC: 13.3 kN (C). 

(a) B = 82.9 N, C, = 40 N, C, = —22.9 N. 

(b) AB: 82.9 N (€); BC: cero; AC: 46.1 N (T). 

AB: 429 lb (€); AC: 343 Ib (T); BC: 600 lb (T); 

BD: 485 Ib (C); CD: 343 ib (F). 

AB: 16.7 kN (Tj AC: 13.3 kN (C); 8C: 20 kN (0); 
BD: 16.7 kN (MD; CD: 13.3 kN (0. 


(a) Howe, 2F en las barras GH y HI. (b) Son las mis-: 
mas: 2.12 F en las barras AB y DE. 


AB: 150 lb (T); BC: cero; BD: 75 le (T) 

F = 5.09 KN. 

AC: 60 lb (T); CO: 30 Ib (C); DG: 134.2 lb (T). 
1.56 kN. 

AB: 375 Ib (C); AC: 625 Ib (T); BC: 300 Ib (T). 
AB: 2524 lb (C); BC: 2163 lb (C); CD: 1683 lb (C). 
CD: 300 kN (T); 14: 400 kN (C). 

EG: 400 N (T); EF: 100 N (C), DF: 320 N (C). 
(a) {b) 3 klb (C). 

28.3 klb (T). 

CE: 60 klb (T), DE: zero; DF: 60 klb (C). 


2.50 kN (C). 

3.33 klb (C). 

DH: 25 kN (T), GJ: 25 kN (0). 

(a) 1158 lb (0). 

IL: 16 KN (C). KM: 24 kN íT). 

AD: 4.72 KN (C), BD: 4.16 kN (C) CD: 4.85 kN (C). 
AB: 1.80 kN (T); BC: 1.37 kN (F); BD: 4.16 kN (C). 
AB: 379.4 Ib (C); AC: 665.2 lb (C), AD: 159.6 lb (C). 
5.59 kN (C) en cada elemento. 


(c) A, = 0, A, = 350 N, Ma = 350 N-m, B, = 0, 
B, = —350 N. 
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6.62 A, =0. A, = 100 lb, Ma = 600 lb-pieC = 100 Ib. 6.96 9.17 kN. 
6.64 F = 50 kN. 6.98 A, = —8 kN, A, = 2 kN, fuerza axial = 8 kN. 
6.66 La fuerza de elevación máxima es de 8.94 kN. La fuer- 6.100 F = 0.142 N, D, = 1.471 N, D, = 2.5 N, I = -0.664 N, 
za axial es de 25.30 kN. 1, =0, M; = —0.806 N, M, =0.142 N. 
6.68 A = 72.3 lb, D, = 204.0 lb. D, = —216.8 Ib. 6.102 (b) 13.9%. 
6.70 A, = 400 lb, Ay, = —500 lb, B, = — 1200 lb, #, = 600 lb, 
€, = 400 Ib, C, = —100 ib. E 
100 Ib 25" t 
| 20* — 
| 800 lb = A i 
5 
0 a 
a a 0 0.5 
sge Masa, kg 
iai 6.104 (b) œ = 79.49". 
500 1b 
LS 3 
— = Ñ 
300 1 Z3 0 e. A 
(a), (b) E q == ale f 
6.72 A, = —24 KN, A, = 24 kN, B = —48 kN, C, = 24 kN, > i = 
C, =36 kN ENT O A 85° 
Ñ i le 5 6.106 h = 0.392 m. 
JA b le 6.108 At aa = 78%, Ma¡Ma = 0.603, yen æa = 180", 


24 kN AN MaM = 0.750. 
Da 6.110 5C: 120 kN (0), BG: 42.4 kN (DM; FG: 90 kN (T). 


6.112 AB: 125 lb (C); AC: cero; BC: 187.5 lb (T); 
BD: 225.3 lb (C). CD: 125 Ib (C), CE: 225.3 lb (T). 


6.74 4, = —400 lb, A, = —100 Ib, tensión = 360.6 lb, C, = 6.114 AC: 480 N (T), CD: 240 N (C); CF: 300 N (T). 


200 lb, €, = —300 lb, D = 100 lb. 6.116 Tensión: barra AC, 480 lb (T). Compresión: barra 
BD, 632.5 lb (€). 
360.6 lb 6.118 182.3 kg. 
à af NSS z z 6.120 F = 7.92 klb; BG: 19.35 klb (T), EF: 12.60 klb (C). 
o s I RAR, 6.122 f AR A, = -43.09 kN, £, = 0,81 kN, 
100 lb m0 low i 
Capitulo 7 
6.76 B, = —400 lb, B, = —300 lb, C, = 400 lb, C, = 200 ib, 712 y= 
r= Dy = 100 lb. 74 3 =2.08. 
0 Tom, C, 21951 D, = -80 b, D, = 801" 76 Ë =0711 pies, J = 0.584. 
636 A, = 800 A, ECAN E, <0 Bpa a P=09=3 
€, = 800 N, C, = 1200 N., 7.10 A = 2666.7 pies, X = 56.25 pies, y = 14 pies. 
6,84 A, = —22 lb, A, = 15 lb, €, = —i4 lb, C, = 3 lb. 7.12 y =3.6. 
6.86 300 lb (C). 7.14 y =-—7.6. 
6.88 110 klb. 7.16 x =2.27. 
6.90 538.5 N. 7.18 a =0.656, b = 6.56 x 107? 
6.92 Fuerza axial = 4kN a compresión, reacciónen 4=4.31kN. 7.20 x = y =4R/3x. 
6.94 Tac = 1364 N, Tos = 76] N. 7.22 X=3h,=0, 35 0 
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724 Y =B02m, £ =045 m "=P, 220 

AI DORIA DN =0. 

7128 T =A GRS 0ARS 30.7 =0,7=0. 

730 x = 3.24. 

732 x= R senaja, y = Ril —cosa)/a. 

734 AD: 2.85 kN (T); CE: 2.96 kN (T). 

7.36 A = 1518 lb, B = 1414 lb, 

738 x = 56.4 cm, y = 27.3 cm. 

7.40 x = 9.90 pulg, y = 0. 

742 x=-—1.12 in, y=0. 

7.44 3 =9 pulg, F = 13.5 pulg. 

7.46 x =90.3 mm. y = 59.4 mm. 

7.48 b= 58.6 mm, A = 14.8 mm. 

7.50 x =6.47 pies, Y = 10.60 pies. 

7.52 í =41.4 mm, y =31.4 mm. 2 = 30 mm. 

7.54 x =88.4 mm, p=0,:=0. 

7.56 x=0, y =32.3 mm, 2 = 39.7 mm. 

7.58 ;=4.00m,)=3=0. 

760 x=6m, ¥= 1.83 m 

7.62 x =6,59 pulg, y = 2.17 pulg, z = 6.80 pulg. 

7.64 (19) X = 2 pies, P = 2,33 pies, Z = 3.33 pies. (b) ž = 
1.72 pies, Y = 2.39 pies, Z = 3.39 pies 

7.66 X = 121 mm, y=0,2=0 

7.68 x, = $2 mm, y = 122 mm, ¿3 = 16 mm 

7.70 (a) x = 52 pulg. (b)ž = 49.3 pulg. 

7.72 A = 18.4 klb, B = 38.6 kib. 

7.74 x =20.1 pulg, Y = 8.03 pulg, Z = 15.35 pulg. 

7.76 Masa = 407.7 kg. ¥ = 2.5 m. y = —1.5 m. 

7.78 Y =171.7. 

7.80 Volumen = 1/5. 

7.82 y = 0.410. 

7.84 A = 138.0 pie”, 

7.86 A= 19.09 n’. 

7.8 Volumen = 2.48 x 10% mm”. 

7.90 0.136 m?. 

7.92 x = 110.2 mm. 

7.94 y= 21.3 mm. 

7.96 x =6.16 pies, Y = 0,7 = 

7.98 x =1.70 m. 

7.100 x = 25.24 mm, y = 8.02 mm, ¿ = 27.99 mm. 

7.102 Volumen = 477.5 pulg’. 

7.104 


El centro de masa de los estudiantes € y D debe estar 
en el punto P con coordenadas x = 2.94 pies, y = 
—1.26 pies. Los puntos € y D se encuentran deben estar 
sobre una línea recta que pase por P, y la distancia 
de de P a C y la distancia dpde P a D deben satisfacer 
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la relación d¿W¿ = doWp. Por ejemplo, si ellos están 
sobre una línea paralela al eje y y que pase por P, € 
podría estar en el punto xe = 2.94 pies, yg =-1.26 + 2 
= 0.74 pies y D debe entonces hallarse enel punto xp 
= 2.9 pies, yp = —1.26 — (W,/W))J2 = —-3.92 pies. 


Capitulo 8 


8.2 
8.4 
8.6 
8.8 
8.10 
8.12 
8.14 


8.16 
8.18 
8.20 


{a)(b} I, = bh $, ka = kh. 

A MEERA k, = 1.73 pulg, 1, = 864 pulg‘, k, = 3.46 pulg. 
ly = 5hb, ky = ZE 

ly = koh, 

p= a kx = 2 

pex 

k= k m ke En m. 

ly = z mm. 

ko = 110.9 mm. 

a) h = in R, ke = PR. 


8.24 1, = 22 pies”, k, = 1.91 pie, Ly = 6 pie*. 

8.26 Jo = 29.33 m”, ko = 1.91 m. 

8.28 1, = Ša R“, ky = FR, Ja = bn R", ko =y FR. 

8.30 1, = 94.2 pie*, k, = 2.24 pie. 

8.32 F, = 329.3 pulg’, £, = 3.43 pulg. 

8.34 1, = 3.6 x 10 mm”, Jo = 1 x 10% mn. 

8.36 2.65 x 10% mmt, k, = 128.6 mm. 

8.38 1, =7.79x 10” mnt, k, = 69.8 mm. 

8.40 7,, = 1.08 x 10” mm“. 

8.42 Jo = 363 piet, kọ = 4.92 pies. 

8.44 1, = 10.65 piet, k, = 0.843 pies. 

8.46 ly = 7.1 pic. 

8.48 Jo = 351.6 pulgt, ky = 4.11 pulg. 

8.50 /, = 67.6 pulg’, kę = 1.80 pulg. 

8.52 1, =0. 

8.54 1, =65 m’, k, = 1.47 m. 

8.56 1, = 5.48 x 10” mm, k, = 74.7 mm. 

8.58 /,, = 1.73 x 10° mm’. 

8.60 1, =7.59 x 10% mn’, ky = 27.8 mm. 

8.62 1, =4.34 x 10° pulg, k, = 10.45 pulg. 

B.64 1,, = 4.83 x 10° pulg. 

8.66 /. = 8.89 x 10* pulg?, k, = 7.18 pulg. 

8.68 [, = 3.52 x 10* pulg, k, = 4.52 pulg. 

8.70 1, = 994.5 pulg*. 

8.72 1, = 155.4 pulg’. 

8.74 [, = 4020 pulg’, I, = 6980 pulg' o 1, = 6820 pulg‘, £, 
= 4180 pulg. 

8.78 1, =4.01 x 10% mm'. 

8.82 1, =760 mM, lẹ = 14.7 m’, iey = 25.7 m', 
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8.84 Fe =9.70 pief, Iy = 2.80 pie*, Ipy = —-1.47 pie”. 
8.86 Iy =28 pie, Iy = 12 pief, Iyy = —13.9 pief. 
8.88 6, = —20°, los momentos principales de inercia son 
85.3 m* y 5.4 m’. 
8.90 6, = 26.6”, los momentos principales de inercia son 10 
piet y 2.5 pief. 
8.92 h= imë. 
8.94 I = $m sen ð, 
8.96 Lex = mh, leey = GMD, leez = míb +h’). 
8.98 eje y. = 1.99 slug-pie?. 
8.100 20.8 kg-m' 
8.102 l = Emi. 
8.104 Faez. = 47.0 kg-m?, 
8.106 3807.5 slug-pie?. 
8.108 fee, = 9.00 kg-m?. 
8.110 7, = 0.0881 slug-pie”. 
8.112 7o = 0.0188 kg-m? 
8.114 Foex = leey = MR + ih’). 
8-116 Lex = Loy = 9 Gw + 3A). 
8.118 / = 0.460 slug-pie?. 
8.120 A = 0.00367 ke-m?. 
8.122 laez = 0.714 slug-pie?. 
8.124 /,=12.8,k, = 2.19. 
8.126 l, =2.13. 
8.128 Zy =0.183, ky = 0.262. 
8.130 1, = 2.75 x 10” mm”, k, = 43.7 mm. 
8.132 1, = 5.03 x 10” mm”, k, = 59.1 mm. 
8.134 7, = 396 piet, k, = 3.63 pies. 
8.136 9, = 19.5", 20.3 m*, 160.7 m'. 
8.138 /, = 0.0702 kg-m?. 
8.140 /, = 3.83 slug-pie?. 
8.142 0.537 kg-m', 
Capítulo 9 
9,2 Ay =0, A, =250 kN, B = 250 kN. 
9.4 A, =0, Ay = 1000 N, Ma = 3333.3 N-m. 
9.6 A, =0, A, = 800 lb, Ma =0. 
9.8 (a) 1178.1 N. 2500 N-m. (b) R, = 0, R, =-9132 N, 
Mpg = 1970.3 N-m horario. 
9.10 ws = 225 lb/pie. 
9.12 Ta = To = 15.2 kN. 
9.14 Pa = Pa = Pe =0, Va = Va = Ve =2 kN, M¿ =2 
kN-m, Mp = 4 kN-m, Me = 6 kN-m. 
9.16 Pa = 866 lb, Va = —500 Ib, Ma = 3000 Ib-pie. 
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9.18 (a) Pg =0, Vs = —26.7 lb, Mg = 160 lb-pie. (b) Pc = Ù, 
Ve = —26.7 Ib, Me = 80 Ib-pie. 

9.20 (a) Pa = 0, Va = 4 KN, Ma = 4 kN-m. (b) Py = 0, 
Va =2 KN, Ma = 3 kN-m. 

9.22 Pa = 0, Va = 300 kN, M, = —2100 kN-m. 

9.24 Pa =0, Va =(L/6—b?*/2Lywg, Ma = (bL—b*/Ljwof6. 

9.26 Pa = 0, Va = 525 lb, Ma = —825 Ib-pie. 

9.28 P = 0, V = —913 lb, M = 3520 lb-pie. 

9.30 Ps = 0, Va = 0.8 kN, Mp = 19.2 kN-m. 

9.32 P =0, V = —595 N, M = 1925 N-m. 

9.34 Pg = 0, Vg = —2 kN, Mg = 2 kN-m. 


9.36 Pa = —300 N, Ve = 0. Mp = 0. 
9.38 Pa =0, Va = —60 lb, Ma = 60 lb-pie. 
9.40 (a) P =0, V =F, M = Fx. 


9.42 80 kN/m. 


9.44 ; 


1080 oo 


18 pie 


- 1É pie 


9.46 (a) P=0 


V = 300 Ib 0 <x < 6pie 
M = 300x — 3000 Ib-pie 
P=0 
= ~ + 1005 lb Ó <x <l2pie 
M= -r + 50x” — 2400 Ib-pie 
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(b) E 9.58 
, 
300 Ib | 
20 kN-m. 4kN/m| 
OoOO U p 
a A 
0 sme Ene fe l S KN O DSIN 
M A 
6pie 12 pie 
0 - e 
US 
1b/pie 
9.48 No; la magnitud del momento flector máximo es de 8 
kN-m. 
9.52 M = 577.7 Ib-pulg en x = 9.33 pulg. 
9.54 
2000 Li » 
1000 x, pie 
ù 
E 9.60 PRA 
00% i 2 3 4 5 y a 
-500 
1000 410 Gia 
0 x, pie ESE 1 2 3 4 5 
=1000 9.62 (a) V = -wox — xX? /2L), M 
-2000 (b) Ax =0, A, = —V = woL/2, Ma = 
8000 9.64 V = 250 — 50x kN, M = 250x — 25x? kN-m. 
0 1 2 3 4 5 
9.66 
9.56 
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= —w(/2- xX /6L). 
= —wL?f3. 
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9.68 9.106 6.67 m. 
7 9.108 A: 256.7 lb hacia la derecha, 248.2 lb hacia arriba; 5 ; 


135.9 lb. 
fagao rosana 9.110 1.5 m. 


9.112 (a) 4.08 x 10° Pa. (b) 2629.9 N hacia arriba. 
9.114 (a) 376 kN. (b) xp = 2.02 m. 

9.118 P=0, Y = —100 lb, A = —50lb-pie. 
9.124 F = -4,321 (KN), y = 96 m. 


pe (6, 4500) 9.126 90.0 kKN-m at y = 86.9 m. 
- 9,128 
Y, Ib 
i Ñ P ja m 
o Xx 
-2000 (3, -2700) -117 
H— 12 pulg ——— 10 pulg —==—— 12 pulg —-| 
M. in-lb 
9.70 (a) 15.8 kN. (b) 28.7 m. e 
9.72 AC: 12 700 Ib (T); BC: 15 000 1b (C). 1000 
9.74 Longitud = 108.3 m, A = 37.2 m. col 
9.76 Longitud = 962.8 pies. 0 a 
9.78 
(5875; 620S)ple 9.130 A, = —44.2 kN, A, = 35.3 KN, B = 34.3 kN. 
a nJ 9.132 12.93 pie-klb. 
Ss 7 Capítulo 10 
(287.5, 148.6)pie $ 10.2 23.1 lb. 
10.4 (a) 25 N. (b) p, = 0.577. 
i 500 w0 200 10.6 (a) No. (b) 10.6 1b. (c) 10.2 1b. 
10.8 20 1b. 
9.80 P A de e m, hz = 2.19 m. (b) Tas = 1.90 KN, 10,10 (a) T = Wisen a + p cos a)/(cos 8 + p sen 6). 
me p TA w ds DAS 10.12 (a) Sí. La fuerza es y, W. (b) 3 y, W. 
9.84 (a) h, = 4 pies. (b) 90.1 lb. 10.14 œ = arctan (3m, )- 
986 p.m 10.16 F = Wísena — 5 p, COS œ). 
9.88 Si; la tensión máxima es de 14.5 kN. o aia 
9.90 (a) 9.15 N. (b) 4.71 m. 10.20 (a) æ = arctan (p). (b) ¿4,W. 
9.92 (a) 10.04 m. (b) 201.3 m. 10.22 p = 0.529. 
9.94 (a) hz = 1.99 m. (b) Tag = 2.06 KN, Tac = 2.01 kN. A gE AE) fa Se 
10.26 M = p RW (1 + pay + pÈ) 
9.96 ] 10.28 uy = 0.35. 
10.30 œ = 2 arctan (Hs). 
10.32 27.7 N-m. 
10.36 œ = 9.27". 
10.38 (a) F = 84 Ib. (b) Yes. 
ple 10,40 (a) F = 103.8 lb. (b) No. 
10.42 (a) F = 5.28 kN. (b) F = 11.41 KN. 
9.98 (a) 2361 Ib/pulg?. (b) 16.28 MPa. 10.44 (a) F =u, W. 
9.102 x, = 0.75 m, Yp = 0.3 m. (b) F =(W/2Z)Gusa + Heg) /[1 + (H/bitsa — Hse). 
9.104 1.52 pie. 10.46 iF. 
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10.48 F = 24,W(l — u). 
10.50 (a) f = 0.363W. (b) p, = 0.453. 


10.52 5i, p, debe ser por lo menos 0.278. 


10.54 fp = 429.3 Ib. 

10.56 (a) F = 783.3 lb. (b) Si. 
10.58 F = 2.35 kN. 

10.60 œ = arctan [24,/(1 — 42). 
10.62 W = 3.36 kN. 


10.64 No. El valor mínimo requerido de p, es 0.176. 


10.66 F= 1160 N. 

10.68 1,84 N-m. 

10.70 y, = 0.0398. 

10.72 (a) 28.7 Ib-pulg. (b) 14.4 lb-pulg. 

10.74 1.13 N-m. 

10.76 11.8 [b-pie. 

10.78 15.1 N-m. 

10.80 8.70 Ib-pie. 

10.82 4.88 N-m. 

10.84 17.4 N-m. 

10.86 2.02 kg. 

10.88 105.9 N, 

10.90 51.9 ib. 

10.92 T = 83.2 N. 

10.94 M = 1.92 tb-pie. 

10.96 145.9 lb. 

10.98 T = 76.3 N, 
10.100 M = 0.3 N-m. 
10.102 M = 9.72 tb-pie. 
10.104 M = 7.81 N-m. 
10.106 M = 5.20 N-m. 
10.108 (a) M = 93.5 N-m. (b) 8.17%. 
10.110 9.51 lb-pie. 
10.112 18.4 N. 
10.114 M =r W(e7™™ — 1), 
10.116 (a) 14.2 lb. (b) 128.3 lb. 
10.118 84,6 = T s 215.1 N. 


10.120 M, = 65.2 N-m, Mz = 32.6 N-m. 


10.122 M = 19.2 N-m. 

10.126 x, = 0.298. 

10.123 œ = 37.8°. 

10.130 0, = 29.2 mm, D, = 162.2 mm. 
10.132 —1.963 <= y s 0.225 m. 

10.134 œ = 65.79, 
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10.136 ~ = 24,2%, 
10.133 œ = 22.7%, 
10.140 A = 5.82 pulg. 
10.142 285.7 lb. 
10.144 1134.8 kg, par torsor = 2.67 kN-m. 
10.146 y, = 0.272. 
10.148 Sí. x, debe ser por lo menos 0.533. 
10.150 P = 43.5 N. 
10.152 (a) W = 109.9 Ib. (b) W = 264.8 lb. 
10.154 2.77 lb-pie. 
Capitulo 11 
11.2 (a) Ma = 100 N-m. (b) 4, = —50 N. 
11.4 F= 217 N. 
11.6 R = 1.15F. 
11.8 0.577 F (compresión) 
11.10 F= 112.5 lb, 
11.12 (a) F = 392.4 N. (b) 100 mm. 
11.14 C, = -7.78 kN. 
11.18 F= 360 lb. 
11.20 M = 270,0 N-m. 
11.22 13 kN. 
11.24 9.17 kN. 
11.26 2W/(5 tan œ). 


11.28 (a) g = 3, q = 4. (bì) q = 3 es inestable y q = 4es 


estable. 
11.30 V = kx" — jex?. 


11.32 (a) Estable. (b) Estable neutro. (c) Inestable. 


11.36 (b) Es estable. 

11.33 (a) « = 60°. (b) No. 
11.40 (a) a = 28.7". (b) Si. 
11.42 Estable 

11.44 œ = 0 es inestable y œ 


ble y x = 2.45 m es inestable. 
11.50 (a) x = 43.9%. (b) Si. 
11.52 (4) a = 30.53". (b) Sí. 
11.54 M= 1.50 kN-m. 
11.56 (a) M = 800 N-m. (b) 1/4, 
11.58 F= 5 kN. 
11.60 M = 63 N-m. 
11.62 Estable. 
11.64 Inestable. 
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59,4" es estable. 
11.46 œ = 0 es inestable y œ = 30° es estable. 
11.48 (b)x = 1.12myx = 2.45 m. (c)x = 1.12 m es esta- 
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aceleración, 4 
aceleración debida a la gravedad, 6 
alargamiento de un resorte, 572 
ángulo de fricción, 507 
armadura, 274 
método de las juntas, 276 
método de las secciones, 289 
tridimensional, 295 
armadura espacial, 295 
articulación, 238 


Bere aa 
banda V, 544 
barra, Véase miembro 
bastidor, 299 


cable, 81, 256 
con carga continua, 471 
con carga discreta, 480 
carga, 207 
catenaria, 476 
centro de masa, 343 
de un cuerpo compuesto, 355 
de un cuerpo homogéneo, 344 
centro de presión, 487 
centroide, 34 
de un área 
área compuesta, 353 
definición, 339 
tabla, 590 
de un volumen 
definición, 335 
tabla, 592 
volumen compuesto, 354 
de una línea 
definición, 339 
línea compuesta, 354 
tabla, 591 
chumacera, $31 
coeficiente de fricción: 
cinética, 506 
estática, 505 
cojinete, 240, 531, 533 
cajinete de empuje, 533 
componente: 
cartesiana, 24, 39 
escalar, 24, 39 


normal a una línea, 55 
paralela a una línea, 55 
vectorial, 19 
compresión, 275 
constante de la gravitación 
universal, 5 
conversión de unidades, 9 
coordenadas cartesianas, 24, 38 
coseno director, 40 
Coulomb, fricción de. Véase 
fricción 
cuerda, 8] 
cuerpo estáticamente 
indeterminado, 219 
cuñas, 520 
curva de carga, 440 


densidad, 344 
derivadas, tablas de, 588 
deslizamiento inminente, 506 
desplazamiento, 16 
virtual, 559 
determinante, 64 
diagrama de cuerpo libre, 84, 211 
diagrama de momento flector, 456 
diagramas de fuerza cortante y 
momento flector, 456 
dígitos significativos, 6 
dinámica, 2 
[Ej 
ecuación cuadrática, 587 
ecuaciones de equilibrio, 206 
en dos dimensiones, 212 
en tres dimensiones, 241 
ejes principales de un área, 407 
elemento, Véase miembro 
elementos compuestos: 
áreas, 353,393 
cuerpos, 355, 424 
lineas, 354 
volúmenes, 354 
embrague, 533 
energía potencial, 571 
de un resorte lineal, 571 
del peso de un cuerpo, 571 
equilibrio: 
definición de, 85 
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ecuaciones de, 206,212, 241 
estabilidad del, 573 
equilibrio estable neutro, 575 
equilibrio estable, 573 
equilibrio inestable, 574 
escalar, 16 
espacio, 4 
estática, 2 
estrategia, 3 
estructura, 273 
armadura, 274 
bastidor, 299 
máquina, 299 


ar] 
fluido, presión en un, 487 
fricción, 504 
ángulos, 507 
cuando el deslizamiento es 
inminente, 505 
cuando las superficies están 
deslizándose, 506 
en bandas, 540, 543 
en cojinetes de empuje, $533 
en cojinetes, 531 
en roscas, 523 
fuerza: 
de contacto, 79 
de cuerpo, 79 
de fricción, 80 
de superficie, 79 
externa, 79 
gravitatoria, 79 
interna, 79 
línea de acción, 78 
normal, 80 
sistema concurrente, 78 
sistema coplanar, 78 
sistema paralelo, 78 
fuerza axial en una viga, 448, 463 
fuerza conservativa, 571 
fuerza cortante en una viga, 448, 
463 
fuerza de contacto, 79 
fuerza de cuerpo, 79 
fuerza de fricción, 80, 504 
fuerza de superficie, 79 
fuerza distribuida: 
a lo largo de una linea, 440 


analogía del área, 44! 
fuerza equivalente, 441 
sobre un cable, 471 
distribuida a lo largo del 
cable, 475 
distribuida horizontalmente, 
471 
fuerza normal, 80, 504 
fuerzas concurrentes, 78 
fuerzas coplanares, 78 
fuerzas y momentos internos: 
en un cable, 471 
en una viga, 448, 463 
funciones trigonométricas, 587 


[G] ~ 
grado, 8 
gravedad, 5 
al nivel del mar, 6 
de la Tierra, 5 
fuerza entre dos particulas, 5 


integrales, tabla de, 588 


junta, 274 
juntas, método de las, 276 


Ik 
kilogramo, 5,7 


[L] 
lev de los cosenos, 587 
ley de los senos, 587 
libra, 5, 8 
libra masa, $ 
linea de acción, 78 
líquido, presión en un, 487 
llave de torsión, 182 
logaritmo, 587 


im] 
magnitud, 16, 24, 39 
máquina, 299 
marco de referencia inercial, 84 
masa, 4 
mecánica, 2 
metro, 4, 7 
miembro, 273 
de dos fuerzas, 255 
de tres fuerzas, 256 
Mohr, círculo de, 413 


momento de inercia: 
área 
áreas compuestas, 393 
definiciones, 386 
ejes principales, 407 
tabla, 590 
teoremas de los ejes 
paralelos, 393 
masa 
cuerpo compuesto, 424 
barra esbelta, 419 
definición, 419 
placa delgada, 420 
tabla, 592 
icorema de los ejes paralelos, 
424 
momento de un par, 161 
momento Jlector en una viga, 448, 
463 
momento polar de inercia, 386, 
395, 409 
momento respecto a un punto, 134 
descripción bidimensional, 122 
descripción vectorial, 134 
magnitud, 122, 134 
propiedades, 135 
sentido, 122, 134 
momento respecto a una linea, 148 
momentos de inercia de áreas. 
Véase momento de inercia 
momentos principales de inercia de 
un área, 407 


newton (unidad de fuerza), 5, 7 
Newton gravitación de, 5 

Newton, Isaac, 4 

Newton, leyes de, 4 
Newton-Raphson, método de, 112 
nivel de referencia, 571 


Pappus-Guldinus, teoremas de, 
374 

par, 160 

pascal (unidad de presión), 487 

paso de una rosca, 523 

pesc, 6, 79, 571 

peso especifico, 344 

peso ponderado. Vease centroide 

pie, 4,8 

polea, 81, 213, 543 
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analogía del volumen, 488 
atmosférica, 487 
en un líquido en reposo, 489 
manométrica, 487 
principio del trabajo virtual, 559, 
573 
producto cruz, 6l 
producto de inercia, 386, 394, 408 
producto escalar. Véase producto 
punto 
producto punto, 52 
producto triple mixto, 65 
producto vectorial. Véase 
producto cruz 
productos de vectores, 52 
producto cruz, 61 
producto punto, 52 
puente, 282 
armadura, 283 
colgante, 284 
de arco, 283 


[R] 
radián, 8 


radio de giro, 386 
reacción, 207 
redondeo, 6 
redundancia, grado de, 220 
regla de la mano derecha: 
para el sentido del momento 
respecto a un punto, 134 
para èl sentido del momento 
respecto a una línea, 149 
para la dirección del producto 
cruz, ől 
regla del paralelogramo, 17 
regla del triángulo, 17 
resorte, 82 
constante de, 83 
energía potencial, 572 
lineal, 83 
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